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A utilizagdo dos numeros complexos facilita a modelagem mateméatica de fendmenos em algumas dreas da
fisica. Em Optica, indices de refracdo podem ser modulados para revelar comportamentos ndo convencionais,
como invisibilidade unidirecional e refracdo assimétrica. Em mecéanica quintica, hamiltonianos com potenciais
complexos apresentando a condigdo de simetria sob inversido espacial e temporal podem ter todo o espectro
de energia real. Essa condicao de simetria é conhecida como simetria PT (simetria paridade-reversdo temporal).
Simetria PT pode ser empregada em éptica para o desenvolvimento de materiais com indices de refracdo complexos
e novos fend6menos 6pticos.

Palavras-chave: Campos elétrico e magnético, constante dielétrica, nimeros complexos, simetria PT.

The use of complex numbers facilitates the mathematical modeling of phenomena in some areas of physics.
In optics, one can modulate refractive indices to reveal anomalous behaviors, such as unidirectional invisibility
and asymmetric refraction. In quantum mechanics, Hamiltonians with complex potentials presenting symmetry
conditions under spatial and temporal inversion can have an entire real energy spectrum. This condition of
symmetry is known as PT-symmetry (parity-time reversion). PT symmetry can be used in optics to develop

materials with complex refractive indices and new optical phenomena.
Keywords: Electric and magnetic fields, dielectric constant, complex numbers, PT symmetry.

1. Introducgao

Fenomenos épticos sdo abordados desde a educagéo
basica. Optica geométrica e fendmenos ondulatérios
fazem parte do curriculo para estudantes do ensino
médio no Brasil. Nesse contexto, a grandeza indice de
refracao aparece repetidamente. Por exemplo, é possivel
estudar o fené6meno da reflexdo interna total por meio
da chamada Lei de Snell. Ao explorar a natureza, a
utilizacdo de ferramentas matematicas pode facilitar a
sua compreensao.

De fato, a fisica utiliza as ferramentas matemaéticas de
forma extensiva [I} [2]. Mas hé& de se notar que a mate-
matica, de um modo geral, ndo necessita de fendmenos
naturais para existir. Algumas ferramentas mateméaticas
sofisticadas se desenvolvem de forma independente a
necessidade de pensar e analisar um fendémeno ou efeito
natural. Contudo, pode acontecer que, apds a descoberta
de uma ferramenta ou andlise matemaética ter sido feita,
sua utilizagao para explicar fenémenos observados des-
critos pelas ditas ciéncias naturais, como Fisica, Biologia
etec, seja um caminho a considerar.

Por exemplo, a ideia de um ntmero ser negativo
foi, durante milénios, estranha & maioria dos matemati-
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cos [3]. Dai a alcancar o termo i¢magindrio para raizes de
nimeros negativos, foi um salto bem maior. S6 em 1637
esse termo aparece em escritos de René Descartes [4].
E foi apenas em 1777 que encontramos o termo 7 para
v/—1 com o grande matemdtico Euler [5].

O ENEM, atualmente, ndo mais aborda ntmeros
complexos. Assim, em geral o estudante do ensino
médio ndo os encontra em sua formagdo. Mesmo em
cursos de licenciatura ou bacharelado em Matematica,
é possivel cursos introdutérios de Calculo Infinitesimal
nao terem citacdo aos nimeros complexos. Desta forma,
é possivel a construcdo de um engano: pensar que va-
ridveis complexas sao estranhas, ndo sendo encontradas
facilmente [6HS].

No entanto, encontramos os ntmeros complexos re-
petidamente em areas basicas da ciéncia. Por exemplo,
diversos fendémenos tem seu comportamento descrito por
fungoes quadraticas (como queda de corpos e lancamen-
tos de projéteis préoximos a superficie da Terra e na
auséncia de matéria). Qual o caminho para encontrar
as solugdes de fungoes quadraticas (y = ax? + bx + ¢)?
Utilizamos a férmula de Bhaskara [9]: x = (—b+v/A)/2a,
na qual A = b? — dac. Qualquer combinacdo desses
coeficientes levando A a um valor negativo nos entrega
um problema sem solugdo no conjunto dos ntmeros
reais.
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Esse tipo de abordagem pode ser muito util. Veja-
mos um exemplo utilizando cinemaética, explorada no
primeiro ano do ensino médio no Brasil. Considere dois
veiculos com movimento retilineo, ambos no mesmo
sentido. O mével a frente estda com velocidade constante
v1, enquanto o segundo moével estd com velocidade
constante v3, sendo vy > wvy. O segundo movel avista
o primeiro e, para evitar uma colisao, inicia um processo
de frenagem no instante que a distdncia entre eles é
D. As funcgoes horarias de posicdo de ambos podem ser
escritas como x1(t) = D + vit e 5(t) = vat — Lat?, com
a > 0. No ponto de encontro, devemos ter x1(t) = zo(t),
resultando em uma equacao quadratica em t dada por
212 + (vy — v2)t + D = 0, cujo discriminante ¢ dado por
A = (v1—v2)%?—2aD. Para que ndo ocorra, ndo podemos
ter raizes reais e isso ocorre quando o discriminante for
negativo A < 0. Neste caso, a desaceleragdo do movel
obedece a condi¢do a > (va=vi)® - solugdo para o
problema seria complexa, indicando que o encontro nao
ocorre visto que é um evento real.

Porém, se nos permitirmos incluir os ntimeros com-
plexos na andlise dos fendmenos naturais, ndo apenas
solugbes novas podem aparecer. Comportamentos to-
talmente novos e detalhes aparentemente inexplicaveis
podem se tornar claros. Note a equacdo abaixo.

2+ 1=0. (1)

Essa equacdo nao possui solugdes no conjunto dos
reais. Se estendermos para o conjunto dos nimeros
complexos, havera seis solucoes: z = +e(™/2) g =
+eim/6) o g = 4¢(75/6)  Abaixo vemos as raizes no
plano complexo (Figura [1f).

Outra caracteristica quando expandimos nosso estudo
para os numeros complexos: operagoes que parecem ser
verdadeiras em todos os casos, mas na verdade talvez
nao sejam verdadeiras. Para ilustrar, vamos lembrar das

Imix)
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Figura 1: Raizes de 2% + 1 = 0 no plano complexo.
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seguintes relagoes de dlgebra fundamental.

e"? =z, (2a)

Ine* = z. (2b)

Nas equagdes acima, se z for real temos o caso da
algebra estudada no nivel bésico. As relagbes estdo
corretas. Porém, se z for complexo, a equacdo [2h per-
manece correta enquanto pode néo ser. Se tomarmos
a identidade de Euler e = —1 e elevarmos ambos os
lados ao quadrado, chegamos a e*™ = 1. Tomando o
logaritmo de ambos os lados, ficamos com uma expressao

do tipo [2p:
Ine*™ =1In1. (3)

Ou seja, estamos afirmando (j4 antes de tomar o
logaritmo) que 2im = 0. No caso dos reais, cairfamos em
uma inconsisténcia. Porém, por estarmos lidando com
o conjunto dos complexos, é necessario mais cuidado.
Como foi dito antes, parecer verdadeiro ndo garante ser.
Assim, reorganizando os fatores em 2im e lembrando
as relagoes trigonométricas no conjunto dos complexos,
podemos afirmar que ndo apenas €™ é igual a 1. Um
nimero infinito de valores da forma e2™™ §é igual a
1, com m sendo qualquer niimero inteiro positivo ou
negativo, inclusive 0 ou 1. Portanto, usando a equacao
temos

Ine?™ =1In1 = i27m. 4)

O que acabamos de mostrar é que afirmar In (1) =0
nao é de todo correto. Na verdade, In (1) é um ntmero
complexo imagindrio puro. Ou seja, In (1) tem sua parte
real igual a zero.

2. Além dos indices de refracao
convencionais

Estudar um sistema qualquer utilizando ferramentas
mateméaticas que nao lancem mao dos ntimeros com-
plexos pode ser restritivo. Por exemplo, representar
fendmenos ondulatérios com numeros complexos torna
mais simples sua descrigdo e andlise [I0].

Além disso, é comum o interesse em parte de um
sistema, e ndo em sua totalidade. Nesses casos, formular
matematicamente um subespago do sistema original
pode ser feito com niimeros complexos. Desde que o sis-
tema original continue com suas energias representadas
por varidveis reais [I1]. Essa abordagem é utilizada ja
ha décadas. Ainda em 1928, George Gamow estudou o
transporte de particulas do ntcleo atdmico para o seu
entorno utilizando energias descritas por niimeros com-
plexos [12]. Alguns anos depois, H. Feshbach modelou
interagoes entre néutrons e nicleos atémicos utilizando
energias complexas [13].

Em optica, a busca por novos materiais também
levou a caminhos antes nao explorados e algumas vezes
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Materiais plasménicos Materiais convencionais
(indice de refracao < 0) I (indice de refracao > 0)

b
|

n

(indice de refragao)

Figura 2: Uma possibilidade de classificacdo de materiais
fotdnicos pode ser baseada no sinal do seu indice de refracdo.

inesperados. A manipula¢do de uma tnica caracteristica
fundamental, o indice de refracao, trouxe a tona diver-
sos tipos de materiais. Um caso de compreensdao bem
simples sdo os cristais fotonicos. Um cristal fotonico é
constituido de tal forma que ha uma periodicidade no
indice de refracdo, ao longo de uma dada direcdo. A
periodicidade pode ser em uma, duas ou até mesmo em
trés dimensoes [14], [15].

Outro caminho levou a pesquisa da interacdo entre
luz e metal — chegamos a plasmoénica. Aqui temos o
aparecimento do indice de refracio negativo [16]. As
consequéncias de ter um material com indice de refragio
negativo incluem a manipulacdo do alcance e da quali-
dade do sinal, regides de invisibilidade, luz lenta (onde
a velocidade da luz é drasticamente reduzida) [T7HI9].

Vamos notar algo central no que foi exposto até
aqui. Algumas caracteristicas de um material podem ser
manipuladas de forma a controlar o indice de refracao —
densidade, impurezas, pressao [20]. Ou seja, um material
pode ser manipulado de tal forma que seu indice de
refracao seja positivo ou negativo. Mesmo em materiais
ditos convencionais é possivel manipular a distribuicao
espacial do indice de refragdo no material a ponto
de obtermos efeitos tteis, como no caso dos cristais
fotonicos. Como mostra a Figura[2] podemos pensar nas
caracteristicas opticas de materiais em relagao ao sinal
do indice de refragao, se positivo ou negativo.

Porém, chegamos a um ponto similar ao ja discutido
sobre as solugoes de equagdes quadraticas: deve o indice
de refragdo ser real? Ou pode ser complexo? Seria
possivel termos uma classificacao diferente da mostrada
na Figura [2| talvez incluindo valores imaginarios?

Em sistemas épticos, a perda de energia estd vinculada
a indices de refragdo com componente imaginario posi-
tivo. J& o ganho de energia estd vinculado a indices de
refragdo negativos, como ilustrado na Figura [3| [21T], 22].
Pensemos um pouco sobre uma classe de sistemas proje-
tados para modular o indice de refragao utilizando ganho
e perda de energia. Desta forma, sdo alcancados efeitos
interessantes para a utilizagdo em novos materiais. Esta
classe de sistemas foi primeiramente exposta na litera-
tura no contexto da mecanica quantica. Vamos observar
brevemente como foi a descoberta desses sistemas.

3. Simetria Paridade-Reversao Temporal
(simetria PT): conceitos basicos

Em qualquer curso introdutério em mecanica quantica,
o estudante se depara com alguns axiomas. Como em
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Figura 3: Em sistemas 6pticos, a perda de energia esta vinculada
ao sinal positivo da parte imaginaria do indice de refracdo. O
ganho de energia estad vinculado a parte negativa do indice de
refracdo.

qualquer teoria, esses axiomas desenham a identidade,
mostram aquilo que a teoria propoe. Temos em quantica
um axioma garantindo que o espectro de energias medi-
das em qualquer sistema deve ser real. Qutro axioma
requer que o espectro de energia seja limitado por
um valor minimo. Agora note um outro axioma: o
hamiltoniano H que descreve o sistema deve ser do tipo
hermitiano [23]. Um operador H hermitiano segue a
seguinte relagdo:

H=H" (5)

O simbolo T representa duas operagoes combinadas na
matriz do operador em base ortogonal: a transposicdo
da matriz e a conjugagdo complexa de seus elementos.
O que a relagao nos diz é que o hamiltoniano,
quando escrito nessa forma matricial, é igual ao seu
transposto conjugado. E uma propriedade que serve
bem matematicamente, pois garante que os valores de
energia fornecidos pelo hamiltoniano sejam reais. Isto
também garante que a evolugdo temporal do sistema
seja unitaria — preserve a conservacao da probabilidade.
E aqui estd o motivo do axioma.

Descrigdes de subconjuntos de sistemas com hamilto-
nianos nao-hermitianos tem sido longamente utilizados
para descrever fen6menos onde a energia nao é conser-
vada [I2]. Mas hamiltonianos ndo-hermitianos ndo sio
vistos como uma descricao fundamental de fendmenos
fisicos, justamente por permitir que energias comple-
xas sejam encontradas. Hamiltonianos nado hermitianos
representam uma descrigdo efetiva (ndo fundamental) do
sistema em analise [24].

E possivel encontrar diversas classes de hamiltoni-
anos nao-hermitianos que possuem espectros reais de
energia [25]. Em 1998 Carl Bender e Stefan Boett-
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cher publicaram esta descoberta: uma grande classe
de hamiltonianos nao conservativos que podem exibir
todo o espectro de energia real. Sdo hamiltonianos
com simetria de paridade e também com simetria de
reversdo temporal — simetria PT [37]. A simetria PT
desses hamiltonianos indica que eles comutam com os
operadores paridade e reversao temporal:

PTH, = H,PT. (6)

Usando a notagao originalmente utilizada por Bender
[22], a operagdo paridade é representada pelo simbolo P.
O efeito de P pode ser pensado em termos de simetria
de reflexdo. Para exemplificar, podemos pensar no vetor
de duas dimensoes (1 0). Efetuando a operacao P neste
vetor, obtemos um outro vetor (—1 0). Ou seja, A
operacao paridade tem como efeito uma reflexdo nas
posigoes dos componentes do vetor. De forma mais geral,

P(z,y,z) = (—JE, —y,—z). (7)

Como resultado da operagao, por exemplo, vetores po-
lares mudam sua direcdo (7 — —7, p — —p, E — fE_')
enquanto vetores axiais mantém sua diregao (ﬁ —~ H ).
Nestes exemplos 7 é a posicdo espamal P é o momento
linear, Eéo campo elétrico e Héo campo magnético.

Em mecénica quéntica, o valor médio do operador
corresponde ao valor classico desta mesma grandeza.
Como o momento linear e a posicdo classicos tem seu
sinal invertido sob inversao espacial, os correspondentes
quanticos < p > e < 7 > também mudam o sinal. Assim,
temos

PP~ = —F, (8a)

PP~ = —p. (8b)

Em consequéncia, o momento angular (l_: = "X P) nao
muda:

PLP' =L. (9)

E possivel mostrar que o operador P é linear. P
Também é unitario, ou seja, PPT = I. [25] Desta forma,
assumindo que a funcao de onda é escalar, temos

Py(7,t) = (-7, t). (10)

Para o operador T, similar as relacoes 8 e 9, temos
121}, 126

TFT— =7, (11a)
TLT ' = —L, (11b)
Tpr— = —p. (11c)

E possivel mostrar que o operador T é anti-unitério e
antilinear [25], 27]. Desta forma assumindo que a fungao
de onda é escalar, temos (onde ‘*’ denota conjugacao
complexa)

Tp(r,t) = ™ (7, —t). (12)
PTH (p,r,t)PT = H*(p,—r, —t). (13)
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Portanto, um hamiltoniano é PT simétrico se

H(p,r,t) = H*(p, —r,—t). (14)

Se um hamiltoniano tem a forma H = % +V(r) (m
sendo a massa e V o potencial), temos H*(p, —r, —t) =
% +V*(—r). Portanto, é aparente que um potencial as-
sociado a um hamiltoniano PT-simétrico deve obedecer
a relacgao

V() = V(7). (15)

Como exemplo, note as expressdes abaixo (casos
unidimensionais, por simplificagdo e sem perda de ge-
neralidade):

cos(zx) +i - sen(x), (16a)
i (16b)
sen?(2z) + i - sen(x). (16¢)

Uma relagdo matematica obedecendo a equagao é
candidata a um potencial de hamiltoniano PT-simétrico.
Todas as expressdes em [I6] obedecem a relagao [I5]
Vejamos a expressao [I6h para aplicar as reversoes de
espaco e de tempo. Aplicamos a reversao de espaco
seguindo a equagdo [7] apenas invertendo o sinal das
coordenadas.

cos(—x) + i - sen(—x).
Como cos(—x) = cos(x), ficamos com
cos(x) + i - sen(—x).

Agora aplicamos a reversdo temporal & expressio
acima. Como ja falado, para isso basta inverter o sinal
da unidade imaginéria (complexo conjugado).

cos(x) — i - sen(—x) = cos(xz) + i - [—sen(—x)].
Mas —sen(—xz) = sen(x), e chegamos a
cos(z) + i - sin(x). (17)

A expressio é igual a equagao [I6h. Ou seja,
aplicamos as reversoes de espago e de tempo & expressao
[[6h e ela se manteve inalterada.

Observando a expressdo [I5] com mais cuidado, e
comparando com as expressoes [I6h a [I6¢, percebemos
que tais potenciais tem uma caracteristica peculiar: sao
formadas por duas partes, uma real e outra imaginéria
(evidenciando sua natureza complexa). Mais precisa-
mente, a parte real deve ser uma fung¢do par enquanto a
a sua parte imaginaria deve ser uma fung¢do impar.

Portanto, o potencial visto na expressao tem a
forma

V() = A(F) +1B(7), (18)

onde A(7) nos fornece a parte real (fungéo par) e B(F)
a parte imagindria (fungdo fmpar) do potencial. Isto
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garante que as expressoes permanecam inalteradas sob
as reversoes de espago e de tempo. Como exemplo, note
a equacao . O termo z? fornece a parte real, par,
do potencial. Enquanto z*® fornece a parte imaginaria,
impar.

4. Optica e simetria PT

O artigo original de Bender E Boettcher introduziu
simetria PT no contexto da mecénica quantica [37].
Porém, em pouco tempo as ideias foram utilizadas
em Optica. Isto ocorreu primeiramente usando a apro-
ximagao paraxial para a equacao da propagacao da
onda eletromagnética. Com tal aproximacao, chegamos
a uma forma idéntica a da equagdo de Schrodinger,
porém com interpretagoes diferentes para os seus termos
constituintes.

Novamente, o leitor pode consultar uma extensa li-
teratura sobre a apfoximagdo paraxial [28, 29]. Faremos
uma breve explanacao para tornar claro a analogia com a
equagao de Schrodinger. Para um meio éptico com indice
de refracdo n que varia apenas na direcdo x, uma onda
¢ com frequéncia w com propagacao predominantemente
na dire¢do (longitudinal) z, tem uma dada componente
obedecendo a Equacao de Helmholtz,

0?E(z, 2) n O?E(x, 2)

5.3 5 T EE(x,z) =0, (19)

onde k = n(x)%. A variagao de n(z) em relagao a algum
valor médio ng é pequena, na forma n(z) = ng[l +
v(z)], com v << 1. Desta forma, a onda se propaga
basicamente com e?*0* (kg = no%). Podemos escrever a
componente como F = eikozw(m, 2) e inserimos em ((19)),
chegando a
0%Y(x, 2) %k Y(x,z)  0%Y(w, 2)
022 0z Ox?

+ (K = k3 =0,
(20)
onde k% = k‘%(%;) e 1 é conhecida como func¢éo envelope.
Neste ponto estoém o centro da aproximagao. Negligencia-
mos o primeiro termo da equagao, pois estamos lidando
com a condigio 921)/92% << 8%y /dx%. Como v é muito
pequeno, podemos fazer k* — k3 = 2kZ. Com essa
aproximagao, podemos reescrever 20| como

i—+ ——— + kv(x)yp =0. (21)
A equacdo [2I] tem a mesma forma da equagdo de

Schrodinger dependente do tempo (considerando /i =
m=1):

(2) = 0. (22)
Como ja falado, seus termos tem significados dife-

rentes. Em 1 é a funcio envelope da onda ele-
tromagnética. Ao invés do tempo, temos a coordenada
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longitudinal z. E o potencial V(x) da mecinica quantica
é substituido pelo termo v, que recupera o indice de
refragdo (v(z) = n(x)/ng — 1). A relevincia da analogia
estd no fato de poder utilizar, em 6ptica, os resultados
conhecidos em mecanica quantica para sistemas PT
simétricos — resguardadas as devidas interpretacoes. E
comum o indice de refragdo ter uma parte imaginaria po-
sitiva representando a perda de energia. Langando méo
de indices de refracdo com parte imaginaria negativa,
é possivel projetar sistemas 6pticos que chamamos de
sistemas 6pticos PT simétricos, em analogia ao caso da
mecanica quantica.

Neste contexto, a simetria PT em [21] impode a relagao

n(x) =n*(—x), (23)

como visto na se¢ao anterior para o potencial. Também,
da mesma forma devemos ter

n(x) = n.(x) + in;(z), (24)

onde n, é uma funcdo par e n; é uma funcao impar.

Quando tomamos um sistema com simetria PT, al-
guns fatores novos surgem. O primeiro a ser notado é
consequéncia direta do que falamos até aqui. Dentro de
certos limites, podemos lancar mao de indices de refracao
complexos. Em consequéncia, estendemos os limites dos
fendmenos fisicos a serem estudados — semelhante ao que
mostramos no caso dos numeros negativos no inicio do
artigo.

Fendmenos inteiramente novos podem ser observa-
dos [30]. Nao é objetivo deste artigo adentrar em cada
caso. Portanto, vamos citar alguns desses fenémenos no
contexto da Optica e, em artigos posteriores, abordare-
mos com mais detalhes.

Um sistema PT simétrico possui os chamados pontos
excepcionais, onde o sistema passa por uma mudanca de
fase. Abaixo do ponto de transicdo as solucgbes sdo todas
reais e a energia pode propagar sem perda ou ganho.
Acima deste ponto, as solugoes perdem a simetria e o
campo eletromagnético acaba passando por amplificacao
ou decaimento [3T], 32].

Sistemas PT simétricos podem apresentar, espontane-
amente, a chamada refracio assimétrica [33]. E possivel
construir sistemas 6pticos com refracdo que dependa do
angulo de incidéncia. Por exemplo, suponha uma onda
plana linearmente polarizada incidindo sob um angulo 6
em uma interface entre o meio original (vicuo) e outro
qualquer. E esperado que, sob a mudanca 0 — —0,
a distribuicdo do campo dentro do segundo meio seja
similar. Porém, se esse segundo meio foi construido com
simetria PT, a distribui¢cdo do campo nao obrigatoria-
mente obedece esse padrao. A refracdo observada pode
ser assimétrica, dependendo do angulo de incidéncia
134, [35).

5. Conclusao

Ao incluir os numeros negativos em seu ferramental,
a ciéncia teve condigoes de alcancar horizontes mais
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amplos. Os numeros complexos permitiram uma am-
pliacdo ainda maior. Neste contexto, destacamos a re-
levancia da manipulacdo do indice de refragdo para o
desenvolvimento de materiais — como cristais fotonicos
e materiais plasmoénicos. Também apresentamos uma
introdugao a simetria PT, destacando sua participacéo
em fendémenos 6pticos.

Sistemas PT simétricos, como vistos atualmente, sao
relativamente recentes. Bender and Boettcher publica-
ram seu famoso artigo em 1998 [37]. Se um hamiltoniano
H comuta com o operador PT, ele pode ter autovalores
reais. Um primeiro contato com os conceitos mostrados
neste artigo pode se mostrar vantajoso para estudantes.
Além dos que iniciam os seus estudos em quantica,
aqueles que ja passaram por uma formacao inicial podem
ter sua visdo ampliada. Assim, uma oportunidade de
aprofundamento na compreensdao e na utilizagdo dos
conceitos ja adquiridos podem ser alcancados.
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