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Apresentamos neste trabalho uma breve revisio sobre o célculo fraciondrio e também o método de Adam-
Bashforth fracionario para solucao de equagoes diferenciais fracionarias. O método de Adam-Bashforth fracionario
é devido a Diethelm et al. [I] e caracteriza-se pela sua eficiéncia, ji que considera os efeitos de meméria das
derivadas fraciondrias. A apresentagdo do tema é realizada de forma pedagdgica, proporcionando a compreensao
daqueles que sdo incipientes no assunto. Nesse contexto, exemplos sdo apresentados e algumas aplicagdes séo

discutidas.
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In this paper we present a brief review about fractional calculus and also the fractional Adam-Bashforth
method for solving fractional differential equations. The fractional Adam-Bashforth method is due to Diethelm
et al. [I] and is characterized by its efficiency, as it considers the memory effects of fractional differentiation. The
presentation is performed in a pedagogical perspective, delivered to beginner in the subject. In this context, some

examples are presented and applications are discussed.
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1. Introducao

Embora pouco popular, o Calculo Fracionério é mais an-
tigo do que imaginamos. A sua origem é contemporanea
do célculo diferencial de ordem inteira, tradicionalmente
estudado nos cursos universitarios. O indicio do surgi-
mento dessa generalizagdo do célculo de ordem inteira
é datado no século dezessete numa carta que L’Hospital
enviou a Leibniz indagando sobre a possibilidade de uma
derivada de ordem 1/2 [2]. A resposta dada por Leibniz
culminou na introdugdo das primeiras defini¢oes de deri-
vada e integral de ordem n&o-inteira. Em 1812, Laplace
estabeleceu a primeira defini¢ao de derivada fracionaria.
A partir desse fato, eminentes matemaéticos passaram
a investigar as consequéncias da definicdo de derivadas
fraciondrias e aplicd-las na abordagem de problemas
fisicos. Nesse caminho, a primeira vez que a denominagao
“derivada fracionaria” apareceu na literatura foi em 1819
nos trabalhos de Lacroix. No bojo das aplicagdes, um
exemplo foi o matematico Abel, que em 1823 usou a
derivada fracionaria para estudar o conhecido problema
da tautécrona. O estudo de Abel é considerado como a
primeira aplicagao pratica do calculo fracionario. Ja em
1892, surge a defini¢do de derivada e integral fracionaria
proposta por Riemann-Liouville. Tal defini¢do é muito
estudada até hoje, e tem sido aplicada na modelagem
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de diversos problemas. Contudo, a derivada fracionaria
de Riemann-Liouville mostrou-se um pouco obsoleta por
alguns motivos, sendo um deles o fato da possibilidade
da derivada fracionaria de uma constante ser diferente
de zero [3]. A partir desse problema, em 1967 emerge a
derivada fracionaria proposta por Michele Caputo [4], a
qual soluciona parte dos desconfortos oriundos da versao
de Riemann-Liouville, e principalmente por esse motivo,
tem sido aplicada de forma abundante em problemas da
fisica e da engenharia [3, 5] [6]. A ideia inicial de Caputo
era desenvolver uma abordagem da viscoelasticidade
usando céalculo fracionario, tendo muito sucesso em sua
proposta. Uma caracteristica do calculo fracionario é que
a derivada fraciondria pode ser definida de muitas formas
distintas, e geralmente, o resultado de um defini¢ao
geralmente ndo coincide com o de outras. As defini¢oes
apresentadas por Riemann-Liouville e Caputo sdo as
mais conhecidas e serdo abordadas neste trabalho, com
énfase dada na formulacdo de Caputo devido a proposta
deste trabalho. O célculo fracionério tem se desenvolvido
bastante a partir de 1967 e tem sido utilizado para
modelar diversas situagoes nas mais variadas &areas,
quais sejam: fisica [7]; ciéncias mecénicas [8HI0]; modelos
matemdticos para ciéncias biolégicas [11] [12]; dentre
muitas outras. As principais caracteristicas da derivada
fraciondria que ampliam o seu horizonte de aplicagoes
sdo a nao-localidade e o efeito de memoéria [3]. Nesse
sentido, um dos campos de estudo tedrico do céalculo
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fracionario sado as equagoes diferenciais fraciondrias.
Relevantes avangos ja foram alcancados com a demons-
tracdo de teoremas e o desenvolvimento de técnicas
de solugdo [B]; porém, ha muito ainda por desenvolver
sobretudo por haver equagoes diferenciais fracionarias
relativamente simples para as quais nao sao conhecidas
solucoes analiticas. E justamente nesse ponto que surge
a relevancia deste artigo. Apresentaremos de forma
pedagdgica alguns elementos do calculo fracionario e
como principal constructo, abordaremos alguns métodos
numéricos de solugdo de equacoes diferenciais fracio-
narias. Assim sendo, na secdo 2 apresentamos os ele-
mentos matematicos fundamentais para a compreensao
do trabalho; além da definicdo de derivada fracionaria
segundo Caputo. Na sec¢éo 3 introduziremos as equagoes
diferenciais fracionarias. Na secdo 4 apresentaremos um
método numérico para equagdes fraciondrias e analogo
ao método de Adams-Bashforth para equagoes diferen-
ciais de ordem inteira. Trés aplicagdes de areas distintas
serdo apresentadas na secdo 5. Enquanto na secdo 6
elencamos as consideracoes finais e perspectivas.

2. Preliminares

Para que a derivada fraciondria possa ser definida e apli-
cada serd necessario definir e explorar algumas fungoes
especiais que ajudarao a construir o conhecimento neces-
sario para o desenvolvimento dessa. A seguir revisaremos
a Fungdes Gama, a Fungdo Beta e a Funcgao de Mittag-
Leffler.

2.1. Funcao Gama

A Funcao Gama, ou integral de Euler de segunda
espécie, é uma das fungdes especiais mais importantes
na matematica, tendo sido apresentada pela primeira vez
pelo matemético Euler em 1730, como resultado de uma
pesquisa sobre uma forma de interpolagdo do fatorial
de um nimero [2]. Foi estudada por diversos outros
matematicos, mas, Adrian Marie Legendre, no ano de
1809, quem a definiu na forma que trabalhamos nos dias
atuais. Para z € C, com R(z) > 0, a Fungdo Gama é
definida por [I3]

I'(z) = /000 et t*Lat. (1)

Um dos fatos notaveis da Func¢do Gama é que ela
generaliza o fatorial de um nimero natural n. E imediato
verificar a partir de uma integracao por partes que

I(z+4+1) = 2T(2) (2)

para qualquer z. Consequentemente, por indugao, para
n € N temos que

'(n+1)=n!l, neN. (3)
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2.2. Funcao Beta

A Funcdo Beta foi introduzida pela primeira vez por
Euler e também é conhecida por integral de Euler de
primeira espécie, definida como [13]

Bla,p) = / (1 — 1), (4)

em que R(q),N(p) > 0. A Funcio Beta apresenta
diversas propriedades interessantes as quais podemos
destacar: (i) a comutatividade

B(q,p) = B(p,q),

cuja demonstragdo é imediata, e (ii) a relagdo entre a
Funcdo Beta e a Fun¢do Gama

I'(g)L'(p)
L(g+p)

Para demonstrarmos essa identidade consideramos o
produto

Blq,p) = (5)

I'(¢)T(p) = /OOO et tqldt/ooo e * 2Ptz (6)

2 2

Introduzindo as mudancgas de varidveis t = u° e z = v°,

na Eq. (@, pode-se escrever,
R
0 0
(o] oo
:4/ / e~ (W), 20=1,,20=1 3, 3y,
o Jo

Usando as coordenadas polares no plano u = rcosf e
v = rsenf, em que o Jacobiano da transformacéao é r,
entao dudv = rdrdf e

e = (2 [ ertrriar)

/2
X (2/ (c089)2p_1(sen9)2q_1d9>.
0

Aqui vamos notar que

o0 2
eV Py

w/2
B(q,p) = 2/ (senf)?P~ ! (cos 0)%11d.
0

Pois, fazendo a mudanca de ¢ = cos?6 na Eq. ,
segue que,

0
Blg,p) = — //2 [(cos )27 =2 (senB) 212 x

x 2senf cos df],

em que (senf)?9=2 = 1 —t e 2senf cos 0df = dt. Assim,
temos que

/2
B(g,p) = 2/ (senf)*P~(cos0)*171dp.
0
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Portanto,

T(@)T(p) = 28(q, p) /0 Tt (p)

Finalmente, fazendo a mudanca de varidveis r2

2rdr = dy em Eq. temos

:ye

L@P) = fan) [ ety
0
Logo, chegamos a identidade desejada

['(q)T'(p)

Blg,p) = Tlgtp)

2.3. Funcao de Mittag-Leffler

A Funcdo de Mittag-Lefler é conhecida como uma
generalizagdo da funcdo exponencial. Essa fung¢ao, con-
forme introduzida por Leffler, é uma funcao de variavel
complexa que depende de um parametro complexo «,
onde R(a) > 0, e é definida na forma de uma série de
poténcias [14]

o0

tk
- ;; T(ak+1) )

Note que no caso em que a = 1, tem-se:

= T

k=0 k=0

0 que permite-nos observar que a Funcao de Mittag-
Leffler admite, como caso particular, a funcdo exponen-
cial.

2.3.1. Funcao de Mittag-Lefller de dois
parametros

A Funcéo de Mittag-Leffler de dois pardmetros, E, s(t),
foi introduzida por Wiman [I4] e é uma fungdo de
variavel complexa que depende de dois parametros com-
plexos, a e 3, onde (), R(5) > 0, dada pela equagdo
a seguir,

oo k
Eas0 =3 farihy ©)

k=0

A condigdo R(a),R(B) > 0 é exigida para garantir a
convergenc1a da série dada na Eq. @D
E imediato observar que quando 8 = 1 a Eq. (@
se reduz a Fungdo de Mittag-Leffler de um pardmetro,
ou seja,
E,1(t) = EL ().

)
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2.3.2. Transformada de Laplace da Funcao de

Mittag-Leffler

Nas secOes posteriores necessitaremos da transformada
de Laplace da Funcao de Mittag-Leffler. Por essa razao,
apresentamos neste momento os passos de sua obtencao.
A transformada de Laplace de uma funcao f(t), definida
para t > 0, é dada pela integral

ctson = | T et ptyde

desde que a integral convirja. Com isso, podemos calcu-
lar a transformada de Laplace da seguinte generalizacao
da Funcao de Mittag-Leffler com dois parametros

)\k‘tak‘+5 1

L{t" By p(M)} = / 7Stzrak+5

em que A é um pardmetro qualquer.
Como a Transformada de Laplace de t" é L{t"} =
Sf%, obtemos

[ee) )\k 0o
L{PE, s\ = 7/ —stgek+B—1gy.
B} = ) kT Sy ¢

B i N T(ak + B)
B = T(ak+p)  sohth
Logo,
ok

L{tP By s(M")} =

|
[
V)
2
Ea
+
=

|
2=
™M

o
VRS
%) >
N———
ol

quando |z| < 1, temos que

1 1

L{tP T Eq (M)} = iy

(10)

contanto que |A/s%| < 1.

Finalmente, reescrevendo a Eq. , temos que a
transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leffler
é dada por,

s*T

L{tP T Eq g(M*)} = % (11)

Este resultado sera relevante na sequéncia do trabalho.
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2.4. A derivada fracionaria de Caputo

Nesta se¢do apresentaremos a definicio de derivada
fracionaria segundo Caputo. Dedicaremos a nossa aten-
¢cdo a este tipo de derivada fracionaria, em detrimento
das outras possibilidades, devido a sua importancia na
andlise de sistemas fisicos [3].

Defini¢ao: A derivada fracionaria de Caputo de ordem
a é definida por [3]

1 t (n)
EDL0) = o [ e (12
em que @« € Ryg, b € R, n = [a] e f(n)(u) =

d"f(u)/du™ é a n-ésima derivada de ordem inteira. As
derivadas de Caputo sdo validas para a € C, desde que
R(a) > 0, no entanto, aqui serd considerado apenas
a € Ryg. Daqui em diante, por ndo haver confusdo com
outra definicdo de derivada fraciondria, escreveremos o
operador derivada de Caputo na forma §D$ = Dg.

Para fins didédticos, vamos calcular a derivada fra-
cionaria segundo Caputo da funcdo poténcia t", com
a € Ry . Por definicao ela é dada por

S W O Vs
Dt [t ] - F(TL* a)/O (tiu)afrH»ld ’

em que n = [«]. Entéo,
1 t — 1) — r—n
/ rr—=1)---(r—m+1lu du
I'in—a) Jy (t —u)a—n+l

I'(r+1)
'n—a)T'(r—m+1)

D[] =

t
></ u" Tt —u)" T
0

B I'(r+1)
C T(n—a)T(r—n+1)

t —a—
()
0

Realizando a mudancga de varidveis u = ty, tem-se que,

ar) F(T + 1)t7._a ! r—n n—a—1
il = F(nfoz)F(rfnJrl)/O vy
Assim,

F 1 rT—Q
D[] = (r+ D)t B(r—mn+1n—a).

F'n—a)T'(r—m+1)
Temos da Eq. que

F'r—n+1I'n -«

Bir—n+1ln—a)= T —atl) ,

obtém-se a derivada fracionaria segundo Caputo,

L(r+1)

D =t )

e, (13)
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E imediato notar que a derivada fraciondria de uma
constante, segundo a defini¢ado de Caputo, é sempre igual
a zero, o que nao ocorre no caso da derivada fracionaria
segundo Riemann-Liouville [I5] [I6], por exemplo. Esse
fato é uma das justificativas por se optar pela proposta
de Caputo.

Na sequéncia, apresentamos a transformada de La-
place da derivada fracionaria segundo Caputo. A de-
monstracao dessa propriedade sera deixada como exerci-
cio ao leitor e pode ser encontrada na referéncia [I5] [16].
Assim, temos

n—1

LD ()} = s“L{F (1)} = Y 521 F9(0),

k=0

(14)

em que f*)(0) representa a derivada de ordem inteira k
da funcao f(t) no ponto t = 0.

3. Equacgoes Diferenciais Fracionarias

Nesta secdo apresentaremos exemplos de equacgoes dife-
renciais fraciondrias no escopo de Caputo que podemos
solucionar analiticamente. Nao abordaremos teoremas
que garantem a existéncia e unicidade da solugao, pois
fogem ao escopo desta apresentacdo, contudo o leitor
interessado pode encontrar esse assunto nas referéncias
[15, 20].

As equagoes diferenciais fraciondrias que serdo estu-
dadas neste trabalho possuem a forma geral

Diy(t) = f(ty(t)),
y(k)(o) = Yk,

em que k=0,1,2,...,[a] — 1, f(t,y(t)) é uma funcdo
suficientemente regular de ¢ e y(t), e y*)(0) representa
a derivada de ordem inteira k da fun¢do y(t) no instante
t=0.

Mostraremos a seguir o método da trasformada de
Laplace para tratar tais problemas. A viabilidade da
solucdo analitica através desse tipo de estratégia de-
penderd da forma da fungao f(t,y(t)). Observamos que
nas aplicacoes que serao apresentadas na secao |b| apenas
o oscilador harménico permitird essa andlise analitica,
pois é a Unica em que a fungdo f ¢é linear na varidvel
y. No caso da equagao logistica veremos que a solugao
analitica através da transformada de Laplace é inviavel,
considerando que neste caso a f(t,y) = y(1 —y) que é
nao linear.

Nesse sentido, como exemplo ilustrativo da utilizagao
da transformada de Laplace na solugdo de equagoes
fraciondrias, vamos resolver o problema de valor inicial
fracionério dado por

(15)

DYy = —y,
y(0) = o,

em que 0 < «a < 1. Para esse fim, tomemos a
transformada de Laplace da Eq. (L6]), isto é

L{Dy} = —L{y}

(16)
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Figura 1: Grifico da solucdo do problema de valor inicial
Eq. para diferentes valores de o e y0 = 1.

Denominando £{y(¢)} = Y (s) e utilizando os resultados
das secOes anteriores obtemos

sYY(s) — % lyy = =Y (s),

ou seja

Sa—l

s+ 1

Y(s) =

Usando a Eq. (11}, podemos calcular a transformada
inversa da ultima equacao, obtendo

y(t) = yoEa(—t%). (17)

Ou seja, a solugdo é dada em termos da funcdo de
Mittag-Leffler de um parametro. O gréafico apresentado
na Figura [1| mostra o comportamento da solucao dada
na Eq. para diferentes valores de « (0,5; 0,75;
0,90; 0,95 e 1,00). Observamos que & medida que
aumentamos o valor da ordem da derivada fracionéria,
o decrescimento da funcdo y se torna mais rapido,
lembrando que quando a = 1 temos que F1(—t) = e~*.

Yo-

4. Um Método Numérico para Equacées
Diferenciais Fracionarias

Diferentemente das derivadas comuns de ordem inteira,
que sao funcionais locais, as derivadas fraciondrias, por
defini¢do, sdo funcionais que possuem uma memoria
total de estados passados. Isso se deve ao fato das
derivadas fraciondrias serem definidas a partir de uma
convolugdo entre um niicleo e uma fungio. Essa observa-
¢a0 nos leva a crer que os métodos do tipo Runge-Kutta
nao serdo os mais eficientes para tratar as equagoes
fraciondrias, exatamente por levarem em consideracéo
apenas o comportamento local da funcao. Notamos aqui
que métodos dessa forma podem ser facilmente esten-
didos para os casos de equacdes diferenciais fracionarias
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através da série de Taylor generalizada e sao encontrados
na literatura apresentando bons resultados para casos
particulares [I7HI9]. Apesar disso, nosso interesse é
trabalhar com um método numérico que nao tenha as
limitacoes locais dos métodos do tipo Runge-Kutta.
Portanto, iremos descrever nessa secao um método em
duas etapas do tipo preditor-corretor, que pode ser visto
como uma variacio do método de Adams-Bashforth,
para lidar com problemas do tipo dado pela Eq. . 0]
método aqui descrito é devido a Diethelm et al. [11 [20]
e maiores detalhes analiticos sobre o método, como
analise de erro e convergéncia, podem ser encontrados
nas referéncias [Il 20H22]. A descrigdo do método aqui
sera feita de tal forma que o leitor possa desenvolver
métodos numeéricos andlogos que possam satisfazer suas
necessidades.

Aqui queremos tratar do problema de valor inicial
dado pela equacao diferencial fracionaria

Dy(t) = f(t,y(1), (18)
em que « € (0,1) e t € [0,T], com a condigdo inicial
y(0) = yo-

Observamos que é possivel descrever o método para
a > 0 e a escolha por a € (0,1) é apenas por motivos
didaticos.

Comecamos a construgdo do método numérico defi-
nindo o operador integral

1 ! a—1
FaT / (t - W) g(w)dw,

conhecido como integral fracionaria de Riemann-
Liouville 16, 20]. Aplicando o operador J¥ em D%y(t)
temos que

Jig(t) =

3Dy (1) = %a) / (t — w)* Dy (w)dw

X {1“(11—04) /Ow(w - u)_ay’(u)du} dw

| [Cw-nv i a0

Fazendo uma mudanca de ordem de integracao é possivel
reescrever a Eq. na forma

JiDiy(t) = mm/{) y' (1)
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Agora com a mudanca de varidavel s = w — p podemos
verificar que a integral em Eq. é dada por
JiDy(t)

1 1 L
) T J, Y0

|
= 1“(104)1“(1—a)/0 y' (1)

[/0 “s—“(t—u)a_l (1 - tju)alds] du.

(21)

X

S—

t—p
st —p— s)a_lds} du
1

X

Novamente realizando uma mudanca de varidvel fazendo
r = t/(t — u) temos que a integral em Eq. serd
reescrita na forma

1 1 b
el A

1
X [/ p=0)=1 (g — )t dr} dj.

0

JiDyy(t) =

Notamos, pela identidade dada na Eq. , que

1
Bla,1—a) =T(a)T(1-—«a) = /0 p1=e)=1(1 _p)a=lg,

e finalmente temos o efeito da aplicacdo do operador J¢
na derivada fraciondria D$y(t):

t
JiDy(t) = / y' (w)dp
0

= y(t) — y(0).

Aplicando o operador J¢ na equagdo diferencial fracio-
naria dada pela Eq. encontramos a seguinte equacao
integral que sera a base para o método aqui descrito

1 ! a—1
; / (t = w)* L g(w)duw,

=y(0)+m

em que g(w) = f(w, y(w)):

Considere {0 =tg < t1 <ty < -+ <ty < tpy1 =T}
uma discretizagdo equiespagada do dominio [0,7] com
ti —tx—1 = h, para todo k € {1,2,3,...,n+ 1}. Assim,
no ponto t = tx41 temos

1

tht1 X
= yo+ —— thy1 — ) g(w)d
Ye+1 = Yo + ) /0 (tht1 —w)* " g(w)dw

1 & tj+1 L
=yo+—— tr1 — w)* Tg(w)d
Yo + T(a) 2 /tj (thr1 —w)* " g(w)dw,

(22)
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em que y(tx) = yk, para todo k € {0,1,2,...,n + 1}.
O que faremos agora é tentar aproximar as integrais
que aparecem na Eq. usando a regra dos trapézios,
considerando o termo (tx1; — ) ! como uma fungio
peso. Logo, sendo g;yi1(w) a interpolacdo linear da
fungao g(w) no intervalo [t;,t;41] temos que

(JJ—tj

w — t'+1
gj+1(w) = A :

9(tj+1) = ———9(t;).

Assim, as integrais no lado direito da Eq. podem
ser aproximadas por

k

Z/t 7t — @) g (w)dw

j=0"1tj

kooptin L
2 [t - g )
j=07t

k+1

= Z @i k+19(t5),
=0

em que os coeficientes ¢; 141 sdo calculadas através das
seguintes integrais

1 [t
Yo, k+1 = *E/ (thgr1 — w)* H(w — t1) dw,

to

(23)

1 Y
Pjk+1 = E/ (the1 —w)* " (w —tj—1) dw

ti—1

1 [+ .
- E/ (te+1 —w) (W = tjg1) dw,
tj
je{l,... k} (24)
1 tht1
Pk+1,k+1 = E/ (the1 — w)* 1 (w — tg) dw.
tk
(25)

Observamos que as integrais dadas pelas Eqgs. (23)—(25))
sao imediatas e calculando-as obtemos os coeficientes
©j,k+1 desejados

_ h'a a+1l _ «@

Pok+1 = alat 1) [k (k—a)(k+1)],

(26)
Ppit = — o [k = G+ 27 (k- )]
G ala+1)

—2(k—j+ 1], je{1,... .k},

(27)
h&

Ph+1,k+1 = alatl) (28)
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Finalmente, podemos escrever que a solugao aproximada
no instante de tempo t = t;41 é dada por

Ye+1 =

Z‘Py k+1f ]7y])

1
+ m¢k+1,k+1f(tk+17 Ypi1): (29)

Note que na férmula encontrada na Eq. (29)), para a
aproximagao da solugdo da equagao diferencial, o valor
da fungao y(t) que queremos calcular no instante tx1,
Yk+1, aparece naturalmente também no lado direito da
expressao, como argumento da funcao f. Como esse valor
nao é conhecido precisamos estima-lo e ao valor desta
estimativa denominaremos y? 41 Para tal utilizaremos
um procedimento andlogo ao ja descrito anteriormente
modificando apenas a quadratura realizada nas integrais
da Eq. , ao invés de as aproximarmos utilizando
a regra dos trapézios iremos considerar que a funcéo
dentro de cada subintervalo [t;,t;41] é constante e igual
a g(t;). Isto é,

ko ptin
S [ e - ) gl
j=0 "t
k [ZES
2 [t -0 g )
§=0""%

M»

k+1q
j=0

com ¢j4+1(w) = g(t;), para todo w € [t;,t;41], sendo os
coeficientes g; 41 dados por

tit1 .
0jk+1 = / (thr — W) dw
tj
hDL
= k=i +1)* = (k-5 (0)
Finalmente, temos a partir da Eq. que a estimativa
para y;_ ; pode ser escrita como

K
Yes1 = Yo ey Z 0jk+1.f(t5,yj)- (31)
=0

Portanto, a solugado numérica a ser obtida pelo método
de Adam-Bashforth fracionario é construida a partir
da predigao de y} 41, utilizando a Eq. , seguida da
corregao dada pela Eq. . e que fornece a aproximacao
desejada yx+1 correspondente & y(tx41)-

A fim de verificarmos a qualidade do método aqui
descrito, temos no grafico apresentado na Figura 2] uma
comparacao entre a solucdo analitica e numérica para
um problema de valor inicial. Aqui foi determinada a
solucdo do problema de valor inicial dado pela equacao

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0426

€20210426-7

1q T

analitica
O  aproximada
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Figura 2: Solucdo analitica e numérica da equacdo Dtl/2 =—y
no intervalo [0,2] com condicdo inicial y(0) = 1. Para este

problema a solucdo analitica é dada pela funcdo de Mittag-
Leffler y(t) = E1/2(—t1/2). Além disso, para a solugdo numérica
foi utilizado o passo h =5 x 1072,

Dz/ 2 = —y, no intervalo [0,2], com condi¢do inicial

y(0) = 1. Conforme mostramos na Eq. a solu-
¢do analitica deste problema é dada pela funcdo de
Mittag-Leffler y(t) = Ejo(—t'/2). No caso da solugdo
numeérica observamos que foi utilizado o algoritmo de
Adam-Bashforth fraciondrio com passo h = 5 x 1072,
E imediato verificar qualitativamente a adequacio da
solucdo numérica em relagao a solucao analitica.
Finalmente, se faz importante observar que para
problemas de valor inicial para a > 1 na forma

Diy(t) = ft,y()),
y(™(0) = y(()m), m=0,1,...,[a] -1

é imediato mostrar que as Eqs. (29)—(31) sdo ligeira-
mente modificadas e assumem a forma

[a]-1 m
s = 3 B LS s
m=0 : g =0
1 P
+mtpk+1,k+1 f(trs1s Yper) (32)
fOf\—l tm ( ) k
Yip1 = Z m' +7Z 0 k1 (t5,95)-
m=0 ' 7=0
(33)

Este formato serd importante na aplicagdo do oscilador
harmonico fracionario.

5. Aplicagoes

Nesta segdo aplicaremos o método descrito na secdo
anterior para analisar brevemente trés modelos baseados
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em equagdes diferenciais fracionarias. O primeiro deles é
o oscilador harmonico fracionario submetido a uma forga
externa, outro é a versao fracionaria da equacao logistica
e, por fim, trataremos de um modelo de viscoelasticidade
para tecidos moles. Esperamos que o tratamento aqui
apresentado contribua de forma significativa nas pesqui-
sas sobre calculo fracionario e sirva de referéncia literaria
introdutoéria na area.

5.1. O oscilador harmoénico fracionario
submetido a uma forga externa senoidal

O oscilador harmonico é um sistema fisico constituido
por um objeto de massa m preso a uma mola de cons-
tante k. A equagao diferencial que governa o movimento
do oscilador, isto é, a equacao que fornece a posicao do
oscilador em func¢do do tempo é dada por

d*x(t)
e +wia(t) =0,

(34)
em que w? = % A Eq. 1) é usada para analisar o osci-
lador livre. Se por acaso o oscilador estiver submetido a
alguma forca externa de médulo Fe,:, podemos escrever

d*x(t)

F +w§x(t) = Femt.

(35)
E relevante aqui recordarmos que o oscilador harménico
é um modelo que descreve bem muitos sistemas fisicos
reais, como por exemplo sistemas que oscilam em torno
de uma posicao de equilibrio. Ademais, se considerarmos
um oscilador com dissipacao, isto é, se as forgas de
atrito forem consideradas, obtemos os casos especiais do
oscilador amortecido, superamortecido e subamortecido,
cada qual com a sua aplicacdo pratica. Um fato bastante
peculiar no caso do oscilador harménico fracionério é a
possibilidade de se descrever dissipacdo sem a necessi-
dade de introduzir o termo associado a forga de atrito
na equacdo do movimento; bastando para isso variar
a ordem da derivada fraciondria. Além disso, podemos
generalizar o oscilador para um tratamento quéntico,
submetendo a equagdo de Schrédinger ao potencial
do oscilador harménico, o que nos permite descrever
por exemplo o comportamento de moléculas diatomicas
com bastante acuracia. Porém, o problema do oscilador
harmoénico no ambito da mecanica quantica ainda é um
problema muito pouco explorado.

O correspondente fracionario do modelo fisico dado na
Eq. quando submetido a uma forca externa senoidal
é dado por [3] 37]

Dfx(t) + wiz(t) = F,sin(wt), (36)
em que o € (1,2) e F, é a amplitude da forga externa.
Observe que quando 1 < «a < 2 duas condigoes
iniciais sdo necessarias para a solugdo do problema, a
saber: 2(0) e 2(0). Observa-se que uma interpretagdo
fisica para o oscilador harmoénico fraciondrio foi dada
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por Stanislavsky [23]. Ele sugeriu que um oscilador
harmoénico fracionario deve ser interpretado como uma
média de osciladores harmonicos comuns (de derivada
ordinéria) governado por uma seta do tempo estocéstica.
Além disso, do ponto de vista matematico os osciladores
harménicos fracionarios também sao tteis para deter-
minar a solu¢do da equagao de Schrodinger fraciondria
livre [7), 24]. Ressalta-se ainda que aspectos fisicamente
significativos do sistema dindmico proporcionado pela
equacao do oscilador harménico fracionario, como ener-
gia total e resposta dindmica do sistema, também ja
foram estudados na literatura [25H27].

A solucgao da Eq. para o caso livre, isto é, Fy =
0, pode ser obtida de maneira analitica diretamente
a partir da transformada de Laplace, considerando as

Eq. e Eq. , e é dada por

z(t) = 2(0) Eq 1 (—w§t®) + 2 (0)t Eg 2 (—w§t®).  (37)
No entanto, o mesmo nao se pode dizer sobre a solugao
analitica para o caso em que Fy # 0. Ainda é possivel
encontrar solucao analitica para casos particulares da
Eq. utilizando a transformada de Laplace e o
teorema dos residuos, mas a solucao estd longe de ser
encontrada trivialmente. Por exemplo, para o = 3/2,
wo =w =1, Fp = 1 e z(0) = 2/(0) = 1 é possivel
mostrar que a solugao analitica da Eq. é

4 _ V3
z(t) = By ,(~t°/?) +tE%,2(—t3/2) +ge 42 cos (275)

sen(t)  cos(t)
2 22 -2

Nesse sentido, trataremos aqui a Eq. utilizando o
método numeérico desenvolvido na secao anterior. Nosso
objetivo aqui é duplo: no primeiro momento estudaremos
o que ocorre no modelo fracionério quando w # w,, € em
seguida, veremos como o sistema fracionario se comporta
no caso em que a frequéncia natural coincide com a da
forga externa, isto é, w = w,.

Primeiramente, vamos avaliar a qualidade da aproxi-
magcao numérica a comparando a solucdo analitica dada
pela Eq. . Na Figura |3| podemos ver tal comparacao
e qualitativamente é possivel observar que a solucao
obtida com o método numérico descrito se aproxima
satisfatoriamente da solucao analitica.

Na Figura [] podemos ver o caso do oscilador harmo-
nico para wy = (0,5)%/% e w = 1 para diferentes valores
de a (1,2; 1,4; 1,6 e 1,8). Percebemos que quanto
menor é a ordem da derivada fracionaria, menor é a
amplitude da oscilagdo. E ainda, percebemos também
que neste caso hd uma espécie de amortecimento da
oscilagdo, mesmo nao tendo considerado agoes de forgas
dissipativas.

Finalmente, na Figura [5] podemos ver o caso do
oscilador harmoénico para wy = w = 1 para diferentes
valores de av (1,2; 1,4; 1,6 e 1,8). Conforme j& conhecido
da literatura, quando as frequéncia da fonte externa é

(38)
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Figura 3: Solucdo analitica e numérica da equacio Df/Q =

sen(t) — y no intervalo [0,100] com condi¢des iniciais y(0) = 1
p ~ e

e y'(0) = 1. Para este problema a soluc3o analitica é dada pela

Eq. (38). Além disso, para a solucio numérica foi utilizado o

passo h = 1071,

3 T T T T
a=1,20
a=1,40
oL a=1,60|
” a=1,80
3 L L L L
0 20 40 60 80 100

Figura 4: Solugdo numérica do oscilador harménico fraciona-
rio Df = sen(t) — 3y no intervalo [0,100] com condices
iniciais y(0) = 1 e 3'(0) = —1 para diferentes valores de

€ (1,2). Além disso, para a solucdo numérica foi utilizado
o passo h = 1071,

igual a frequéncia natural de oscilagdo do sistema, no
célculo de ordem inteira, temos o fenémeno da ressonin-
cia, ou seja, a amplitude vai crescendo indefinidamente.
Contudo, notamos no grafico e também no exemplo
dado pela equacao , que enquanto a ordem da
derivada fracionaria diminui, a oscilagdo se estabiliza,
isto é, além da amplitude do movimento oscilatério
ser menor, a ressonancia deixa de acontecer. No caso
de oscilagoes forcadas de um sistema mecéanico, infere-
se deste resultado que mesmo uma forga externa com
mesma frequéncia nao levara o sistema a se romper.
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Figura 5: Solu¢do numérica do oscilador harménico fracionario
D¢ = sen(t) — y no intervalo [0,100] com condicBes iniciais
y(0) = 1 e '(0) = —1 para diferentes valores de o € (1,2).
Além disso, para a solucdo numérica foi utilizado o passo h =
107"

5.2. Equacao logistica fracionaria

A equagéo logistica

W)y

L ~ y(t), (39)

em que k é uma constante, foi proposta originalmente
por Verhulst em 1838 [28]. Em seu trabalho, Verhulst
tentou aprimorar o modelo de Malthus para a estatistica
populacional [29]. Desde entdo, a equagdo logistica pas-
sou a ser aplicada em diversos contextos, desde modelos
biolégicos de proliferagao de bactérias até predicao de
sistemas econdmicos [30} B31].

Uma hipétese basica relacionada a Eq. é que, para
0 processo de variacdo da populagdo, o tempo é uma
quantidade passiva homogénea que indexa os eventos
de mudanca da quantidade por meio do tempo regu-
larmente medido por um relégio. No entanto, este néo
é necessariamente o caso para fendémenos complexos e,
assim, a derivada temporal é continuada analiticamente
para uma derivada fracionaria para produzir a equagao
logistica de ordem fracionaria [30] B32]

ry(t) =Ky ()1 —y(t)), (40)

em que k é uma constante, 0 < a < 1 e com uma
condigdo inicial y(0) = yo. Cabe ressaltar que devido
aos efeitos de memoria e também a ndo-localidade das
derivadas de Caputo, diversos modelos populacionais da
literatura, e ndo apenas a equagdo logistica, recente-
mente foram estendidos para suas respectivas versoes
fraciondrias com o intuito de avaliar melhor a evolucéo
de doengas [33H35].

Note que diferentemente do oscilador harmoénico a
Eq. é nao-linear e portanto os métodos envolvendo
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Figura 6: Soluc3o numérica da equacio logistica fracionaria DY = y(1—y) no intervalo [0, 10] para diferentes valores de a € (0, 1).
(a) Solugdo com condicdo inicial yo = 1/2; (b) solu¢do com condic3o inicial yo = 3/2. Além disso, para a solu¢do numérica foi

utilizado o passo (a) h =107%; e (b) h = 1075,

a transformada de Laplace dada pela Eq. nao
podem ser aplicados. A resolucao desta equagdo pode
aparecer na literatura de algumas formas distintas:
o tratamento de uma versdo linearizada [31], solugdo
analitica através de expansio em algum tipo de série [32],
solugdo analitica através de alguma hipoOtese especifica
sobre a forma da solugéo [36] e abordagem via métodos
numéricos [30]. A nossa abordagem aqui serd realizada
com o uso do método construido na se¢ao precedente.

Na Figura @(a) podemos ver as solugdes da equacao
logistica para diferentes valores de « (0,2; 0,4; 0,6; 0,8
e 1,0) com a condigao inicial yo = 1/2 e h = 1072,
Vemos assim que quanto menor a ordem da derivada
fraciondria, a solucdo da equacgdo logistica fracionaria
cresce de forma mais suave e se estabiliza num valor mais
baixo, isto é, o valor suporte é menor. Se tomarmos como
exemplo o crescimento de uma populacao, se o problema
puder ser modelado via célculo fracionério, a populacgéo
que cresce mais devagar e se estabiliza num valor menor
é modelada por uma derivada de ordem fracionaria mais
baixa.

Por outro lado, na Figura @(b) vemos as solugoes
da equagao logistica para diferentes valores de a (0,2;
0,4; 0,6; 0,8 e 1,0) com a condigdo inicial yo = 3/2 e
h = 1073. Note que neste caso o passo ¢ menor que o
exemplo anterior para garantir uma solucdo suave para
o caso a = 0,2. Novamente podemos ver que had uma
estabilizacdo mais suave da solucao quando a ordem da
derivada fracionaria é menor.

5.3. Modelo de viscoelasticidade de ordem fraci-
onaria para tecidos moles

Os tecidos bioldogicos moles podem ser considerados
como materiais viscoelasticos, isto é, apresentam pro-
priedades eldsticas e viscosas ao mesmo tempo [38].

A lei eldstica de Fung [39] é o modelo padrido-ouro
na literatura para modelar a resposta elastica de tecidos
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moles [111, 12} [38]. Ela descreve o comportamento nao-
linear da tensao-deformacao de um tecido biol6gico mole
e foi deduzida a partir de observagoes experimentais.
A lei de Fung é descrita pela equagdo diferencial
ordinaria
ds(N)
dA

em que s é a tensdo Lagrangiana, A o alongamento,
FE ¢é uma constante com unidades de tensdo e 3 é
uma constante adimensional. Ambas as constantes séo
caracteristicas do material envolvido.

De forma nao-trivial pode-se estender a lei de Fung
para o modelo [IT]

= E+8s(\), s(1)=0, (41)

(1 + ri) s(t) = % (eﬂ€<t) - 1) +p(E+ ﬁs(t))%e(t)
(42)
que descreve as caracteristicas viscoelasticas dos tecidos
moles. Aqui os pardmetros materiais sdo constantes
nao-negativas tais que E tem unidades de tensdo,
é adimensional, p e 7 tem unidades de tempo com
p > 7. Além disso, a fungdo €(t) representa a deformacao
e ¢ supostamente conhecida. No entanto, este modelo
apresentado peca ao modelar com precisao dados expe-
rimentais [T1].

Ja foi mostrado que as propriedades viscoelasticas
desses tecidos sd@o melhores tratadas com modelos vis-
coeldsticos de ordem fraciondria [40, 4I]. Desta forma, o
modelo dado pela Eq. ¢é continuado analiticamente
para a equacgao diferencial fracionaria [11]

(1+ 7D2) s(t) = % (79 1) 4" (B4 (1) Dgelt),
(43)

em que 0 < a < 1.
Aqui vamos replicar o experimento do teste de tensao
da referéncia [I1]. Com isso, iremos simular o compor-
tamento do coldgeno para uma fungdo de deformagao
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Figura 7: Resultado do teste de tensdo para a simulacdo do
coldgeno modelado pela Eq. . Aqui foram utilizados os
seguintes dados: deformac3o linear €(t) = kt, com k = 0,1,
k=0,01 e £ =0,001. Cada uma das simulacdes foi realizada
no intervalo de tempo [0, tmax], de tal forma que para cada valor
de k a igualdade €(tmax) = 0,15 deve ser respeitada.

€(t) conhecida. Desta forma, a Eq. serd resolvida
numericamente com os seguintes pardmetros: a = 0, 33;
B8 =12,4; E =1 MPa, 7 = 10 us e p = 10 ms. O teste
de tensdo serd feito utilizando uma deformacao linear
€(t) = kt, com taxa de deformagao k constante, para
um material em estado virgem, isto é, s(0) = 0. Além
disso, serdo considerados trés valores distintos de k, a
saber: k = 0,01, £k = 0,01 e k = 0,001. A simulacédo
serd feita no intervalo de tempo 0 < ¢ < tpax, COM Tyax

escolhido tal que €(tmax) = 0,15. Finalmente, para a
fungéo de deformacao escolhida temos, pela Eq. (13]), que
11—«

a _k . .
Dfe(t) = T(a=ay- Com isso, o problema a ser resolvido
numericamente é dado pela equagao fracionaria linear

Dfs(t) = 7 (g =y ~1) (0

o (1 o ktie

(44)

Na Figura [7] podemos ver a solugdo para o teste
de tensao com grafico apresentado na forma tensao-
deformacao. Os resultados apresentados sdo compati-
veis com resultados experimentais e correspondem aos
mesmos apresentados por Freed et al. [I1]. Novamente,
percebe-se a adequacao do método numérico ao pro-
blema de viscoelasticidade do coldgeno e a sua impor-
tancia para a solugdo de problemas tedricos e reais.

6. Consideracgoes Finais e Perspectivas
Neste trabalho, apresentam-se os conceitos das equa-

coes diferenciais fracionarias no escopo de Caputo
enfatizando sua resposta analitica que é deduzida pelo
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método da Transformada de Laplace cuja solugdo geral
é dada em termos da funcdo de Mittag-Leffer de um
parametro.

Além disso, enfatizou-se um método do tipo preditor-
corretor para a resolucdo numérica destas equagoes
diferenciais fracionarias, na qual é uma variacdo do
método de Adam-Bashforth, que caracterizou-se pela
sua eficacia em relagdo aos métodos do tipo Runge-Kutta
usualmente abordados na literatura para a solugao
numérica destas equagoes.

As trés aplicacoes expostas: o oscilador harmonico
fraciondrio submetido a uma forga externa senoidal, a
equagao logistica e o modelo de viscoelasticidade, exem-
plificam o funcionamento do método numérico descrito,
na qual os resultados numéricos obtidos mostraram
valores com convergéncia rapida do valor exato e com
pequenos erros.

Espera-se com este trabalho contribuia para uma
melhor compreensdo das equagoes diferenciais fracio-
narias no escopo de Caputo e uma reflexdo sobre sua
importancia aplicacdo nos fendémenos fisicos, tanto de
teoria (que traz uma novo conceito tedrico) quanto
na solu¢do (que traz uma abordagem eficaz para seu
desenvolvimento numérico).
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