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Este trabalho mostra que é possivel entender as caracteristicas essenciais das ondas gravitacionais emitidas
pela coalescéncia de sistemas binarios a partir dos conhecimentos de fisica basica. Empregamos ndo mais do que
conceitos abordados nos cursos introdutdrios de mecénica e eletromagnetismo de uma graduagdo em ciéncias
exatas. Derivamos cuidadosamente as equacbes necessarias para compreender quantitativamente as conclusoes
apontadas no artigo de descoberta das ondas gravitacionais da Colaboragdo LIGO para o evento GW150914,
com precisdo de ordem de grandeza ou maior. Usamos os dados disponibilizados para a amplitude das ondas
gravitacionais, as frequéncias do inicio da fase espiral e de chirp e o tempo até a coalescéncia para estimar,
por exemplo, a massa de chirp do par de buracos negros que coalesceram, a massa total do sistema, as massas
individuais de cada buraco negro, o tamanho do sistema binario e a distadncia da Terra aos buracos negros do
evento GW150914. Para ilustrar a potencialidade da nossa abordagem, estendemos a nossa andlise quantitativa
aos dez primeiros eventos divulgados pela Colaboragdo LIGO-Virgo entre 12 de fevereiro de 2016 (evento de
descoberta) e 20 junho de 2020 (evento GW190814).

Palavras-chaves: Ondas gravitacionais, coalescéncia de buracos negros, pardmetros mensuraveis, fisica bésica.

This paper shows that it is possible to understand the key features of the gravitational waves emitted by
coalescing binary systems from the concepts of fundamental physics. We utilize no more then the contents typically
covered in introductory courses on mechanics and electromagnetism that are common to all STEM undergraduate
programs. We meticulously deduce the equations required to comprehend the results announced in the paper by
the LIGO Collaboration for the event GW150914. Our quantitative description is at least of order of magnitude
accurate. We estimate the chirp mass of the coalescing black holes, the total mass of the system, the individual
black hole masses, the size of the binary system, and the distance from the Earth to the black holes of the event
GW150914. These estimates are performed by utilizing the available data for the amplitude of the gravitational
waves, the frequency at the beginning of the inspiral phase, the chirp frequency, and the time until coalescence.
In order to illustrate the power of our approach, we apply our quantitative analysis to the first ten gravitational
waves detections announced by the LIGO-Virgo Collaboration from February 12, 2016 (discovery event) until
June 20, 2020 (event GW190814).
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1. Introducao

No ano de 2019 celebramos os 100 anos da primeira
verificacao experimental da Teoria da Relatividade Geral
de Einstein. A celebracao é particularmente festiva para
nos, pois ela ocorreu no Brasil, cidade de Sobral, Cear4,
por ocasiao da observagao de um eclipse solar pela equipe
de Crommelin e Davidson [I}, 2].

Essa medig¢ao confirmou a predicdo de Einstein de
que raios de luz curvam-se na presenga de campos
gravitacionais relativamente intensos [3], como aquele
produzido pelo S01E| Estrelas tiveram suas posicoes

*Endereco de correspondéncia: rodrigo.cuzinatto@unifal-mg.edu.br
L A Ref. [3] enfatiza que a gravitagdo newtoniana também prevé
um desvio da luz devido a presenca de uma fonte gravitacional,
como mostrou Jhohann Von Soldner e Henry Cavendish.
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aparentes deslocadas pois os raios de luz que emitiam,
e que vinham em nossa dire¢ao, passaram tangenciando
um Sol eclipsado e tiveram suas trajetorias defletidas.

Uma confirmagao indireta da Relatividade Geral acon-
teceu a partir de 1975, com a observacao de um sistema
bindrio envolvendo o pulsar PSR1913+16 [4]. De fato,
a teoria previa que ondas gravitacionais seriam emitidas
na situagdo em que duas estrelas massivas estivessem em
6rbita uma em torno da outra [5]. Essa emissao levaria
a uma perda energética do sistema e, por consequéncia,
a uma diminui¢do do seu raio orbital [6]. Hulse, Taylor
e Weisberg mediram a taxa de variacdo da frequéncia
angular relativa associada em funcdo do tempo de
emissao: a curva era perfeitamente ajustada pelo mo-
delo de irradiacao de ondas gravitacionais previsto pela
Relatividade Geral [7].
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Finalmente, no ano de 2015, as ondas gravitacionais
foram diretamente confirmadas pela observagao da co-
alescéncia de buracos negros, eles mesmos uma outra
predicao da Teoria da Relatividade [8]. A observacao foi
feita pela colaboracdo LIGO (de Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory) e publicada no inicio
de 2016 no artigo seminal da Ref. [9]. Em 2017, Rainer
Weiss, Barry C. Barrish e Kip S. Thorne receberam o
Prémio Nobel “por contribui¢des decisivas ao detector
LIGO e a observacao de ondas gravitacionais” em nome
de toda a colaboragio (cf. [10]) [

Os eventos de coalescéncia continuaram a ser medi-
dos [IIHI9] e, agora, eles sdo observados também em
sistemas binédrios de estrelas de néutrons [15, 20H22].
Estes eventos sao especiais porque as estrelas de néu-
trons podem ser vistas no espectro eletromagnético—nos
comprimentos de onda de rddio, de infravermelho (IR),
do 6ptico, do ultravioleta (UV), de raios-X e dos raios-
gama (y-ray bursts) [20]. Isso inaugurou a astronomia de
multi-mensageiros (multi-messenger astronomy) e pdde
indicar de forma observacional que os elementos da
tabela peri6dica mais pesados que o ferro (incluindo ouro
e platina) podem, de fato, ser cozinhados em processos
de coalescéncia envolvendo estrelas de néutrons (via
nucleossintese por captura rapida de néutrons pesados—
o r-process nucleosynthesis) [23, 24]. Os dados da obser-
vagao da coalescéncia das estrelas de néutrons também
permitiu vincular pardmetros de equacoes de estado
para a matéria densa sob condicoes extremas, fornecer
estimativas de pardmetros cosmolégicos [21] e vincular
fortemente os modelos de gravitagdo modificada. Com
efeito, as extensdes a Relatividade Geral que previam
que as ondas gravitacionais poderiam viajar a velocida-
des diferentes da velocidade da luz no vacuo estdo em
dificuldades [22], embora algumas propostas de gravi-
tagdo modificada com motivagdes em correcoes efetivas
oferegam resultados interessantes, como e.g. em [25].

A Fig. mostra a observagdo pioneira das on-
das gravitacionais pela Colaboragdo LIGO, chamada
GW150914E| Os quatro painéis superiores mostram o
padrao oscilatério da onda gravitacional até o instante
do evento de coalescéncia (colisdo e jungao dos buracos
negros do sistema bindrio). Os dois painéis inferiores da
mesma figura exibem o aumento da frequéncia das ondas
gravitacionais a medida que diminui a distdncia orbital
entre os dois buracos que compunham o sistema binario
antes da coalescéncia. H4 muita informacéao fisica a se
extrair dessa figura, e a proposta deste artigo é fazer

2 A atribuicdo do referido prémio Nobel, precisamente no ano de
2017, coincide com o ano de detecgdo do evento GW170817, a
primeira observagdo de coalescéncia de estrelas de néutrons e o
consequente nascimento da astronomia de multi-mensageiros.

3 Na alcunha GW150914: “GW? é a abreviacio de “Gravitational
Waves”, ou Ondas Gravitacionais, em portugués; os dois primeiros
nimeros (15) dizem respeio ao ano da descoberta (2015); os dois
nimeros intermedidrios (09) indicam o més da medicdo (més 09,
i.e. setembro); e os nimeros finais (14) denotam o dia da detecgdo
(dia 14). Esse padrdo é mantido para todos os eventos posteriores
detectados pela Colaboracao LIGO-Virgo.
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precisamente isso, para esse e outros eventos detectados
pela colaboragao LIGO—Virgoﬁ usando conceitos dos
cursos introdutérios da graduagdo em ciéncias exatas.

Outros artigos publicados pela RBEF exploraram
competentemente diversos aspectos das ondas gravita-
cionais com graus variados de aprofundamento. Por
exemplo, o artigo [26] e referéncias 14 citadas abordaram
os detalhes acerca da deteccdo empregando conceitos
de fisica tipicos de final de um curso de bacharelado
em fisica. O trabalho [27] apresenta uma derivagio
detalhada da solugao de ondas gravitacionais a partir das
equagdes de Einstein para Relatividade Geral (RG)—
vide-se também [28]; acontece que a RG que é geralmente
explorada apenas nos cursos de pés-graduacao de fisica.
O escopo do presente trabalho é ampliar o publico
alvo do assunto das ondas gravitacionais e buracos ne-
gros, tornando os principais resultados divulgados pela
Colaboragao LIGO-Virgo acessiveis aos estudantes em
inicio de graduagdo em ciéncias exatas, incluindo futuros
fisicos, quimicos, gedlogos, oceandgrafos, matematicos,
engenheiros, bacharéis em ciéncia e tecnologia; todos
0s quais passam pelos cursos de célculo diferencial e
integral [29H34] e fisica bésica [35H40].

Nao usaremos mais do que conceitos elementares
de diferenciacdo e integracdo, mecanica Newtoniana e
eletromagnetismo para construir as equagdes que carac-
terizam as ondas gravitacionais e os sistemas binarios de
buracos negros que as emitem. Como veremos, as equa-
¢oes levam a estimativas surpreendentemente acuradas
dos parametros fisicos dos sistemas binarios, compara-
veis aos valores oferecidos nos artigos da Colaboracio
LIGO-Virgo. Todavia, cabem duas adverténcias sobre
essa nossa abordagem. A mecéanica newtoniana é cons-
truida sobre a hipdtese da existéncia da classe de referen-
ciais inerciais, consistentes com a ideia de que espaco e
tempo sao absolutos. Adiante neste texto, descreveremos
0 espago e o tempo como uma unidade que pode ser
imaginada como uma superficie deformével na presenga
de matéria e energia; as ondas gravitacionais sdo osci-
lagdes neste continuum quadridimensional. Este tltimo
cenario é uma visao tipica do contexto einsteniano e nao
da filosofia de Newton. Comete-se aqui um anacronismo:
nossos calculos newtonianos serao guiados por imagens
qualitativas advindas da relatividade geral. A rigor,
isso é um abuso de linguagem, mas que se justificard
pelos resultados robustos apresentados neste trabalho.
Ademais, ao nosso favor, lembramos que anacronismos
nao sao novos, pois uma cosmologia com um universo
em expansido ja foi estudada no cenario newtoniano

4 Virgo é o nome do detector de ondas gravitacionais localizado
na cidade de Pisa, na Itilia. Estabeleceu-se uma cooperagao entre
os observatérios americanos LIGO e o interferéometro italiano
para pesquisa e desenvolvimento dos detectores e também melhor
caracterizagdo e localizagdo das fontes emissoras. Hoje, o obser-
vatério japonés KAGRA integra a colaboragdo. Assim, pode-se
usar o recurso de triangulacdo para determinar precisamente a
posi¢cdo no céu da origem das ondas gravitacionais. Mais sobre os
interferémetros serd dito na Segao El
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Figura 1: Pardmetros das ondas gravitacionais emitidas por um sistema binario de dois buracos negros coalescentes conforme
a primeira observacdo da Colaboracdo LIGO em um evento cunhado GW150914 [9]. Os painéis superiores (na primeira linha)
mostram o padrdo das ondas gravitacionais—o strain h—conforme detectado pelo observatério LIGO-Hanford (H1, a esquerda) e
pelo interferémetro LIGO-Livingston (L1, a direita). O padrdo de h em L1 (curva azul no painel superior direito) aparece superposto
ao sinal de h detectado por H1 (deslocado temporalmente, para levar em conta a diferenca no tempo de deteccio, e invertido, para
compensar a diferenca na orientacdo dos observatérios em solo; curva vermelho-fraca) para efeito de comparaggo visual. A segunda
linha de painéis contém as simula¢Ges do strain: as curvas sélidas mostram as formas de onda obtidas via relatividade numérica e
as regides sombreadas em cinza mostram os intervalos de confianca para a reconstrucdes do strain (levando em conta a modelagem
astrofisica do sistema bindrio—regido cinza-escura—e a combinacdo linear de ondeletas sino-gaussianas—area cinza-clara). A terceira
linha de painéis mostra a diferenca ponto-a-ponto entre os sinais detectados (na primeira linha) e as formas de onda da relatividade
numérica (na segunda linha): a variacdo em torno do zero indica o nivel de coincidéncia entre o medido e o previsto. A linha inferior
(quarta linha) contém a representacdo tempo versus frequéncia dos dados de strain, mostrando o aumento da frequéncia do sinal
com o tempo. Fonte: Ref. [9].

(veja-se, por exemplo, [41] [42]) com beneficios pedagé- par bindrio como circular, a qual é caracterizada por
gicos incontestaveis. A segunda observacdo de prudéncia uma velocidade angular w constante. Depois de esta-
é quanto as nossas iniimeras aproximacoes: elas sdo de belecermos a Terceira Lei de Kepler e encontrarmos a

grande ajuda no nosso tratamento quantitativo baseado formula para a energia mecénica total Fi.; do sistema
em fisica cldssica nao-relativistica, mas levam a certas binario, relaxamos a constancia de w para encontrar a
incongruéncias. Como exemplo, citamos o caso da nossa variacao de Fiot no tempo devido a emissdo de energia
descricao da fase espiral do sistema binario em direcdo  gravitacional, descrevendo a consequente reducao do raio
a coalescéncia ao final da Segdo [3] e segoes seguintes. orbital e o aumento da magnitude de w. A maneira
De fato, iniciamos o estudo considerando a érbita do rigorosamente coerente de tratar o movimento orbital
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admitiria w dependente do tempo de principio, assumiria
a complicagdo de abandonar a hipotese inicial do mo-
vimento circular uniforme, levando automaticamente a
necessidade de adotar um tratamento de mecanica ana-
litica sofisticada para o estudo da trajetoria dos corpos
envolvidos. Esse tipo de sofisticagdo de abordagem néo
é feito, nem mesmo, nos textos mais rigorosos de estudo
das ondas gravitacionais de sistemas bindrios usando
relatividade geral: mesmo a Ref. [5]—um livro cldssico
no assunto, usado como referéncia em pesquisas de ponta
sobre ondas gravitacionais—adota a aproximacao de
orbitas circulares na sua primeira descricao de sistemas
bindrios. Por razoes como esta, sentimo-nos justificados
com as aproximagoes que adotamos no presente texto.

Com dados como aqueles na Fig. [I} seremos capazes
de calcular os seguintes pardmetros fisicos associados ao
sistema binario de buracos negros coalescentes: valores
para a massa total do par, as massas individuais de
cada buraco negro, o tamanho do sistema bindrio, a
distancia da Terra aos buracos negros, a energia emitida
na forma de ondas gravitacionais e seu equivalente em
massa. Também ofereceremos uma explicagdo convin-
cente para a forma da onda gravitacional como o padrao
detectado e exibido no painel superior esquerdo da
Fig. [I] Descreveremos quantitativamente o decréscimo
da distancia de separagdo entre os buracos negros no
caminho espiral até a coalescéncia. Verificaremos que
essa aproximacao inexoravel dos buracos negros leva a
um aumento vertiginoso da velocidade orbital e, enfim,
a emissao de um pico de frequéncia—a frequéncia de
chirp—marcando o evento crucial da formacéo do buraco
resultante da coalescéncia.

O artigo estd organizado como segue. A Secdo
apresenta os observatérios LIGO, enfatizando a razdo
fisica de suas geometria, estrutura e localizagdo, moti-
vadas pela natureza das ondas gravitacionais a serem
detectadas. Nesta mesma secdo mostramos que as ondas
gravitacionais propagam-se a velocidade da luz. Essas
ondas trazem informagoes sobre a fonte emissora, tipi-
camente sistemas binarios de objetos compactos como
buracos negros e estrelas de néutrons. Na Segao [3estuda-
mos a dinamica orbital dos sistemas bindrios emissores
assumindo oOrbitas inicialmente circulares e movimento
a velocidades nao-relativisticas. Encontramos a equagéo
para a variacdo da energia orbital assumindo que parte
da energia mecanica é dissipada pela emissao das ondas
gravitacionais. Essa energia é convertida em poténcia
irradiada, cuja férmula ¢ construida na Secao [4l A Se-
¢ao [b| mostra como o balanco energético entre energia
orbital e energia irradiada conduz naturalmente a massa
de chirp, que d4 uma medida da massa do sistema
binario de buracos negros no momento da coalescéncia—
e também é a tUnica equacdo de destaque no paper
de descoberta do LIGO [9]. A Secdo [6] apresenta a
derivagdo para o raio de Schwarzschild, relacionado ao
horizonte de eventos de buracos negros, e estabelece
as equagoes para a estimativa de tamanho do sistema
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bindrio coalescente. A Segdo [7] condensa uma série de
resultados fundamentais para a caracterizacido da fonte
de ondas gravitacionais: massas total do sistema, massas
individuais do par de buracos negros coalescentes, massa
total irradiada e seu equivalente em energia, dentre
outros. A Secdo 8] oferece a deducdo de uma equagao
que permite inferir a distdncia da Terra até os buracos
negros emissores das ondas gravitacionais em funcao da
amplitude maxima dessas ondas (o chamado strain).
A fase espiral da dindmica orbital dos buracos negros
até a coalescéncia ¢ dissecada na Segao [9] Na secdo
encontramos a fun¢ao matematica descrevendo as ondas
gravitacionais e comparamos o seu grafico as detecgdes
de LIGO em [9]. A Secdo mostra como aplicar o
arcabouco construido ao longo de todo o artigo para
estudar os eventos de coalescéncia de buracos negros e
de estrelas de néutrons detectados pelo LIGO ao longo
dos anos, exibindo todo o potencial do formalismo que
desenvolvemos. O corpo principal do artigo encerra-se na
Secao [12] onde apresentamos nossos comentérios finais.
O artigo ainda conta com um apéndice, onde uma forma
funcional refinada para o strain é apresentada.

2. Os Observatorios LIGO e a
Verificacao de ¢ como Velocidade de
Propagacao das Ondas Gravitacionais

A Fig. 2] mostra fotos dos observatérios LIGO nas cida-
des de Hanford (Washington) e Livingston (Louisiana).
A posicao relativa dos observatérios-irmaos no territorio
dos Estados Unidos aparece na parte (a) da Fig.

O termo “observatério” geralmente remete, no con-
texto da astrofisica, a imagem dos espelhos dos ob-
servatérios Opticos ou as antenas parabdlicas tipicas
dos radiotelescépios. Revertendo essa expectativa, a
geometria dos observatérios de ondas gravitacionais é
na forma de bragos perpendiculares. Essa geometria
acompanha a engenharia dos interferdmetros, que re-
monta aos experimentos de Michelson e Morley [0].
Feixes de laser circulam pelos bragos perpendiculares em
cada observatério, dentro dos tubos visiveis nas fotos da
Fig. 2l A parte central da Fig. [3] ilustra o caminho do
feixe de laser desde a fonte (Laser Source), passando
pelo divisor de feixe (Beam Splitter), viajando entre as
massas teste (Test Mass) em cada brago de 4 km de
comprimento (multiplas vezes), para finalmente chegar
ao fotodetector (Photodetector).

O bragos sdo projetados nesta geometria particu-
lar para se adequar a natureza da onda gravitacional
prevista no contexto da Relatividade Geral. A RG
propoe uma mudanca do paradigma newtoniano na
descricao da interacao gravitacional. Newton entende a
gravitagdo como uma forga de agdo a distdncia entre
corpos massivos. Einstein interpreta a gravitagdo como
uma deformagdo na geometria do espago (e do tempo)
produzida na presenca de matéria (e energia).

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0004



Nascimento e Cuzinatto

Figura 2: Observatério LIGO em Hanford—imagem superior—
e observatério LIGO em Livingston—foto inferior—responsaveis
pela primeira deteccdo das ondas gravitacionais emitidas no
processo de coalescéncia de buracos negros. Fonte: Ref. [43].
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Para fixar as ideias, podemos imaginar o espaco como
uma superficie bidimensional. A presenga de uma massa
sobre ela produziria uma depressao concava, como uma
bola de boliche forma uma bacia no entorno do seu
ponto de contato com um lencol esticadoﬂ Uma segunda
bola—digamos, uma bolha de bilhar—produziria uma
outra depressao curva sobre o lengol. O movimento de
cada bola seria ditado pelas depressoes geradas pelo
conjunto. E assim que se entende, de forma bastante
simplista, a dindmica orbital de sistemas de dois corpos
no contexto da RGEl Nesta analogia, uma onda gravi-
tacional é uma ondulagdo produzida sobre a superficie
do lencol pela dindmica orbital dessas massas, que
espiralam uma em direcdo a outra até o encontro no
centro de massa.

Ondas gravitacionais sdo ondulagoes na superficie do
espago-tempo. Para localizar um ponto em um plano,
precisamos de duas coordenadas de um sistema de eixos
(z,y). Analogamente, para localizar um ponto sobre a
superficie do espaco-tempo que oscila, precisamos de
duas coordenadas generalizadas ou, numa linguagem
mais técnica, precisamos de dois graus de liberdade
que fazem as vezes das coordenadas (z,y) no caso

5 Essa imagem mental é representada nos diagramas das Figs. 3.3
e 3.4 da Ref. [44], onde ela ganha bases mais rigorosas.

6 Na verdade, a RG estabelece que particulas-teste seguem
trajetérias geodésicas no espago-tempo curvado pela presenca de
matéria e energia.
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Figura 3: Observatdrios LIGO como interferdmetros (centro da figura). Parte (a): localizacdo geogréfica dos observatérios LIGO-
Hanford (em vermelho) e LIGO-Livingston (em azul). Parte (b): curva de sensibilidade dos detectores. Fonte: Ref. [9].
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Figura 4: A deformacdo dos bracos perpendiculares do observatério LIGO pela passagem da onda gravitacional. No destaque de
cada painel aparece o estiramento de um anel de particulas-teste que, de inicialmente circular, passa a eliptico a medida que o
modo de polarizacdo hy o atravessa; esse anel-teste ajuda a visualizar o efeito da onda gravitacional sobre o interferdmetro. Fonte:

Ref. [43].

do espago—curvo[] Essas coordenadas generalizadas sao
chamadas de modos de polarizacio das ondas gravi-
tacionais; eles sdo representados pelos simbolos h e
hyx. O modo de polarizagdo h; pode ser entendido
como uma, oscilagao nas diregoes norte-sul e leste-oeste;
dai a forma de cruz (4) do rétulo de hy. De forma
complementar, hy da conta de descrever as oscilagées do
espacgo-tempo nas diregoes nordeste-sudoeste e noroeste-
sudeste, motivando o uso do rétulo da cruz deitada (x)
em hy [A4-46]F|

A Fig. {] representa a passagem da onda gravita-
cional com modo de polarizacdo hy pelos bracos do
interferémetro LIGO. Os painéis dessa figura devem
ser observados na sequéncia horaria a partir do painel
superior esquerdo. Os bragos horizontal (chamado de z)
e vertical (y) do interferdmetro sdo projetados para que
tenham o mesmo comprimento L, = L, = 4km na

7 Mais especificamente, considere-se a superficie de uma esfera de
raio constante. Nesta superficie bidimensional curva, precisamos
de apenas duas coordenadas para localizar qualquer ponto: tratam-
se dos angulos azimutal ¢ e polar 6. Por analogia e extensao a este
exemplo, em uma superficie curva oscilante, precisamos de duas
coordenadas generalizadas, ou dois graus de liberdade, ou ainda,
dois modos de polarizagao.

8 As diregdes norte-sul e leste-oeste do modo de polarizagio hy
devem ser entendidas sobre o plano perpendicular a diregdo de
propagacao da onda gravitacional. Assim, na representagdo da
Fig. {4l as diregoes de h estdo no plano da péagina, enquanto que
a onda gravitacional atravessa o plano da pdgina formando um
angulo de 90°. Da mesma forma, as dire¢cdes nordeste-sudoeste e
noroeste-sudeste de hx repousam no plano perpendicular & diregao
de propagacgdo da onda gravitacional.
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auséncia da onda gravitacional. Essa situagao é esbocada
no canto superior esquerdo da Fig. [4

Ao atingir o plano do detector, o modo de polarizagao
h distorce o espaco-tempo, estica-o na direcdo norte-
sul e o encolhe na direcdo leste-oeste. O estiramento
do espaco carrega o brago vertical fazendo-o aumentar
de comprimento para (L, + dL,); a0 mesmo tempo, o
brago horizontal tem o comprimento comprimido para
(Ly — 0L,). Essa situagao é retratada no painel superior
direito da Fig.

O modo h4 varia no tempo a medida que atravessa
o detector: isto é o que caracteriza o comportamento
oscilatorio da onda. O préximo acontecimento é a in-
versao do padrao anterior: o encurtamento acontece na
direcao norte-sul e o estiramento ocorre na dire¢ao leste-
oeste. Nesta situacdo, o braco vertical passa para o
comprimento menor (L, — 6L, ), enquanto o brago hori-
zontal estica para (L, + 0L, ). Tal configuragio aparece
no painel inferior esquerdo da Fig. [

Finalmente, o padrdao de onda volta a situacdo ori-
ginal em que ambos os bragos do detector recuperam
o comprimento projetado L, = L, = 4km, o que
completa um ciclo de oscilagdo da onda gravitacional, do
espago-tempo deformado e do estiramento e contracao
do interferémetro LIGO.

A magnitude da deformacido é da ordem de 1072 m,
ie. 0Ly ~ 0L, ~ 10~2'm, porque a amplitude da
onda gravitacional, chamada de strain h, é dessa mesma
ordem de tamanho. De fato, observem-se os valores no
eixo y do gréfico com o padrao oscilatério em vermelho
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no painel superior esquerdo da Fig. mostrando a
detecgao do evento de descoberta GW150914. Para por
esse resultado em perspectiva, lembre-se que o tamanho
do nicleo atoémico é da da ordem de 1fm = 107! m.
Isso significa que o interferometro LIGO foi capaz de
detectar variagoes de tamanho de cerca de um mili-
onésimo (107%) do tamanho do ntcleo atémico. Isso
faz da deteccdo das ondas gravitacionais a medicdo de
maior precisdo na histéria das ciéncias naturais [9]. Afe-
rir distancias desse tamanho assombrosamente pequeno
também diz muito a respeito da sofisticacdo técnica que
envolveu a engenharia dos interferémetros LIGO. Mais
dos impressionantes detalhes técnicos sobre a engenharia
dos detectores podem ser encontradas nos artigos da
Colaboragao LIGO-Virgo, e.g. em [9], [43] [47].

A Fig.[[a) indica que os observatérios LIGO-Hanford
(sinalizado em vermelho sobre o mapa dos EUA) e
LIGO-Livingston (indicado em azul) foram dispostos
sobre o terreno de tal maneira que seus bragos apon-
tassem para diregdes diferentes, com uma angulacao
relativa. Essa estratégia foi proposital, para que se
pudesse detectar também o modo de polarizagdo hy,
que produziria estiramentos e encurtamentos dos bragos
nas direcées noroeste-sudeste e nordeste-sudoeste[’]

A Fig. a) também da a diferenca de tempo
At entre as detecgdoes das ondas gravitacionais do
evento GW150914 pelos observatorios LIGO-Hanford e
LIGO-Livingston. As ondas foram detectadas primeiro
pelo observatério em Livingston (L1) e, entdo, 10ms
depois pelo observatério de Hanford (H1). Pela latitude
e longitude de cada localidade, estima-se a distancia
Az ~ 3000 km entre ambos os observatériosm Supondo
um caminho retilineo de propagacao das ondas, estima-
se a velocidade média de propagacao

Az 3000 km

— ~———— =3x10°m/s =
A S T0x108s o X 0m/s=c

v =

que é justamente a velocidade de propagacao da luz c.
A conclusao é que as ondas gravitacionais propagam-se
a velocidade da luz. Essa foi uma eloquente confirmagao
da Relatividade Geral, que prevé precisamente este fato.
Para sermos completos, digamos que a parte (b) da
Fig. |3| (canto superior direito) mostra a sensibilidade
de deteccao dos detectores LIGO na configuracdo que
fez a descoberta do evento GW150914. E um grafico do
ruido na medida do strain como funcdo da frequéncia

9 Na pratica, existe uma superposicio desses modos e a andlise
dos dados deve ser capaz de fazer a decomposi¢do da onda nas
polarizagoes h4 e hx.

10 Pode-se estimar a distdncia Az entre L1 e H1 usando, por
exemplo, a ferramenta “medir distdncias” do Google Maps. O
enderego de L1 é: LIGO Livingston, 19100 Ligo Rd, Livingston,
LA 70754, United States. O endereco de H1 é: LIGO Hanford
Observatory, 127124 N Route 10, Richland, WA 99354, United
States. A distancia dada pelo aplicativo entre esses pontos no mapa
é Az = 3048,5km. A incerteza no valor de Az estimada com o
Google Maps nao é fornecida e poderia muito bem ser da ordem
de 1% para a ferramenta utilizada (~ 31 km). Da{ a nossa escolha
de Az ~ 3000 km.
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da onda gravitacional. Note-se que o ruido é uma
ordem de grandeza menor (10722) do que a precisdo
necessaria para detecgdo (1072!) para a imensa maioria
dos valores de frequéncia. A regido de maior sensibilidade
do detector—o fundo da bacia no grafico—corresponde
a faixa de 100 Hz a 400 Hz. Essa regido de frequéncia
determina o tipo de fonte das ondas gravitacionais que
podem ser medidas com os observatérios LIGO. Essas
ondas sao tipicamente provindas de sistemas binarios de
buracos negros, estrelas de néutrons ou uma combinacgao
de ambosH Sao esses sistemas binarios que passaremos
a estudar a seguir.

3. Dinamica Orbital do Sistema Binario
de Buracos Negros

Os buracos negros em sistemas binarios sao resultado do
colapso gravitacional de estrelas da ordem de dezenas
de massas solares. Mais adiante, caracterizaremos os
buracos negros com mais cuidado. Agora, é suficiente
ter em mente que buracos negros séo objetos astrofisicos
compactos. Isso permite que sejam modelados como um
par de particulas pontuais em 6rbita mutua sob agao da
interagdo gravitacional.

Dessa forma, tomamos o sistema binario como um par
de massas m e M em orbita circular em torno do centro
de massa (CM), do qual distam r e R, respectivamenteE
Os vetores associados sio denominados # = r e & =
R (usamos o negrito para denotar vetores), conforme
mostra a Fig. [f} Em acordo com a proposta do trabalho
de usar fisica introdutéria [49], modelamos o sistema com
a lei de gravitagdo Newtoniana [35] [36].

Considere a Fig. a). O método geométrico de soma
de vetores (“coloca-se a origem do segundo vetor na
extremidade do primeiro; o vetor soma parte da origem
do primeiro para chegar na extremidade do segundo”)
garante que:

ry =Rcu+R=R=ry —Rcwm, (1)

sendo ry; o vetor que localiza a massa M do sistema
binédrio de massas pontuais (M, m), e

r. =Rcv+r=r=r, — Reoum, (2)

11 Ondas gravitacionais emitidas por fontes envolvendo buracos
negros supermassivos ou o proprio universo primordial possuem
frequéncias fora da faixa de sensibilidade do LIGO. Dai vem a
necessidade de planejar outros detectores de ondas gravitacionais
como o LISA (Laser Interferometer Space Antenna), um eventual
futuro observatoério espacial de ondas gravitacionais—vide-se e.g.
a Ref. [48] e o site da colaboracdo em <https://www.lisamission.
org/>.

12°0 movimento orbital geral de um sistema ligado de dois corpos
¢é eliptico. Porém, mesmo no caso de sistemas bindrios elipticos, a
forma da érbita é rapidamente circularizada pela perda de energia
mecanica do sistema na forma de energia das ondas gravitacionais
por ele emitidas [5]. Isso também dé suporte & simplificagdo que
consideramos aqui. Mais tarde neste artigo, porém, relaxaremos
a hipétese de érbita circular (com raio constante) para o par de
buracos negros e passaremos a considerar a fase de movimento
espiral até a coalescéncia.
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Figura 5: (a) Varidveis que participam da localizagdo das massas do sistema binario. O vetor Rcm parte da origem O do sistema
de coordenadas e chega na localizacdo do centro de massa (CM). O vetor ras localiza a massa M a partir da origem O; o vetor r,,
localiza a massa m a partir da origem . Por outro lado, o vetor R localiza M partindo do CM; o vetor r parte do CM e chega
a massa m. (b) O vetor distancia relativa r. parte de M em direcdo a m. O vetor Fp(,,) é a forca em M devido a m; o vetor
F,. () é a forca em m devido a M. O vetor Fp;(,,) tem a direcdo de r., que é indicada pelo vetor unitério 7. O vetor F,,(ar)

aponta do sentido oposto pois a forca gravitacional é atrativa.

onde r,, é o vetor da origem do sistema de coordenadas
até a massa m. A distancia relativa r. entre M e m é
a magnitude do vetor diferenca:

el = —R+r. (3)

De fato, r € 0 vetor que parte da massa M e chega a
massa m; como tal, ele é a soma do vetor (—R) com o
vetor r.

Pela definicao de vetor centro de massa Ry como
a distancia ponderada pelas massas do sistema [35] [37],
sabemos que:

Mryr + mr,,
Rov=——"— 4
o = D @
Sabemos também que a massa total (Myot) € a soma das
massas individuais das particulas no sistema:

Moy = M + m. (5)
Entao, substituindo em obtemos:
m
R=———@n—ruM). 6
Mo ( M) (6)
Analogamente, inserindo em temos:
M
= m— . 7
r= gp (B = 1) 7)

Por outro lado, substituindo e em , temos:
Trel = — (I'M - RCM)+<rm - RCM) = (I‘m - rM) . (8)
Substituindo em @ e :

m
R=- rels 9
Meg, ™ ©)

M
-t 10
T My (10)
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Consideremos, agora, a Segunda Lei de Newton [35]:

dVrel d drrel
F= e =10 =1 i

- Ni(i‘rcl) - ,Uff'rcl; (11)
dt

onde F é o vetor forca atuando sobre a massa p
responsavel pela sua aceleracdo a,e. A velocidade vy e
da particula é a taxa de variacdo temporal de sua po-
Sicao rye. A equacgao acima estabelece a nossa notacao:
ponto acima de uma quantidade indica derivagdo com
respeito ao tempo ¢.

Para uma origem do sistema de coordenadas fixadas
no CM, as particulas M e m sao localizadas diretamente
pelos vetores R e r, respectivamente (ou seja, nao
necessitamos mais empregar os vetores rs e r,, ). Entdo,
para essas particulas, a segunda lei é:

Farom) = MR, (12)

onde F (., representa a forga sobre a massa M devido
a massa m. Dizemos isso pois sabemos que as massas M
e m interagem gravitacionalmente de acordo com a lei
da gravitacao universal de Newton [36]. A forca F,, ()

sobre m devido a atracdo gravitacional da massa M é:
Fm(M) = mi. (13)

A propria for¢a gravitacional tem a forma funcional
ditada por Newton [37]:

Mm ,
FM(m) = GT (+rrel) (14)
rel
€
Mm ,
Fm(M) = GT (_Trel) ) (15)

rel
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com G = 6,674 x 107" m3 kg™ s72. Ou seja, a forca
gravitacional é de atragdo mutua (o que explica o sinal
negativo na tltima equacio):

Mm _
Foon = -G 72 lrel = ~Frr(m)- (16)

rel

Vide-se a Fig. b) para a representagao grafica das
forgas FM(m) e Fm(M)

Substituindo em , temos:

G r2 (+7A’rel) = MR = 7G?'Frel - 7R, (17)
rel rel
e, inserindo em , temos:
M M
G (—fee) = mit = —G i = 1. (18)
Trel rel

Somando e :

M ..
_G%’Frel + (_szrd) =-R+ f'a
T T

rel rel

ou seja,

1 ;
(m + M) |:—G712frelj| =—-R+1#. (19)
rel

Por inspiracao vinda da forca gravitacional, Eq. ,
temos:

M
Fgrav = |:_GQTn7ﬁreI:| =F, (20)

rel
que é a forca F em acdo sobre as particulas sob
consideragdo. Para reconhecer a presenca de F na
Eq. , introduzimos o produto das massas nesta
relacdo, multiplicando-a e dividindo-a por (Mm):

M M .
(m+ M) [—G 2mfr61] C Ra4§
Mm rel
Entao, percebemos F dentro dos colchetes. Isso re-
sulta em:

(m+M)F:

e (-R+¥). (21)

Derivando em relagdo ao tempo, temos:

a —  dt ar T '

Repetindo esse procedimento:

d d . d. . S
arrel = —aR + %I' = Tpe] = (—R + I') . (22)
Podemos notar que o lado direito de é justamente

a equagao (22)):

Mm i
(m+M) rel-

(23)
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Definindo a massa reduzida como:

Mm
= —\ 24
el g v (24)
temos:
F = ,U/.I;rel- (25)

A Eq. é a Segunda Lei de Newton do sistema
binario: compare e . Dessa forma, justificamos
a importancia do conceito de massa reduzida e mos-
tramos a forma natural como ela aparece no contexto
do movimento de dois corpos sob acdo miutua da forga
gravitacional. Ademais, esse raciocinio mostra que tudo
se passa como se pudéssemos substituir o sistema bindrio
de duas massas M e m por um sistema de wma unica
particula pontual de massa igual a massa reduzida
que executa um movimento circular. Essa interpretacao
é justificada pela forma da Segunda Lei de Newton
para o sistema de particulas: ela é idéntica a forma
tradicional F = ma aplicada a& uma 1inica massa pontual
m perante o mapeamento p — m e ¥ = ] — Q.
Agora, encontraremos a Terceira Lei de Kepler para
o movimento orbital do sistema binario. Substituindo

Eq. em :

.. Mm
Hrre]l = _GTrrel
rel
ou, usando a Eq. ,

. m+M)

Trel = *GL D) )Trel~ (26)
Trel

A aceleracdo a,,] = ¥ ¢ aquela que garante o

movimento orbital do sistema bindrio. Por simplicidade,
tomamos esse movimento como um Movimento Circular
Uniforme (MCU). Sabemos que a aceleracdo caracteris-
tica do MCU ¢é a aceleracdo centripeta a.p, cuja férmula
é [35]:

’U2

Acp = el (_frel) ) (27)

Trel

onde a velocidade tangencial no movimento circular tem
seu modulo dado por:

Urel = W're]- (28)
A quantidade w é a velocidade angular do movimento

circular—ou frequéncia angular do movimento harmo-
nico simples (MHS) a ele equivalentﬁ

w=—. (29)

13 A equivaléncia do MCU com o MHS foi discutida no artigo [50]
em conexdo ao trabalho pioneiro Siderius Nuncius de Galileu
Galilei e a observacao das quatro maiores luas de Jupiter.
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A quantidade T é o periodo orbital do sistema bindrio.
Inserindo em , temos: acp, = —w?rpelfrel, & qual,
devido a Eq. , fica:
Trel .
acp = —47r2%rrel. (30)
Faremos ic1 = arel = a¢p igualando a Eq. com a
Eq. e fatorando o termo (—#y) comum a ambos o0s
membros da equagao. Isso resulta em:

3
3, Gm M
T2 4r2 <1+ m)' (31)

Esta é a Terceira Lei de Kepler [37]: Os quadrados dos
periodos de revolucao de dois planetas quaisquer estao
entre si como os cubos de suas distancias médias ao Sol.
Em outras palavras, T2 é diretamente proporcional &

3 .
T, OU ainda,

3
Trel
T2

T? ¥, = o constante. (32)

A Terceira Lei de Kepler é, por isso também, chamada
de Lei dos Periodos. Ela pode ser colocada em termos da
velocidade angular w do conjunto ao usarmos a Eq.
em conjunto com:

72 =Tl Tyl = (FR+71)- (~R +71)
=R*+7r*-2R-r
= R% + 1% — 2Rr cos(180°)
=R+ 7124+ 2Rr = (R+7r)?, (33)

onde usamos a definicdo e a Fig. |p| para identificar
que o angulo entre os vetores R e r é 180°lE| Logo,
a magnitude do vetor de distdncia relativa entre as
massas €

Trel = (R + ’l") (34)
e a Eq. fica [49):
o G(M+m)
(R (35)

A Eq. é a Terceira Lei de Kepler para o movi-
mento orbital em termos da frequéncia angular. Ela pode
ser aliada ao principio da conservagdo de energia para
especificarmos a energia mecinica total Eyoy armazenada
do movimento orbital do sistema binario. A energia
mecanica total é [35]:

GMm

Trel

1
Eiyw=K+U= §Mvr2e1 + [_ } ) (36)

14 Na segunda linha de empregamos a definicio de produto
escalar (), qual seja [35]: A -B = ABcos¢, onde A (B) é a
magnitude do vetor A (B) e ¢ é o dngulo entre os vetores A e B.
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onde K = (1/2)uvk; é a energia cinética da massa
reduzida p animada com velocidade vye €

7GMm

Trel

U= (37)

é a expressao para a energia potencial gravitacional U =
Ugrav do sistema binario. Entao, com (24) e (34):

Mm GMm

g1 V2
T OM+m) et (R+r)

(38)

Usando nesta equacao:

Mm (wr )2_ GMm
m) rel (R+7)

Podemos eliminar w e 1., deste resultado ao empregar-

mos as Egs. e (35)). Assim, obtemos:

1 GMm

Brop = — 2 ™
tot 2(R+’f’)’

(39)
que é a equacao de energia orbital do sistema binario.
A expressdo (39) é uma manifestagdo do Teorema do
Virial [51].

Podemos escrever a Eq. em termos de frequéncia
orbital. De fato, de (35]), temos:

(R = [COLEm)

a qual leva a:

L G*BMm 5

Biop = — 5
tot 2(M+m)1/3w

(40)
Essa serda uma das grandezas fisicas calculadas quando
estudarmos o sistema de buracos negros binarios, os
quais coalescem para formar um tunico buraco negro
e emitem ondas gravitacionais no processo. As ondas
gravitacionais carregam energia para fora do sistema
binario. Essa energia é drenada da energia mecanica
orbital do sistema. Por isso, Fi.4 deve variar no tempo,
i.e. deve existir uma derivada ndo-nula de Eiq.

Vamos calcular dFE} /dt diferenciando a Eq. com
relagdo ao tempo. Temos:

dEo _ 1 G2/3Mm ng/:s—ldﬁ
dt 2(M+m)l/33 dt’

Veja que aqui admitimos que a frequéncia angular muda
com o tempo: w = w(t). Isso ndo é estritamente verdade
no movimento circular uniforme, que supusemos valido
para deduzir a Terceira Lei de Kepler—pois usamos a
expressao da aceleracdo centripeta . Entretanto, em
um sistema coalescente, as massas M e m vao espira-
lando em direcdo ao centro de massa. Neste processo
espiral, a distincia muitua 7 = (R + r) diminui, a
velocidade tangencial (da massa reduzida) aumenta e
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a velocidade (ou frequéncia) angular w também au-
mental”’] Ou seja, vale:

dEtOt - 1 G2/3Mm —-1/3 dw

at 3 (M+m)3Y  at

(41)

A perda de energia orbital (—dF}./dt) s6 pode acon-
tecer pelo ganho de energia das ondas gravitacionais, o
que leva a poténcia irradiada Pi,aq. Na préxima secao
encontraremos a equagio para a energia por unidade de
tempo carregada pela ondas gravitacionais.

4. A Poténcia Irradiada na Forma de
Ondas Gravitacionais

A deducao rigorosa da expressao para a poténcia irra-
diada Pjraq na forma de ondas gravitacionais é feita
no contexto da Relatividade Geral; porém, neste texto,
encontraremos a expressao de Pi.q usando andlise
dimensional e analogia com o ondas eletromagnéticas.
Com efeito, mostraremos abaixo que [49]:

G7/3w10/3 (Mm)2
& (M+m)?/3’

Hrrad =« (42)
onde « ¢é uma constante sem dimensdo e ¢ =
299792458m/s ~ 3 x 10%m/s é a velocidade da luz no
vacuo. Para essa tarefa, utilizaremos trés equagoes, a
saber:

1. A Terceira Lei de Kepler na forma da Eq. :

G(M+m
2 GUEm), (43)
(R+7r)3
2. A equacdo do momento de inércia Z para o sistema
de duas particulas compondo o sistema binario de
buracos negros:

mM 2.
I:m(r—i—R) ; (44)

15 De acordo com a mecanica newtoniana, a Orbita circular
com w = constante deveria persistir para sempre. Por outro
lado, a relatividade geral prevé que buracos negros em Orbita
mitua devem emitir ondas gravitacionais [5, [8, 27, [44] [45] e,
como consequéncia, devem perder energia mecanica e espiralar
em diregdo ao centro de massa com w = w(t). Para modelar
esse processo de passagem da Orbita circular para o movimento
espiral no sistema fisico, fazemos a passagem w = constante —
w = w(t). Temos aqui um exemplo de anacronismo: usamos uma
ideia da relatividade geral (o decaimento orbital por perda de
energia gravitacional) para alterar uma configuragdo newtoniana
(6rbita circular estavel) e sermos capazes de derivar equagdes que
descrevem as ondas gravitacionais efetivamente detectadas pelos
observatorios LIGO. Trata-se uma aproximagao ou, de um ponto
de vista mais purista, de uma violéncia ao rigor. Entretanto, para
os leitores mais céticos, dizemos que essa pratica é justificada
pelos resultados consistentes que dela decorrem e é amplamente
adotada, inclusive em textos consagrados de relatividade geral,
como a Ref. [5], e em artigos de pesquisa cientifica atual, como
por exemplo a Ref. [25].
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3. A férmula da poténcia irradiada pelo sistema
bindrio
GT?wS

= (45)

Pgrav =«

construida por analogia ao caso eletromagnético.

A primeira dessas trés equacgoes, Eq. , ja foi
deduzida—vide-se a Eq. (35]). Portanto, deduziremos as
duas tdltimas, Egs. e (45]), comecando pelo momento
de inércia 7.

Seguindo a Ref. [35], o momento de inércia de um
sistema de particulas é:

=Y md;, (46)
i=1

onde m; é a massa da i-ésima particula do sistema e d;
¢é a sua distancia até o eixo de rotagao.

No caso dos nossos estudos, temos dois buracos negros
de massa M e m em érbita mttua em torno do centro de
massa. Vimos, na argumentagao abaixo da Eq. 7 que
uma descricdo alternativa é trocar o estudo do sistema
binério pelo estudo de uma particula de massa reduzida
w=mM/(m+ M) em movimento circular em torno do
eixo de rotagdo a uma distancia igual a

d =11 = (r+ R), (47)

ou seja, d é a soma das distancias de cada massa até
o centro de massa. Entdo, na férmula (46]), temos uma
Unica particula, ou seja, n = 1. Portanto:

1
— E 2 __ 2
7= mldl = mldl,
i=1

onde, em nosso caso, my = i e d; = d. Logo,
T = pd?. (48)

Substituindo as expressdes de u, Eq. ([24), e de d,
Eq. [(47), na Eq. (48), temos:

mM
T = m(r + R)?,

que é a Eq. .

Agora, queremos encontrar a Eq. ([4F]). Faremos isso
por analogia ao caso elétrico. Sabemos que a densidade
de energia u armazenada no campo elétrico E é [39]:

u= 1eoEQ. (49)
2

Densidade de energia é energia por unidade por unidade
de volume: w = AE/AV, sendo AF a energia do campo
elétrico armazenada no elemento de volume AV. Na
Eq. aparecem a permissividade elétrica do vacuo
€0 = 8,85 x 1072 C?/(Nm?) e o vetor campo elétrico E
ao quadrado.
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A poténcia Pt é definida como energia emitida por
intervalo de tempo At:

AE  (wAV) 1 _,

P — x —— X —¢gE*——. 50

let XAt X TAr 20T Ay (50)

De maneira ainda mais simples, a relacdo de proporcio-
nalidade escreve-se:

Pyet o E2. (51)

A mensagem importante na relagio é: a poténcia
vai com o quadrado da magnitude do campo que a
gera. E a oscilagdo do campo elétrico E que produz a
onda eletromagnética, a qual vai carregar a energia por
unidade de tempo, que, por sua vez, define a poténcia.
No caso do sistema binario, é a onda gravitacional
gravitacional que produz a poténcia irradiada. Por sua
vez, a onda gravitacional estd associada: (1) as massas
dos buracos negros, através da massa reduzida p; (2) a
distancia entre os buracos, pois é no processo espiral que
a distdncia mutua d varia a medida que a radiac¢do é emi-
tida. O momento de inércia 7 = ud? é a quantidade fisica
que contém essas duas grandezas das quais depende a
onda gravitacional. Entao, sabemos que a poténcia deve
depender do momento de inércia. Conclusao: é a variagéo
de Z que produz a poténcia P,y Do caso gravitacional.
Por outro lado, é a variagdo do campo E que produz
a poténcia P no caso elétrico. Isso sugere o seguinte
mapeamento do caso elétrico para o gravitacional:

Pelet — Pgrav
E—7T '

Implementando esse mapeamento na relagio ,
temodT0k

Pgrav X IQ~ (52)

A poténcia associada & onda gravitacional é emitida
na fase de orbita muitua dos buracos negros, que giram
com uma velocidade angular w. Espera-se que, quanto

16 Uma forma alternativa de estabelecer a relagio entre a poténcia
irradiada na forma de ondas gravitacionais e o momento de inércia
do sistema de massas compondo o sistema bindrio é o seguinte.
Ondas gravitacionais sdo emitidas quando quantidades enormes
de massa sdo deslocadas, assim como ondas eletromagnéticas
sdo emitidas por cargas em movimento acelerado. A equacdo da
poténcia total irradiada por um oscilador de cargas (oscilador
Herz) vai com o quadrado (da segunda derivada temporal) do
momento de dipolo elétrico associado—cf. a Eq. (12.8.28) da
Ref. [39], que é essencialmente a férmula de Larmor. De forma
similar, radiagdo gravitacional deve depender (da varia¢do tem-
poral) do momento de quadrupolo da distribui¢io de massa [§].
O momento de quadrupolo é essencialmente o mesmo que o
momento de inércia—vide-se e.g. o apéndice A da Ref. [49]. Por
analogia ao caso eletromagnético, que estabelece que Pgjet vai com
o quadrado do momento de dipolo, a poténcia total Pgrav da
radiagdo gravitacional deve depender do quadrado do momento
de inércia—exatamente como aparece na relagdo .
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maijor a rotagao, maior a emissao de ondas gravitacio-
nais, e consequentemente, maior a poténcia irradiada.
Resumindo, quanto maior w, maior Py,y. Logo, vale:

Pyray < w¥X, (53)

onde x é uma constante a ser determinada. A razdo
de a introduzirmos é: ndo sabemos se Pyra, vai com o
expoente linear de w ou algum outro valor de expoente
maior do que 1.

A relagao mostra que a poténcia elétrica Peet
depende também da constante elétrica €g:

Pelet X €p,

Por analogia, isso sugere que a poténcia gravitacional
Pyrav dependerd da constante da gravitacdo G, ou seja,
esperamos que valha o mapeamento

60—>G

na passagem do caso elétrico para gravitacional. Assim,
esperamos que

Pgrav o8 G’I, (54)

onde 77 é uma constante a ser determinada, pois nao
sabemos de antemao se Pyray depende de G, ou G2, ou
a3/ 2 ou qualquer outro expoente.

A poténcia gravitacional Py, também deve depender
da velocidade da luz c:

Pyrav e, (55)

onde ¢ é um expoente constante a ser determinado. As
razdes para isso sdo: (1) a poténcia é relacionada ao
fluxo de energia por unidade de tempo. A velocidade
da luz é medida em metros por segundo, ou seja,
metros por unidade de tempo. Tanto Pyray como ¢ sao
medidos “por unidade de tempo”; (2) a energia da
onda gravitacional viaja a velocidade da luz ¢, como
indicam as observagoes da colaboracdo LIGO (vide-se
o final da Secéo [2) em conjunto com as observagoes de
observatérios 6pticos (astronomia multi-mensageiros, ou
multimesseger astronomy [15, 22]).

As relagoes de proporcionalidade f sao atendi-
das simultaneamente se as combinarmos em uma mesma
relagdo de proporcionalidade:

Pyrav T2wXGN S,
Para substituir o sinal de proporcionalidade () pelo
sinal de igualdade (=), precisamos introduzir uma cons-
tante de proporcionalidade, que vamos chamar de a.

Com isso:

Pyray = aT?wXGcS. (56)
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Para determinar os expoentes x, 1 e ¢ fazemos uma ana-
lise dimensional da Eq. . A unidade de poténcia @

@mbrﬁﬁg}

_{ Nm

(kg %) m _ kgmw?

6

S S S
onde usamos que J = N'm pois o trabalho (uma forma de
energia) é dado por W = F'd cos 6, sendo 6 o angulo entre
F e o vetor deslocamento dE Entao [W] = [F][d] = Nm
e [IW] = J. Também usamos que F = ma para decompor
a unidade N.

Do lado direito de Eq. temos aZ?wXG"cC, onde
a é uma constante adimensional. Por isso, a andlise
dimensional da:

[aZ2WXG"c8] = [T2wXG"cC] = [T [w]X[G]"[c]¢

= [kgm?)? <r8;d)x [iign)zr r:r(,58)

onde usamos que a unidade do momento de inércia Z é,
cf. a Eq. :

[Z] = [md’] = [m][d]* = [ke][m]* = kgm®. (59
A unidade da constante de Newton G é encontrada a

partir da lei da gravitagao universal , i.e.

[Flrra]® _ [N]m]* _ Nm?
G| = = = . 60
S e P R
Como podemos suprimir a unidade radianos (rad) em
(58)), temos:

X N"m?27 m¢
(kg)?n ¢
_ (kg)(2—2n+n)m(n+4+2n+<) (61)
g(x+¢+2n) '
Pela Eq. , sabemos que:

[Parav] = [aT?wWXG"cS).
Logo, substituindo as Egs. e (61), temos:
(kg)l m?2 (kg)(2*2n+n)m(n+4+2n+c)

g3 s(x+¢+2n)

[aZ%wXG"e] = (kg)?m* (1>

S

i.e., igualando a poténcia de (kg) do lado esquerdo com
a poténcia do (kg) do lado direito e etc., obtemos o
sistema:

1=(2-2n+mn) (poténcia do kg) (5 =1
2=(n+4+2n+¢) (poténciadom) = < (= —5.
3=(x+¢+2n) (poténcia do s) x==6

17 Usamos o colchetes ao redor de uma quantidade fisica quando
queremos indicar que estamos interessados apenas em sua dimen-
séo, e.g. [F] = N, a unidade do vetor forga é o newton.

18 A rigor, a equacio W = F'd cos ) vale apenas no caso em que F
é forca constante [35]. Porém, ela é geral o suficiente para fins de
anélise dimensional.
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Substituindo os valores de {x,7,(} na Eq. (56)), resulta:

GT?wS

Porav = aZ?w8G e = o 5
c

(62)
Esta é Pgray aparecendo na Eq. (45]).

Agora que j& demonstramos as Eqs. e ([45)), basta
usa-las em conjunto com para provar a validade da

Eq. . Vejamos:

Gub_,
Piraa = Pgrav = Q?I
Gw® mM .17

O termo que vai com (r+ R)* pode ser eliminado usando
a Terceira Lei de Kepler na forma da Eq. :

G(M +m) G*3(M +m)*/3
2 M +m) 4 _
= RirP = (R+7r)" = 573
(64)
Substituindo em , resulta:
7/3,,10/3 2
—Pirrad = aG d (mM) (65)

S (m+ M2

Essa é precisamente a equacao derivada no contexto da
Relatividade Geral [5] se fizermos

_®2
==

Nao conhecemos uma forma de determinar a constante
« com base na fisica béasica da graduacao, sem empregar
Relatividade Geral, mas ji consideramos uma vitoria
a prépria possibilidade de determinar a forma
no contexto dos fundamentos de fisica acessiveis aos
estudantes familiarizados com o contetidos dos cursos
introdutdérios [35H37, 39].

(0%

(66)

5. O Balanco Energético Orbita-Ondas
Gravitacionais e a Massa de Chirp

Dissemos antes—no final da Secdo [B}—que a perda de
energia orbital pelo sistema orbital durante a sua fase
espiral é convertida em poténcia irradiada na forma de
ondas gravitacionais. Isso se traduz na equagao

7dEtot

dt
Entao, podemos identificar as Egs. e , para
concluir que:

3/5
(mMyF° 51 <1wuwdw> " e

-Pirrad - (67)

(m+ M)1/5 G \3a dt

Aqui aparece pela primeira vez a massa de chirp:

Mm)3/5
M:&+$w. (69)
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De fato, a quantidade M tem unidade de massa (quilo-
grama no S.I.). Logo,

/5
_ (1 e’
M—G <3aw 7 . (70)

A massa de chirp serd uma das quantidades fisicas
calculadas a partir dos dados medidos das ondas gravi-
tacionais. A palavra chirp significa chilreio e remete ao
som emitido por passaros, como um pequeno som agudo
correspondente ao aumento da frequéncia na onda so-
nora [47]. Analogamente, o aumento da frequéncia angu-
lar na coalescéncia de buracos negros aparece como o au-
mento de frequéncia da onda gravitacional, indicado pelo
arco luminoso nos painéis inferiores da Fig.[T]de deteccao
do evento de descoberta. Calcularemos o valor numérico
da massa de chirp para o evento GW150914 em breve.

Sabemos que a definicdo de frequéncia f em termos
do periodo T é [35]:

f===T=-. (71)

A frequéncia mede o evento a se repetir no movimento
harmoénico, que é equivalente ao movimento circular
uniforme [50]. Para um volta completa no sistema em
érbita circular [35], temos:

2

T="

(sistema de uma particula). (72)
w

Em um sistema binario, as massas sdo diametralmente
opostas e o sistema assume a mesma configuracao inicial
depois de meia volta de cada uma das massas. Por isso,
a frequéncia é duas vezes aquela tipica de um sistema
de uma particula, ou, o que é equivalente, o periodo da
onda gravitacional é metade daquele de um sistema de

uma particula:
r=" (sistema bindrio). (73)
w

Usando esta tltima equacdo na defini¢do de f, Eq. (71)),
temos:

1
=t w= 7 f (sistema bindrio). (74)
f w
Derivando ([74) com respeito ao tempo ¢:
dw df
a = ar %)

Substituindo w e dw/dt, cf. as Egs. e , na
Eq. (70), temos a massa de chirp em termos da
frequéncia:

M=o

/5
1 g3, q1y3df ’
i I (76)

3a
Esta é justamente a equagdo que aparece na primeira
coluna da pégina 3 do artigo de descoberta [9] da

Colaboragao LIGOE

19 Conforme a Eq. , a = 32/5, tal que 1/ (3a) = 5/96.
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A Eq. pode ser integrada desde o tempo inicial
t; do movimento espiral dos buracos negros em diregao
a coalescéncia, correspondente a uma frequéncia fi,
até um tempo subsequente t, correspondente a uma
frequéncia fs:

(inicio da coalescéncia)

(tempo arbitrario na fase espiral)

{t=t1%f=f1
t=t2—>f=f2

Essas serdo as nossas condigdes iniciais (ou de contorno).
Agora, manipulamos a Eq. (76) para isolar a frequéncia
e sua derivada do lado esquerdo;

- df G 5/3
f 11/3% = 3ar®/? <C3M> , (77)

e integramos dos dois lados:

f2 e 5/3 sty
fY3df =383 [ =M dt.  (78)
3
f1 ¢ t1

A integral do lado esquerdo da:
f2 ; 3 1 1
FR = -2 = - =7 )
" 8\ 1, 8/3 1 8/3
enquanto a do lado direito de vale:
to
/ dt = (tQ —tl) =T. (79)
t1

Basta substituir os dois tltimos resultados na Eq. ,
para obter:

1 1 /3 (GM)>/3
73 e oA / R (80)
1 2

Enfatizamos a interpretacdo das quantidades nesta ex-
pressdo: f1 é a frequéncia no inicio do processo de
diminuicio do raio orbital (comego da espiral para
o centro de massa) e fy é a frequéncia depois de um
tempo 7. A frequéncia f, é tratada como aquela relativa
ao evento de coalescéncia das massas no sistema binario
(frequéncia de chirp) e corresponde ao pico do arco
luminoso no painel inferior esquerdo da Fig. [l Como
fo > fi1 é uma 6tima aproximacgao considerar que fo
diverge:

fa = o0 (coalescéncia). (81)

Consideraremos isso abaixo. De fato, isolamos a quanti-

dade M na Eq. ,

1 1 P 1 1 :
M= lSM%T <f8/3 - 8/3>] (82)
1 2
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e passamos ao limite @ Logo,

e

1 1 &1

M= G 8a7r8/37f8/3
1

(83)

Essa equacdo mostra que podemos encontrar a massa de
chirp apenas determinando o tempo 7 e a frequéncia f;.
Acontece que essas quantidades podem ser lidas direta-
mente de graficos como os da Fig. [I| E dessa forma que
conseguimos comegcar a caracterizar o sistema de buracos
negros a partir da deteccao das ondas gravitacionais que
eles emitem quando do processo de coalescéncia.

O inicio do processo de coalescéncia no evento
GW150914 correspondente ao comeco do arco lumi-
noso amarelo-esverdeado no quadro inferior esquerdo
da Fig. [I}] O valor do eixo z associado a esse comego
d4 o tempo inicial t; ~ 0,34s; o valor no eixo y
estd relacionado a frequéncia inicial da coalescéncia
fi =~ 43Hz. O pico do arco luminoso acontece para
to = 0,43s, ele corresponde ao maximo de frequéncia,
atribuida ao chirp. Logo, 7 = t3 —t; ~ 0,09s, cf. a
Eq. . Substituindo esses valores numéricos de 7 e f;
na Eq. , obtemos M =~ 32M¢) onde M) = 1,9885 x
103 kg é a massa do Sol. Nesta estimativa, usamos a =
32/5, cf. a Eq. , bem como os valores das constantes
fundamentais: G = 6,6743 x 107" ' Nm2?kg % ¢, ¢ =
299792458 m/s.

A massa de chirp é uma medida da massa do sis-
tema bindrio associada a coalescéncia. Para o evento
GW150914 ela é maior que 30 vezes a massa de nosso
Sol. Esse ntumero é extraordinariamente grande e d4 um
indicio de que as massas individuais dos buracos negros
que colidem sdo igualmente enormes. Vamos investigar
essas e outras caracteristicas dos buracos negros nas
proximas duas segoes.

6. Raio de Schwarzschild e o Tamanho
do Sistema Binario na Coalescéncia

A coalescéncia do par de buracos negros provoca o
surgimento de um tunico buraco negro central e a sub-
sequente atenuacdo na emissao de ondas gravitacionais
(ring down) [9) P Uma caracteristica definidora de todo
buraco negro [52] é seu horizonte de eventos: trata-se de
uma regiao de dentro da qual nada pode emergir, sequer
a IUZE] Nossa préxima tarefa é dar argumentos que

20 Lembramos que limy—o0(1/z") = 0 onde n é um ndmero
positivo. Isso explica o desaparecimento do segundo termo no
paréntesis da Eq. (82).

21 O buraco negro remanescente da coalescéncia do sistema
binério deve ter continuado a emitir ondas gravitacionais—devido
a uma dindmica diferente da do par de buracos negros inicias
(modos quasi-normais e rotacdo s@o exemplos desses efeitos)—
com amplitudes e em frequéncias distintas daquelas de possivel
observacao pelo LIGO.

22 Para um artigo pedagdgico sobre a fisica de buracos negros
vide-se, e.g. [53]. O artigo [54] oferece uma perspectiva diferente.
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Figura 6: Foto do buraco negro M87* em Virgem capturada
pelo Event Horizon Telescope Collaboration e divulgada em 10
de abril de 2019. Este é um buraco negro supermassivo (com 6,5
bilhdes de massas solares) solitario no centro da galéxia M87.
Neste trabalho estudamos buracos negros de massas ordinarias
(da ordem de dezenas de massas solares) em sistemas binarios.
Imagem disponivel em <https://eventhorizontelescope.org>.

conduzem a equacao para o raio dessa regiao admitida
esférica[g_g] nas vizinhangas de um buraco negro, estabele-
cendo o ponto de nao-retorno de matéria e energia. Esse
raio é denominado raio de Schwarzschild, Rg [28].

Em 2019, tivemos a primeira foto de um buraco negro
(Fig. @ publicada pela equipe do EHT (Event Horizon
Telescope), cf. [59]. A colaboracdo LIGO-Virgo ofereceu
a primeira comprovacao direta da existéncia de buracos
negros através da detecgdo das suas ondas gravitacionais
em sistemas bindrios [9]. A colaboracio EHT trouxe a
comprovacao visual direta da realidade fisica dos buracos
negros

Indicamos também o trabalho [55]. Para nds, os livros de Kip
Thorne, Refs. [44] e [45], sdo a fonte mais completa (e excitante)
de informacdo sobre buracos negros e ondas gravitacionais para
o publico ndo especialista. Para uma referéncia nao-técnica em
portugués, consulte-se [56].

23 A regifio associada ao buraco negro é esférica pois acompanha a,
geometria da estrela, aproximadamente esférica, cujo colapso lhe
deu origem. Essa é uma caracteristica da métrica de Schwarzschild,
abordada em [53| e também em [57]. Um grau a mais de sofistica-
cdo é levar em conta a rotacdo do buraco negro em torno do préprio
eixo, o que conduz & solugdo de Kerr [58]. Apesar de oferecer
uma descricdo mais acurada para buracos negros astrofisicos, a
métrica de Kerr é uma solu¢do demasiadamente sofisticada para
abordarmos neste trabalho.

24 F preciso enfatizar que buracos negros isolados podem emitir
ondas gravitacionais por processos como a excitacao de seus modos
quasi-normais. Esses mecanismos sdo diferentes da dindmica de
um sistema bindrio de buracos negros (que irradia principal-
mente devido & variagdo temporal do momento de quadrupolo
de massa do par)[5, [§]. A distingdo dos processos de emissdo
leva naturalmente & padroes diferentes de ondas, com escalas
de amplitude diferentes. De fato, o buraco negro M8T7* estd
constantemente agregando matéria de sua vizinhanga, o que leva a
emissdo de ondas gravitacionais. Porém, M87* nao poderia ter sido
detectado pelos interferémetros LIGO-Virgo, pois a amplitude de
suas ondas gravitacionais jazem abaixo da curva de sensibilidade
dos detectores. A foto aqui mostra um buraco negro, mas ndo uma
fonte de ondas gravitacionais passivel de deteccao pela colaboragao
LIGO-Virgo.
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Um exercicio tradicional de um curso introdutério de
fendmenos mecéanicos é calcular a velocidade de escape
de uma particula (por exemplo, um foguete) a partir da
superficie de um corpo celeste (digamos, a Terra) [36].
Se aplicarmos esse raciocinio a uma particula de luz que
se move com velocidade ¢, encontraremos uma distancia
tipicas:

2GM

5 -

Rs = (84)

C

Para isso, precisamos da energia potencial gravitacio-

nal :

onde, no presente contexto, m é massa da particula-
teste, M é a massa do corpo central produzindo o campo
gravitacional e r é a distancia da particula m até o centro
da massa M. Usando nossos conhecimentos em fisica de
nivel introdutério, sabemos que a energia mecanica total
E é a soma da energia cinética K com a energia potencial
U, E=K+U. Logo:
1 45 GMm

Queremos calcular a velocidade escape,
UV = Vescape> (86)
que é aquela correspondente a

E=0 (energia minima). (87)
Este é o valor minimo de energia mecanica, o limiar
que garante a particula subir o pogo de potencial
estabelecido pela atracdo gravitacional esgotando toda
sua energia no processo. Essa energia mecanica nula cor-
respondente ao valor minimo de velocidade que permite
a energia cinética da particula compensar exatamente
a energia potencial gravitacional. Colocando F = 0 na

Eq. :

1 M
Roape = L , (88)

9 “escape r

onde a massa m foi convenientemente cancelada [Z]
A particula de luz sempre viaja a uma velocidade
constante igual a c. Entao, para a luz:

Vescape = C (particula de luz). (89)

Isso vai corresponder a distdncia

r = Rg, (90)

25 Dizemos que o cancelamento de m é conveniente pois a particula
de luz—a ser estudada abaixo da Eq. (88) como particula-teste—
ndo possui massa de repouso associada, mas apenas momento
linear.
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chamada de raio de Schwarzschild (que é, por defini¢ao,
a distdncia associada & velocidade de escape da luz).

Entao, de , e :

1, GM
2" Rg’
ie.
2GM
Rg = G2 (raio de Scharzschild) |, (91)
c

que ¢é justamente a Eq. (84]), como querfamos demons-
trar. O valor de raio em (91 estabelece o horizonte de

eventos em volta do corpo de massa M. Trata-se da
superficie limite de dentro da qual nada, nem mesmo a
luz, escapa porque seria necessario uma velocidade maior
do que ¢ para isso (0 que ndo existe na Natureza).

Estamos interessados, agora, em estimar qual é o raio
de Schwarzschild associado ao par de buracos negros
do sistema bindrio. Assim, a massa M que aparece
na Eq. deve ser mapeada para a massa total
do par, Miey:

M — Moy = (M +m), (92)
onde usamos a Eq. . Logo, para o sistema binériﬂ

2G(M +m)

Rg = 5 (sistema bindrio). (93)

c

Ademais, estimamos que os buracos negros do sistema
binario devem estar separados de Rg no momento em
que comecam a se juntar para formar um tinico buraco
negro. Temos, entao:

Rs — 71 = (R+7)

cf. a Eq. , e—inserindo em (93)—

(coalescéncia),  (94)
2G .

(R+71)=—5(M+m) (coalescéncia). (95)
c

Isso faz sentido: héa dois corpos, portanto, duas distancias
R e r até o centro de massa compondo o raio Rg e duas

26 Aqui temos mais um exemplo das nossas aproximacdes, que
ndo sdo rigorosamente corretas mas que facilitam o tratamento
quantitativo via mecénica newtoniana. Na Relatividade Geral, o
raio de Schwarzschild é definido a partir do estudo do horizonte
previsto pelo elemento de linha de Schwarzschild. Esse elemento de
linha descreve o campo gravitacional (tensor métrico) estatico com
simetria esférica no exterior da fonte. O valor de Rg calculado pela
Eq. leva a divergéncias no setor radial da métrica e produz
uma indeterminac¢do na sua componente temporal, produzindo o
horizonte de eventos da solugdo. Para encontrar o equivalente do
raio de Schwarzschild para o sistema binario no contexto rigoroso
da RG, precisariamos resolver as equacdes de Einstein para um
sistema de massas em movimento espiral. Isso levaria a uma mé-
trica ndo estdtica extremamente complicada (ja que esse sistema
nio exibe uma simetria simples que permita cdlculos analiticos),
cujo(s) horizonte(s) precisaria(m) ser determinado(s). A tarefa é
executada de forma numérica pela Colaboragao LIGO-Virgo e foge
completamente das possibilidades do nosso tratamento.
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massas distintas M e m formando a massa que aparece
na Eq. . Assim, para obtermos o raio e a massa total
do evento devemos considerar a soma das massas dos
burracos negros e sua distancia relativa.

A massa total M, em —e em —pode ser
determinada com a ajuda da Terceira Lei de Kepler e
da frequéncia de chirp. E isso que veremos na préxima
se¢ao.

7. Massa Total, Massas Individuais e
Massa Irradiada

7.1. A massa total do sistema binario

A massa total Mi,s € um dos parametros fisicos de

interesse para caracterizacao do par de buracos negros

coalescentes. Vamos, entao, estima-la em termos de uma

grandeza mensuravel a partir das ondas gravitacionais

emitidas pelo sistema binario.

Substituindo o resultado na Eq. , obtemos:
3
<;.12:—G(]w+m)3:>(M—|—m):7lc2 ,

[26(M + m)] 81/2Gw

ou, devido & Eq. , Miot = (M + m), e & Eq. ,
w=mf:

1 &

Mgt = ——=——.
ot 7T\/gG(fc

onde usamos f = f., a frequéncia de chirp. A identifi-
cagdo da frequéncia f com a frequéncia correspondente
ao chirp é razoavel, pois o raio de Schwarzschild, o
horizonte de eventos do buraco negro resultante do
processo de coalescéncia, deve corresponder ao instante
de emissao da radiacdo de frequéncia maxima fi.x: €
na coalescéncia indicada pelo chirp que nasce o buraco
negro central. Ademais, esse raciocinio indica que

fmax = fc

A Eq. mostra que a massa total do sistema binario
de buracos negros é uma quantidade calculavel a partir
da f., uma grandeza que pode ser lida diretamente dos
dados observacionais, como aqueles da Fig.

O pico do arco luminoso no quadro inferior esquerdo
da Fig. [If acontece em to = 0,43s (valor no eixo z) e
corresponde a fiax = fo = 307 Hz. Essa é a frequéncia
de chirp que estimamos para o evento GW150914.
A substituicdo desse valor em dad Moy = T4Mp.
Aqui temos a verificagdo de uma afirmacdo que fizemos
ao final da Segdo [5} as massas dos buracos negros
coalescentes sdo enormes. A soma das massas dos dois
buracos negros no evento GW150914 é 74 vezes maior
que a do nosso Sol 7]

(96)

(frequéncia de chirp). (97)

27 De acordo com nossas estimativas Mioy = 74M®. O valor
depreendido do artigo de descoberta da colaboragio LIGO é
Mot = (66 + 11)M®7 cf. as grandezas apresentadas na Tabela I
na Ref. [9] e suas incertezas. Nota-se a compatibilidade de ambos
os valores para Mot dentro do intervalo de incerteza da medida
do LIGO.
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7.2. As massas individuais dos buracos negros

O objetivo agora é isolar M e m em termos de M €
M. Queremos isso para calcular as massas individuais de
cada buraco negro usando os dados observacionais que
fornecem os valores de M e M através das Eqgs.

e (96)). Escrevendo e juntas:

Mtot =M+m
M _ (Mm)S/S (98)
(M+m)i/s
Isolando m na primeira equagado do sistema, temos:
m = (Mtot — M) (99)

Inserindo na segunda equagao do sistema ,
obtemos:

M® — 3Mo M® 4+ 3MZ, M* — M2 M? + M° My = 0.
(100)
Se pudéssemos encontrar M como solucdo desta equa-
¢ao algébrica, entdo bastaria substituir o valor de M em
, em conjunto com o valor observacional de M,
para determinar m. Todavia, a Eq. é uma equagao
de sexta ordem em M e ndo tem solugdo analitica. Por
isso, precisamos buscar um outro método de solugao do
sistema . Seguindo a Ref. [49], propomos que a massa
m deve ser uma fracdo ¢ da massa total Mi:

onde 0 < ¢ < 1 (por definicio, i.e. m < Mio).
Substituindo (101)) na primeira equagio do sistema 7

tem-se:

(101)

M = (1 &) Mo (102)

Se conseguirmos calcular &, entao as Eqgs. (101]) e (102)

permitem obter m e M, as massas de cada buraco negro
no sistema bindrio. Para obter £, usamos —a qual
é a segunda equacgao do sistema —em conjunto com

as Egs. (101) e (102). Veja:

_ (Mm)3/5
M= mys
C{[(1 = O M) [EMioe] )25 )
T {1 = &) Miot] + [EMioe }1/5 (€ — €2%/5 My,
5/3
e —¢+ (]\/4\:)1;) =0,

que é uma equacgao do segundo grau na variavel £, cuja
solucao é dada pela férmula de Baskara:

1 1 5/3
i G
2 4 Mo
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Tomamos o sinal negativo em sem perda de
generalidade: o sinal positivo apenas forneceria o valor
complementar a £ no intervalo entre 0 e 1. Para que o
argumento da raiz seja positivo (o que significa que £ é
real, para que M e m sejam reais!), devemos ter

M \?/3 !
Mtot 4,

0 que implica no vinculo:

Mior > (4)*°M,

(104)

ou Moy > 2,297 M. Este vinculo é a mesma coisa que:

[ M < 0,44M;c. ] (105)

Essa relacdo é importante do ponto de vista pratico:
precisamos estimar os valores de fi, f. e 7 a partir
dos dados observacionais—como aqueles da Fig. [[}—que
levem, através das Egs. e , a valores de M e
M, satisfazendo . Do contrario, nossa estimativa
de f1, f. e T nao foi boa o suficiente e precisamos retornar
aos graficos dos dados para refazer a estimativa desses
observaveis. Se M e M. ja satisfazem o vinculo ,
entao calcula-se ¢ pela Eq. . O ultimo passo é usar
o valor de ¢ (e de M) para encontrar m e M através
das Egs. e (102).

Exemplificamos, agora, esse procedimento para o
evento GW150914. Conforme estimado no tltimo para-
grafo da Secao 5} f1 = 43Hz e 7 = 0,09s; isso resultou
em M = 32Mg. Ademais, estimamos f, = 307Hz
ao final da Secéo o que leva a My = 74Mg).
Com isso, podemos encontrar (0,44My) = 32,6Mq
que é ligeiramente maior que M, satisfazendo o vinculo
(105). Entao, podemos prosseguir e estimar o valor de &
substituindo os valores M = 32M¢a e My, = 74Mg
em . O resultado é £ = 0,4. Colocando esse
valor e o resultado M, = 74Mg nas Egs. e
(101) encontramos a massa do buraco negro primario
M = 44Mg e a massa do buraco negro secundario
m = 30Mg. Sao colossos colidindo no espago. Isso s6
poderia resultar em um evento extremamente energético,
conforme abordaremos na préxima Subsegéoﬁ

7.3. A massa irradiada na forma de ondas
gravitacionais

Nosso proximo passo é encontrar a expressao para
calcular a energia total irradiada FEi,.q pelo sistema

28 Estimamos M = 44M, e m = 30Mg). A Tabela I da Ref. [J]
da colaboragdo LIGO apresenta os valores M = 361LZM® em =
29fiM®. O significado da notacdo M = 36f2M@ é o seguinte: o
valor de M pertence ao intervalo (36 —4) Mg < M < (36 +5) M),
ou seja, 32M® <M< 41M®. Isso torna a nossa estimativa de M
compativel com a do LIGO no intervalo de “dois sigmas”, ou seja,
se somarmos 2 X (45) ao valor nominal M = 36M¢, do LIGO. Por
outro lado, a nossa estimativa para m é compativel com o valor
correspondente do LIGO, 25Mg < m < 33Mg), dentro de um
sigma (i.e., dentro do intervalo de incerteza).
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bindrio no momento da coalescéncia através da emissao
das ondas gravitacionais. Para isso, substituimos o valor
do raio de Schwarzschild (separagao de buracos negros na
coalescéncia) na equagdo para energia mecanica orbital
do sistema. Entao, inserindo a Eq. na Eq. ,

temos:

Mm

1
ek (106)

Eirrad =

Note que o sinal negativo aparece porque a energia é
perdida pelo sistema bindrio. Essa energia é carregada
para longe da fonte pelas ondas gravitacionais.
Segundo a equacao de Einstein para a equivaléncia
massa-energia [40], E = mc?, podemos escrever

Eirrad = MirradCQ- (107)

Comparando as duas ultimas equagoes, (L06]) e (107]),
concluimos que a massa irradiada por ocasido da coales-
céncia é:

Mm

arem | (108)

1
Mirrad = 1

(Obviamente desprezamos o sinal negativo da Eq. (106
cujo o significado estd ligado a dissipagdo). Lembre-
se a definicao para a massa reduzida; entdo, a
Eq. mostra que a massa irradiada na forma de
ondas gravitacionais é um quarto da massa reduzida do
sistema bindrio: Miyaq = /4.

Na se¢do anterior estimamos os valores M = 44M,
e m = 30Mg para os buracos negros do evento
GW150914. Colocando esses valores na Eq. leva a
Eirrag = 4x1017J = 2,5x10%* TeV (onde usamos 1eV =
1,602 x 10719 J). Para colocar esse resultado em pers-
pectiva, o acelerador de particulas LHC foi projetado
para operar com uma energia maxima de colisdo igual
a 14 TeV [60] (hoje o CERN opera esse equipamento,
a maior maquina ja construida pela humanidade de
acordo com muitos pardmetros, a 13 TeV). A energia
emitida na coalescéncia de buracos negros do evento
GW150914 emitiu um trilhdo de trilhdo de vezes mais
energia do maximo que a humanidade pode produzir em
um experimento hoje.

Uma comparacao mais justa talvez seja aquela com a
energia que o nosso Sol pode emitir em todo seu ciclo
de vida. Estima-se que o Sol emitird 1% de sua massa
total na forma de radiagdo, i.e. 0,010 ). Por outro lado,
a massa irradiada no evento GW150914 é encontrada
pondo M = 44M¢z e m = 30Mp em , o que d&
Mirraq = 4M®ﬁ

29 A Secdo VI da Ref. [9] apresenta o valor de Miaq =
3, Ofg’gM@ para o equivalente em massa da energia total irradiada
no evento GW150914. Nosso valor de Mirraq = 4Mg) é compativel
com o do LIGO no intervalo de incerteza de dois sigmas.
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7.4. Estimativa do maximo de energia irradiada
em fungao do balango de massas

Imagine que fosse possivel ajustar os valores das massas
individuais M e m dos buracos negros no sistema binario
a nossa propria vontade. Isso seria feito regulando o
valor do parametro £, em termos do qual as massas
dependem—cf. as Egs. e (102). Assim, para uma
dada massa total fixa M., poderiamos nos perguntar:
Qual é o balanco de valor das massas que permite
maximizar a energia total irradiada Fiot na forma de
ondas gravitacionais? E claro que nds nao podemos
ajustar o valor das massas, mas a Natureza o faz por
amostragem estatistica; afinal, h4 incontaveis sistemas
de buracos negros binarios nas bilhdes de galdxias do
Universo. Entéo, a pergunta faz sentido.

Para encontrar o valor de £ que maximiza Fyo
procedemos em dois passos. Primeiro, escrevemos Fio

em funcao de £ ao substituirmos (101)) e (102]) em (106]):

1
Birraa(§) = —7€(1 = &) (Mior ). (109)
O segundo passo é derivar a fungdo FEjyaq(§) com
respeito & £ e igualar o resultado a zero [29] B33]:

d

dié.Eirrad(g) = _i(l — 26)(Mt0t02) = 0’

i.e.
1 , .
¢ = 3 (méximo de Firrad)-

Inserindo esse valor de ¢ de volta nas Eqs. e (102)),
concluimos que a energia irradiada é méaxima se M =
m = (Mot/2), ou seja, se a massa dos dois buracos
negros do sistema bindrio forem iguais.

No evento de descoberta, de acordo com as estimativas
da Colaboragdo LIGO-Virgo [9], temos a massa do bu-
raco negro primario M = 36'_"2M@ e a massa do buraco
negro secundario m = 29J_riM®, de modo que M ~ m
se levarmos em conta o intervalo de incertezas. Por
isso, a energia irradiada foi tdo grande quanto poderia
ser. Essa é a razao dos lideres da Colaboracao LIGO
terem afirmado que tivemos muita sorte em detectar
justamente o evento GW150914, quase que de imediato
ap0s a entrada do observatério em operacao, depois dos
melhoramentos de instrumentacao em 2015 [43], [47].

7.5. Estimativa da distancia de separacao inicial
dos buracos negros e do raio de coalescéncia

Na Segao @ aprendemos a estimar a massa total Moy
do par de buracos negros no sistema binario. Esse
resultado pode ser usado para encontrar a distancia de
separacao dos buracos negros no inicio da coalescéncia.
De fato, considere a Terceira Lei de Kepler na forma:

9 GMio
w" = 3 .
T
rel

(110)
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Aqui, inserimos a Eq. (34) em e usamos a defini¢ao
. Sabemos pela Eq. (74), que a frequéncia angular
do sistema binério é w = 7 f, onde f é a frequéncia da
onda gravitacional. Usando essa informacdo na equagao
acima, resulta:

(C;—]w-tot)l/3
()23

ro = (raio do sistema binério).

(111)
Na nossa notacao, fi é a estimativa para frequéncia da
onda no inicio da coalescéncia. Por isso, usamos f = f
na Eq. para encontrar o tamanho 7y do sistema
binario no inicio da fase espiral.

Para o evento GW150914, estimamos f; = 43 Hz, com
base na Fig.[1] e Mo, = 74M), na Se(;éo Colocando
esses valores em , obtemos rg ~ 815km como o
tamanho inicial do sistema binario.

Em contrapartida, o raio do horizonte de eventos do
buraco negro resultante da coalescéncia é dado pelo raio

de Schwarzschild, Egs. e :

-T2

(raio de coalescéncia). (112)

Tc

C

Essa é a expressao de cédlculo para o raio de coalescén-
cia 7.

O evento de descoberta, com M, = 74Mp pelas
nossas estimativas, leva a r. ~ 220km, que é cerca de
quatro vezes menor do que o raio orbital inicial 7. Como
esperado, o horizonte de eventos do buraco negro central
é mais compacto do que a érbita inicial dos buracos
negros isolados. Alids o raio do horizonte de eventos de
cada buraco negro no evento de descoberta é encontrado

empregando a Eq. (91)):

2GM
RY = % ~131km e
2G
BT =""" o g0km  (GW150914).

cz

O diretor executivo do laboratério LIGO (Caltech),
David Reitze, deu a estimativa grosseira de 150 km
para o tamanho dos buracos negros coalescentes na
conferéncia de imprensa para anunciar a descoberta do
evento GW150914 [47].

As distancias rg e 7. caracterizam o sistema bindrio
in situ. Uma outra distancia que pode ser estimada com
os dados da Colaboragao LIGO-Virgo é aquela entre os
buracos negros emissores das ondas e os detectores delas.
E 0 que faremos a seguir.

8. Intensidade da Radiacao, Strain e a
Distancia entre a Terra e os Buracos
Negros

Nesta secao, estabeleceremos a distancia do sistema
binério emissor até os detectores na Terra usando o valor
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da amplitude da onda gravitacional, a expressao para a
poténcia irradiada e um pouco de andalise dimensional.

A frequéncia f da onda gravitacional estd relacionada
a velocidade angular orbital w do par de buracos negros
no sistema bindrio pela Eq. : w = wf. Substituindo
esse resultado em , obtemos a poténcia irradiada
Pirag em termos de f:

G/ 10 (mM )2
) — 3\
Piragd = « = (mf) (m+ M5 (113)
A intensidade [;;;aq da radiagdo gravitacional é defi-
nida como poténcia por unidade de area:

Rrrad
Iirrad = A

(114)

onde A é a area da casca esférica correspondente a frente
de onda da radiagdo gravitacional. Seja p o raio dessa
casca esférica. Entao, a sua area é calculada pela férmula
conhecida da geometria tridimensional [33] [34]:

A = 4rmp?. (115)

Imaginamos que os observatorios LIGO detectam a onda
quando essa frente de onda esférica de raio p atinge a
Terra. Entao p é também a distdncia entre a Terra e o
centro de massa do sistema binario de buracos negros
coalescentes.

A intensidade irradiada pode ser escrita em termos
do strain h, que é a amplitude da onda gravitacional. O
strain é a quantidade que aparece no eixo y dos painéis
superiores na Fig.[IJe d4 conta da magnitude de oscilac¢ao
(vertical) no padrao vibracional da onda gravitacional.
Para formular Iliy;aqa = Liaa(h), perceba-se que, cf. a

Eq. :

Iirrad X Pirrad . (1 16)

No caso eletromagnético, vimos que a poténcia é
proporcional a densidade de energia u, e a densidade
de energia u é proporcional ao quadrado do campo
elétrico—vide-se a Eq. :

1
2

Pelet 0.8 EoE At.
Na onda eletromagnética, o campo elétrico oscila e por
isso tem um padrao cossenoidal. Em verdade, uma onda
plana monocromatica que se propaga na direcao do eixo
z de um sistema Cartesiano terd um campo elétrico dado
por [39]:

(117)

E = Ecos(kz — ket)2, (118)

onde &£ é a amplitude do campo elétrico e k é o niimero
de onda. O produto kc forma a frequéncia angular da
onda eletromagnéticam O vetor unitario & indica que

30 A nossa Eq. (118) aparece no Capitulo 12 da Ref. [39],
Eq. (12.4.9) com ¢ = 0, pois aqui tomamos a fase da onda J como
nula, sem perda de generalidade.
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o vetor campo elétrico E aponta na direcdo do eixo .
Com a Eq. (118) fica facil aceitar que a poténcia elétrica
(117) é proporcional ao quadrado da amplitude &:
1
Paet x €0E%2— (elétrico). (119)
At
No anélogo gravitacional de (119, em vez da ampli-
tude do campo elétrico £, nés temos o strain h. De fato,
veremos na Secao|l0|que a equacao da onda gravitacional
é do tipo hy = hcos(wt), a qual é similar & (118) e
aponta que h é a amplitude da onda. Entao, a relagao
(119) é mapeada para:
Rrrad X C;ﬂpc(sfeh2

(gravitacional), (120)

onde aparece a constante gravitacional G (no lugar da
constante elétrica ey) e aparece também a velocidade da
luz ¢ (que leva em conta a velocidade com que a radia-
¢do gravitacional se propaga). Ademais, introduzimos a
frequéncia f em pois ela traz informagcéo sobre a
onda gravitacional ao mesmo tempo que inclui a unidade
s71, a qual é necessiria para compor a unidade de
poténcia. Na Eq. , escrevemos as constantes 1, § e €
que precisam ser determinadas por andlise dimensional.
De fato, por definicdo—vide-se Eq. :

[poténcial [energia] J
[I irrad] = , = 7 =
[Areal [tempo][drea]

s x m2’
(121)

Por outro lado, pelas Egs. (116]) e (120)), temos:
Iirrad X Gwcéf€h2a

ou, introduzindo a constante de proporcionalidade adi-
mensional 3:

Tiraq = BGYE fER2. (122)
Desse modo:
[Iirrad] = [ﬁ] [G]w[c]é[f]e[h]Qv
com [f] = 1. Como o strain é definido como uma

quantidade adimensionalﬂ [h] =1 e ficamos com:
[Traa] = [GI[°[£1,
onde [G] = Nm*/(kg)?, pela Eq. . Além disso, [c] =

m/s. Entdo:
o= [ie] (2)'(5)"

31 A razdo para isso vem da Relatividade Geral [§]. O strain h
é formado como uma perturbacdo na métrica do espaco-tempo
plano (métrica de Minkowski). A métrica é uma quantidade que
determina a trelica de coordenadas sobre a superficie do espago-
tempo. A métrica é uma quantidade adimensional e, consequente-
mente, h também o é. Quem carrega as dimensdes de comprimento
na descricdo da geometria do espaco-tempo sdo as coordenadas
{Iv Y, 2, t}

(123)
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Determinamos 1, d e € igualando (121)) com (123):
J=9)
T s@Hote) w m-(Bvte)

s x m2

A igualdade se estabelece para:

1= (-v)

b =—1
l=4v+d+e) =4¢06=3
2= —(50+0) €=2

Finalmente, inserindo os valores de v, 0 e € acima na

expressao (122) de I,,q4, temos:

C3f2
G

Tiraq = B—5—h2. (124)
Essa é a intensidade da radiagdo gravitacional emitida
pelo sistema binario em funcao do strain h e da frequén-
cia f da onda. Ela permite encontrar a distdncia p entre
a Terra e o sistema binario.

Para isso, basta substituir as Eqs. (115]), (113]) e (124))
na ((114):

563f2 h2 B 1 G?/S

(mM)?
G (4mp?) T

(m + M)2/3°

(r )10/

Queremos calcular a distancia p. Vamos isolar essa
quantidade:

) 1 g 1/2 G5/3 7_‘_7/6](-2/31 (mM)
3 A I (m+ M)

2

A frequéncia f na Eq. é aquela que corresponde
ao strain; dizendo de outra forma h é uma funcéo
da frequénciaﬁ Por isso, o valor de f relacionado ao
méaximo de amplitude A da onda gravitacional deve
corresponder ao maximo de frequéncia da onda, que é
justamente a frequéncia de chirp f = f.. Referimos
o leitor & Fig. [[} o pico do padrdo oscilatério no
painel superior esquerdo (o valor de h para o evento
GW150914) corresponde ao pico do arco luminoso no
painel inferior esquerdo (que da a frequéncia de chirp).

Até onde vai nosso conhecimento, ndo é possivel
determinar a constante de proporcionalidade adimen-

sional B das Egs. (124) e (125) sem o tratamento
a>°| |5, 18]

(125)

relativistico complet . Seguir a abordagem da
Relatividade Geral para ondas gravitacionais, como feito

32 O painel superior esquerdo da Fig. mostra que h é uma funcao
do tempo t, i.e. h = h(t). O painel inferior esquerdo da mesma
figura mostra que f também é uma fungdo do tempo: f = f(¢).
A forma da curva f(t) é um arco ascendente, ou seja, f(t) é uma
funcdo monotdnica crescente. Por isso, a func@o f(t) pode ser
invertida e escrita como t = ¢(f). Quando isso é substituido na
funcdo de h(t), temos h = h(t(f)), ou simplesmente h = h(f). Isso
informa que o strain h é uma fungdo da frequéncia f da onda.

33 O mesmo tipo de limitacdo apareceu na deducdo da Eq.
para Pj.raq envolvendo a constante de proporcionalidade «, a qual

é dada por .
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na Ref. [27], foge do escopo deste trabalho. Ainda assim,
para permitir a estimativa numérica de p, usaremos o
valor de 3 conhecido da teoria relativisticas:

™

8= 5" (126)
Note-se que 8 ~ 1,571 é da ordem de 1 e nao teria sido
um erro muito grave (nem para a estimativa dos valores
numeéricos, nem para a forma funcional das quantidades
Tirraq € p) ignorar B em 7 i.e. adotar 5 ~ 1.

Substituindo os valores de « e 3, Egs. e ,
em , resulta:

4 G531
r= A

mM

)2/37
(m+ M)1/3°

(127)

Essa é distancia entre o sistema binédrio e os observa-
torios LIGO-Virgo na Terra. Extraimos os valores de h
e f = f. diretamente dos dados observacionais—figuras
como a Fig.[1} As massas M e m sdo calculadas conforme
a explicagdo entre as Eqs. e (103)). Com o conjunto
de valores {h, f.,m, M} e a Eq. (127)), calcula-se p.

Para o evento de descoberta GW150914, estimamos
anteriormente que f. = 300Hz, m = 30Mg e M =
44Mc. O painel superior esquerdo da Fig. [I| d4 o valor
do strain; cujo valor corresponde ao pico do padrao
oscilatdrio em vermelho (valor no eixo y relativo a altura
méxima): h ~ 1,2 x 1072%, Inserindo esses valores na
Eq. dé p ~ 2bilhdes de ano-luz. O ano-luz é uma
medida de comprimento igual & distancia que a luz pode
percorrer no vacuo durante um ano terrestre; 1 ano-
luz vale 9,4607 x 10 m. A Colaboracio LIGO-Virgo
estima a distancia entre a Terra e o evento GW150914
em 1,3 bilhdes de anos luz [43, [47], o que significa
que a coalescéncia que emitiu as ondas gravitacionais
detectadas pelos observatérios em 2015 aconteceu a mais
de um bilhdo de anos atras, numa era em que a vida
na forma de organismos multicelulares estava apenas
comegando a se espalhar pela Terra [47].

9. A Diminuicao da Distancia Orbital na
Fase Espiral e a Frequéncia de Chirp

Na Secéao [3] estudamos a dindmica orbital do sistema
binario. Comegamos assumindo uma Orbita circular em
torno do centro de massa do par de buracos negros.
Entao, relaxamos essa caracteristica argumentando que
a energia orbital do sistema variava: parte da energia
mecanica do sistema era perdida através da emissao
de ondas gravitacionais. De fato a Eq. mostrou
que Fio depende da frequéncia orbital w, a qual esta
associada a frequéncia f da onda gravitacional. O fato
de que (dFEiot/dw) pode ser diferente de zero—cf. a
Eq. (41)—leva a poténcia irradiada Pi;.q dada pela
Eq. (67).

Mostraremos nesta se¢do que a energia orbital perdida
resulta na diminuicao da distdncia de separagdo entre os
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buracos negros. Por essa razao eles espiralam em direcao
ao centro de massa e coalescem. Verificaremos também
que, ao espiralarem, os buracos negros aumentam a
sua velocidade orbital, o que se reflete no aumento da
frequéncia orbital e, portanto, no aumento da frequén-
cia da onda gravitacional até a derradeira emissao da
frequéncia de chirp f..

9.1. Separagao dos buracos negros na fase espiral

Dado o contexto acima, consideremos novamente a
Eq. (L10):
(nf)? = —5—,

Trel

(128)

onde f = f(t) € Tel = Trei(t): 0 raio de separagio dos
buracos negros diminui a medida que f aumenta, ja
que rf’el o 1/f2. Derivando a equacdo com respeito ao
tempo, da:

7T2(2ff) = (GMtot)(_STr_e;l";rel)a
que é o mesmo que
2 f GMtot > < 'fjrel >
T 2= | = -3 .
(rf) < f> ( Trel Trel
Usando (128)) do lado esquerdo da dltima equagdo para
eliminar (7 f)2, obtemos:

7"re1 o 2 f

Trel B 3]“

a qual é uma relagdo obtida também no tratamento
relativistico—cf. a Eq. (4.24) da Ref. [5].
O lado direito de (129) pode ser especificado com a

ajuda da Eq. :

(129)

5/3
U3 = 30n8/3 <CG3M> :

que é o mesmo que:

; 5/3
S (f%)3am®/3 (CG3M> . (130)

f

Ademais, é possivel inverter a Eq. (83]) para encontrar a
frequéncia em termos da massa de chirp:

pa_ 1 1(GM —8/3
T 8amd/3 T\ 3 ’

Nesta expressao,

(131)
T=(ta —t1) = (t. — 1), (132)
i.e., tomamos to = t. como o instante em que ocorre a

coalescéncia. Em (131)), também usamos f; = f, pois
f1 é a frequéncia do inicio da observagao da dinadmica
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orbital do sistema binario, a qual acontece no tempo
t1 =t que decidirmos (arbitrario, a nosso critério).
Inserindo (|131)) no lado direito de ([130)), encontramos:

f 31
LA 133
f 8r (133)
Substituindo (133 em (129) resulta
Trel 11
=--= 134
Trel 4T ’ ( )

que é uma equacao diferencial de primeira ordem se-
paravel e facilmente integravel. Em verdade, escrevendo

Trel = dgtel e empregando em :

/72 drea 1 /t dt’
Ro Trel 4 to (te _t/)’

sendo Rg (R) o valor da distdncia de separagdo dos
buracos negros no sistema bindrio no tempo inicial g
(tempo posterior t)@ Por consisténcia, 79 = t. — tg.
Resolvendo as integrais de cada lado na tltima equagéo:

1
In 7yl 75, = *1[* In(t, —t")];,,
ou
1/4
te—1t
In— =1In ,
0 te —to
ou ainda,

(135)

R(t):R0<tc_t>l/4,

te — 1o

onde tg < t < t.. A medida que o sistema binario tende
4 coalescéncia, t — t. e o numerador de tende
a zero, i.e. a distdncia de separacdo entre os buracos
negros vai a zero, por isso eles se chocam e coalescem no
unico buraco negro central. Essa caracteristica pode ser
confirmada no grafico da funcdo R(t), construido com a
funcdo na Eq. (135). O gréafico de R(t) em unidades de
Ro aparece na Fig.

A colaboragdo LIGO mede Rg = rg (raio do sistema
bindrio em ¢ = ;) em unidades do raio de Schwarzschild
do conjunto, i.e., em unidades do raio de coalescéncia
re = Rg (em t = t.; vide-se a Se¢ao . Entao, o
grafico de é a a medida de separacao dos buracos
em unidades do raio de Schwarzschild do sistema binério.
Para o evento GW150914, vale tg = t; = 0,34s e t. =
0, 43 s; fazemos o tempo t variar partindo de 0,25 s (para
coeréncia com a escala da Fig. 2 de [9]), passando por
ty = 0,34s, até atingir o valor t. = 0,43s. A curva da
Fig. [7] corresponde justamente a curva preta no painel
inferior da Fig. 2 no paper de descoberta [9], a qual foi
reproduzida em nossa Fig. [§| para conveniéncia do leitor.

34 De acordo com a notacio do final da Secio podemos
escrever Rg = 9.
35 Dizer que R(t) é dado em unidades de Ro é o mesmo que
afirmar que a curva da Fig. [7] é construida tomando os valores do
eixo x como os valores do tempo t e os valores do eixo y como a
raziao y = R/Ro.
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0.25 0.30 0.35 0.40

Figura 7: Grafico da separacdo dos buracos negros do sistema
bindrio em funcdo do tempo. O gréfico foi construido com a
equacdo para R(¢) encontrada neste trabalho—Eq. . E
notavel a semelhanca dessa curva com aquela apresentada na
Fig. 2 da do paper de descoberta [9] da Colaboracdo LIGO,
curva em preto—vide-se a reproducdo na nossa Fig.

T T T T
Inspiral Merger Ring-
down
1.0 - -
,':T
1 0.5 % i
= '\ /) |
—00\ 7/ \ [/ \ —]
2-05 s
%]
-1.0 = Numerical relativity 7
I Reconstructed (template)
I T | |
T T T T o
= <
L06} =4 =
> — Black hole separation 43 §
£ 0.5 H ! ) o
8 0.4 === Black hole relative velocity = D "é
o 41 ©
> 03FE | 1 1 1 0 8
(7]

0.30 0.35 0.40 0.45
Time (s)

Figura 8: Fig. 2 do paper de descoberta [9] da colaboragio
LIGO para o evento GW150814. O topo da figura representa
quatro momentos sucessivos da dindmica do sistema binério: a
fase espiral (Inspiral) comeca com uma separacdo maior entre
os buracos negros (a esquerda), evolui para uma configuracio
de menor separacdo e maior velocidade orbital relativa, a qual
culmina com a coalescéncia (Merger), onde a distancia de
separacdo despenca e a velocidade diverge; apés a coalescéncia,
resta o (nico buraco negro na fase transiente chamada Ring-
down (a direita). Todas essas fases da dindmica do sistema tém
reflexos nas curvas de separacdo (em preto no painel inferior),
de velocidade (em verde, painel inferior) e da amplitude da onda
gravitacional ou strain (curva vermelha, painel intermediario).
E evidente que o strain é méximo no momento da coalescéncia
dos buracos negros e se atenua durante o ring-down. Fonte:
Ref. [9].
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A coincidéncia de nosso tratamento nao-relativistico
com o resultado numérico relativistico rigoroso da equipe
LIGO é notavel.

9.2. Velocidade de coalescéncia e frequéncia de
chirp

A velocidade de coalescéncia pode ser definida como V =
R. Assim, derivando (135]) com respeito ao tempo t:

v =1 Re_(te—to)™
A (te—to) \ te—t ’

cujo valor absoluto, em unidades de velocidade da
luz ¢, é:

1 L \3/4
VI_Wt (tc tO) 7 (136)

c  cd\t.—t

onde usamos Vy = Ro/(t. — to). Lembre-se que tg <
t < t., ou seja, a medida que t se aproxima de t., o
denominador de tende a zero e a velocidade rela-
tiva dos buracos negros |V|/c diverge. Isso significa que
a colisdo dos buracos negros do sistema binario acontece
a velocidades relativisticas e, a rigor, o tratamento nao-
relativistico deste artigo falha préximo a coalescéncia.
Ainda assim, textos rigorosos como a Ref. [5] reportam o
mesmo resultado que o nosso e, talvez o mais importante,
a coincidéncia da curva V(t) que encontramos com
aquela da Colaboracao LIGO-Virgo em [9] é notével@
De fato, compare-se a curva verde do painel inferior da
Fig. 2 no artigo [9]—reproduzida em nossa Fig. [8}—com
o gréfico da funcdo [V(t)/c| na Fig. [0}
A Eq. é 0 mesmo que:

1 /GM\ 8 1
f (’”w( 3 > Bata— 075

Esta é a equacao para frequéncia f da onda gravitacional
emitida pelos buracos negros no movimento espiral em
direcao a coalescéncia. Ela é calculada em um tempo ¢,
tal que t; < t < t. e t. é o instante em que ocorre a
coalescéncia. Em t = t., 7 = (t. — t) — 0 e a frequéncia
fe = f(te) divergem A curva da fungdo f(t) conforme
a Eq. aparece na Fig. Esse comportamento
funcional corresponde ao arco luminoso ascendente na
Fig. 1 do paper de descoberta do evento GW150914—
reproduzida em nossa Fig. [I} vide-se os painéis inferiores
correspondentes aos graficos de frequéncia por tempo.

(137)

36 F preciso pontuar que o grafico da velocidade na Fig. 2 da
Ref. [9] foi construido com uma fungio diferente daquela na nossa
Eq. (136). Em verdade, a Colaboragdo LIGO-Virgo preferiu a
equagio v/c = (GMiosmf/c®)'/3, onde a frequéncia f para a
onda gravitacional é calculada usando relatividade numérica. Essa
equacdo é um pardmetro poés-Newtoniano que aparece em um
processo de aproximagao bem definido no contexto da relatividade
geral [61].

37 Note-se que (GM/c?) tem dimensdo de tempo (segundo, no
S.I.). Por isso, o lado direito da Eq. realmente tem unidade
de frequéncia (Hz, no S.I.).
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Figura 9: Grafico da velocidade orbital relativa dos buracos
negros no sistema binario em funcdo do tempo de acordo com
a Eq. (136)). A curva de [V/c| tem o mesmo comportamento da
curva verde na Fig. [§
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Figura 10: Grafico da frequéncia da onda gravitacional emitida
pelo sistema binario em funcdo do tempo de acordo com a
Eq. . Usamos os valores M = 32Mg e t. = 0,43s
que estimamos para o evento GW150914. Perceba-se como essa
curva tem exatamente a forma medida pela colaboracio LIGO:
o arco luminoso no painel inferior esquerdo da Fig.

A Fig. [I0] permite entender, a partir de fisica ba-
sica, a natureza frequéncia de chirp, que foi um dos
protagonistas nas conferéncias de imprensa divulgando
a descoberta das ondas gravitacionais e a primeira
detecgdo direta da existéncia material de buracos negros

na Natureza [43] [47].

10. A Forma Funcional da Onda
Gravitacional e os Modos de
Polarizacao

Observe-se a Fig. B Ela ¢ a reproducio da Fig. 2
no artigo [9] da colaboragdo LIGO. Na se¢do anterior,
entendemos a razdo para o formato das curvas no painel
inferior desta figura. Nesta secdo, queremos deduzir
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a equagao que produz a forma oscilatéria da curva
vermelha no painel superior da mesma figura. Trata-se
do grifico para a forma da onda gravitacional h(t) em
funcéo do tempo.

10.1. Os modos de polarizacdo hy e hy

Conforme vimos na Segdo [2} a onda gravitacional h(t)
tem dois modos de polarizacao, que chamamos de hy
e hy. O modo hy descreve vibragdes do espacgo nas
dire¢oes norte-sul e leste-oeste (Fig. |4); o modo de
polarizacao hy da conta das deformacdes do espaco nas
dire¢oes noroeste-sudeste e nordeste-sudoeste.

Como hy e hy dizem respeito as oscilagoes, elas devem
ter a forma de senos e cossenos. A diferenca entre as
dire¢oes de vibragdo de hy e hy pode ser entendida
como uma diferenga de fase de noventa graus ou /2
radianos. Essa fase é justamente o que diferencia senos
e cossenos |29, [33]. Logo, faz sentido que:

hy ~ cos(wt) (138)
e
hy ~ sin(wt). (139)
Dessa forma,
hy (wt) = cos (o.)t - g) =hy (wt - g) (140)

No que segue, vamos especificar cuidadosamente a forma
funcional completa do modo de polarizacdo h4 (t). En-
tdo, o leitor pode estender o raciocinio ao modo de
polarizacao h (t) empregando a relagao (140).

10.2. A forma funcional de h.: o padrao de onda
até o chirp

Vamos rescrever a Eq. para a distancia fonte-
observador p em termos da frequéncia orbital w = 7 f,
Eq. , e da massa de chirp M = (Mm)*/°/(M +
m)'/°, Eq. . Temos:

L AGB ] (mas
p_\@ cth (m + M)Y/5

/ 5/3
-

ou seja,

L _ 4 1(GM 5/3 (w>2/3
Ve \ c
é a amplitude da onda gravitacional. Note-se que ela cai
linearmente com a distancia p.

(141)
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A radiagdo eletromagnética ensina que o (médulo do
vetor) campo elétrico oscilante é da formaﬁ
1 L .
|E| ;cos(wt) (radiagdo eletromagnética). (142)
Veja que a amplitude da radiagao eletromagnética (co-
eficiente da fungdo cossenoidal) cai linearmente com
p, assim como acontece com h na Eq. . Essa
semelhanca dos casos gravitacional e eletromagnético
dé confianca ao nosso resultado e também indica
que a radiacdo gravitacional deve apresentar uma depen-
déncia temporal como a de |E| em ([42). Dessa forma,
esperamos qu
1 - o
hy ;cos(wt) (radiagdo gravitacional).  (143)
Esta relagao é contemplada também na Eq. (138), hy ~
cos(wt). Tudo parece elegantemente consistente, ainda
mais se observarmos que o fator de proporcionalidade
remanescente em jé foi determinado em . De

fato, escrevemos

hy(t) = hcos(wt), (144)
i.e[]
41 (GMN\? rwy2/3
hy = Fo (cQ) (E) cos(wt). (145)

O fator (GM/c?) indica porque é tao dificil detectar
as ondas gravitacionais: G ~ 107'0, ¢ ~ 10'6 em
unidades do S.L; por isso: (GM/c?) ~ 10726 M. Logo,
precisamos de um sistema bindrio com uma massa de
chirp M muitas vezes maior que 1073* kg (uma massa
solar vale Mg = 1,99 x 1034 kg) para compensar as

38 A Eq. aparece no Capitulo 12 da Ref. [39], Se¢do 12.8,
Eq. (12.8.23). Por favor, note-se a necessidade de adequacao de
notagdo: o que nés chamamos de p, a Ref. [39] chama de r. Para
nés, r = |r| é o médulo do vetor que parte do centro de massa do
par de buracos negros e chega a massa m, cf. o desenvolvimento
da Secgao

39 A forma mais completa da dependéncia temporal nas relacdes
e deveria ocorrer através do tempo retardado t, =
(t —r/c). Essa é uma caracteristica tipica da radiacdo, seja na
forma de ondas eletromagnéticas ou gravitacionais. O tempo
retardado computa o fato de a radiagdo propagar-se a velocidade
limite igual a velocidade da luz no vicuo c¢. O tempo retardado
aparece de forma natural ao resolvermos a equagdo de ondas no
contexto do eletromagnetismo [39] e no da relatividade geral [27].
Executar esses calculos aqui exigiria uma sofisticacido técnica que
queremos evitar. Ademais, a introdugdo do tempo retardado néao é
necessaria para a conclusdo principal nesta se¢ao, que é a derivagao
do padrao de onda de hy representado na Eq. e na Fig.
40 No tratamento relativistico completo, o fator de (1/4/5) em
ndo aparece explicitamete. Em seu lugar, hd um fator
(1 + cos?0)/2 que guarda informagdo sobre a inclinagdo 6 do
plano de érbita do sistema binario em relagdo ao plano dos
detectores—vide-se a Eq. (4.3) da Ref. [5]. De qualquer forma,
(1/4/5) ~ 1/(2,2) corresponde aproximadamente 4 modelagem de
uma incidéncia da frente de onda para a qual 6 = 7/2.
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distancias enormes da fonte, tipicamente da ordem p ~ 1
bilhdo de anos-luz ~ 10° x (9,46 x 105 m). Lembramos
que a estimativa da distancia Terra-fonte para o evento
de descoberta em [9] foi de 410 Mpc ~ 1,3 x 10 anos-luz
e da sua massa de chirp foi de ~ 30M ).

A Fig. mostra o grafico da fun¢ao hy em fungio
do tempo t conforme previsto pela Eq. . Dois
fendmenos acontecem a medida que o tempo ¢ aumentas:

1. a envoltéria da curva h, (t) aumenta. A amplitude
da onda gravitacional cresce até atingir o valor ma-
ximo de strain no valor t = t.. O pico da amplitude
dé-se na coalescéncia dos buracos negros; e,

2. a frequéncia f = w/m da onda gravitacional
aumenta. Isso significa que o comprimento de onda
A = ¢/f diminui [36]. E por isso que o padrao de
picos e vales fica progressivamente mais compacto
conforme observamos a curva da esquerda para a
direita. Quando o valor de t aproxima-se do tempo
de coalescéncia t., a frequéncia tende a frequéncia
de chirp f., a qual essencialmente diverge, levando
a A. — 0. A partir dai ocorre o efeito cha-
mado ring down: apds a coalescéncia, forma-se um
tnico buraco negro central e a deteccdo de ondas
gravitacionais cessa apOs passar por um rapido
amortecimento transiente. (O amortecimento nao
aparece na nossa Fig. mas é visivel na curva
vermelha da Fig. [8|a partir de t =t. = 0,43s.)

A curva na Fig. @ apresenta precisamente as mesmas
caracteristicas do padrdao de strain gerado pelo tra-
tamento relativistico numérico da Colaboragdo LIGO-
Virgo mostrado pela curva vermelha no painel superior
da Fig. Fig. 2 da Ref. [9]. Tao impressionante quanto
esse fato, é a coincidéncia da curva de h(t) com o
padrao de onda detectado pelos observatérios LIGO que
pode ser visto no painel superior esquerdo da Fig.

Isso encerra a parte do artigo onde deduzimos as
equagOes para os parametros relacionados a coalescéncia

L |
TV VIV

0.25 0.30 0.35 0.40

Figura 11: Gréifico do strain conforme nossa deducdo a partir
de fisica basica—vise-se a Eq. . Note-se a semelhanca com
a curva vermelha na Fig. 8] a qual é a modelagem numérico-
relativistica de LIGO-Virgo para o strain.
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de sistemas binarios e a consequente emissao de ondas
gravitacionais usando fisica basica. Na préxima segao,
usaremos essas equagoes extrair os nlimeros para os
pardmetros que caracterizam os dez primeiros eventos
detectados pela Colaboragiao LIGO-Virgo.

11. Estimativas dos Valores dos
Parametros Fisicos das Binarias
Coalescentes

Nesta secao oferecemos estimativas dos parametros fisi-
cos associados aos sistemas binarios coalescentes emisso-
res de ondas gravitacionais confirmados pela colaboragéo
LIGO desde o evento de descoberta, divulgado em 12
de fevereiro de 2016, até o evento confirmado em 20 de
junho de 2020 [9, MIHI9)["| As estimativas sdo feitas
empregando as equacdes derivadas a partir de fisica
fundamental nas se¢oes anteriores.

Vide-se a Fig. Os eventos detectados pela cola-
boragdo LIGO-Virgo confirmados até meados de 2020
foram: GW150914 (primeira detecgao), GW151226,
GW170104, GW170814, GW170817 (primeira deteccao
de coalescéncia de estrelas de néutron), GW170608,
GW190412, GW190425, GW190521, GW190814—todos
encontrados no sitio <https://www.ligo.org/det
ections.php> e artigos 14 referenciados [9, TIHI9)].
A Fig. coleciona esses eventos em um infografico do
cemitério estelar. Os artigos relacionados a esses eventos
continham figuras similares & Fig. [I] a partir das quais
coletamos os dados que aparecem na Tabela [I]

Ao longo do texto deste artigo, explicamos como esti-
mar os dados {t1,te, f1, fe, h} para o evento GW150914;
fizemos isso no compasso em que desenvolviamos as
equagoes necessarias para os calculos dos parametros
fisicos { M, Myot, M, my Mirrad, 7o, T, Rgf, RZ, p} associ-
ados a esse evento. O processo todo é longo, o raciocinio
ficou diluido em varias etapas, o que pode ter obscu-
recido a visdo global do método. Para remediar isso,
vamos adotar a seguinte postura aqui: assumiremos as
equagoes que ja deduzimos sem explicacdes adicionais
e dedicaremos atencao exclusiva a coleta dos dados e a
estimativa dos pardmetros. Tomaremos arbitrariamente
o evento GW170104 [12] como exemplo diferente daquele
ja explorado. O tratamento para os demais eventos é
inteiramente anélogo e fica a cargo do leitor.

A Fig. [13| refere-se ao evento GW170104 e aparece no
artigo [I2]. Os valores do eixo z na parte inferior da

41 O nitmero de eventos detectados pela Colaboracdo LIGO-
Virgo cresce dia-a-dia, conforme pode ser checado no website da
colaboragdo [62]. No momento em este artigo é finalizado, ja foram
disponibilizados eventos detectados das rodadas de observagoes
01, O2 e O3 cuja razao sinal-ruido era mais baixa do que aqueles
aqui analisados. Esses eventos eram de tratamento estatistico
mais delicado e foram rotulados como eventos-candidatos (néo-
confirmados) até muito recentemente. Por isso, eles ndo serdo
discutidos em detalhe na Segdo [II] Nosso artigo ndo quer oferecer
uma andlise exaustiva, mas sim idlustrativa, do que é possivel
estimar a respeito dos eventos usando fisica basica.
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Masses in the Stellar Graveyard

in Solar Masses

LIGO-Virgo | Frank Elavsky | Northwestern

Figura 12: Eventos de coalescéncias de sistemas bindrios
detectados pela colaboracdo LIGO-Virgo entre 2015 e 2019 nas
trés primeiras rodadas operacionais dos observatérios. Nota-se
a medida direta de varios eventos de coalescéncia de buracos
negros de diferentes massas e um evento envolvendo estrelas de
néutrons. Este dltimo permitiu validar o modelo de producido
de elementos pesados no interior estelar e vincular modelos
de gravidade modificada. Os nimeros no lado esquerdo d3o a
estimativa das massas dos objetos estelares cuja coalescéncia foi
a fonte das ondas gravitacionais. Fonte: [62].

Tabela 1: Dados observacionais para os dez primeiros eventos de
coalescéncia de sistemas binarios confirmados pela colaboracio
LIGO-Virgo. As quantidades s3o: t; é o valor de tempo
correspondente ao inicio da deteccdo do movimento espiral; t2 é
o valor de tempo em que a coalescéncia ocorre; f1 é a frequéncia
da onda gravitacional no inicio da deteccdo; f. é a frequéncia
de chirp; h é a amplitude maxima do strain.

ti(s) | t2(s) | 7(s) | f1(Hz) | fe(Hz) | h(10721)
GW150014 | 0,34 | 0,43 0,09 | 43 307 1,2
GW151226 | —0,70 | 0,00 [ 0,70 | 32 448 0,3
GW170104 | 0,53 | 0,60 | 0,07 | 48 256 0,6
GW170608 | —1,50 | 0,00 | 1,50 | 30 400 2,1
GW170814 | 0,44 | 0,53 0,09 | 52 240 0,7
GW170817 | —28,0 | 0,00 | 28,0 | 30 350 7,5
GW190412 | —0,38 [ 0,13 [ 0,50 | 40 200 2,0
GW190425 | 0,40 |2,30 | 1,9 | 100 800 1,9
GW190521 | 0,40 | 0,45 [0,05| 35 150 2,5
GW190814 | —9,00 | 0,00 [ 9,00 | 20 400 0,2

figura dizem respeito ao tempo. O eixo y do segundo
quadro (rotulado “Livingston”) fornece os valores de
frequéncia da onda gravitacional. O inicio do arco
luminoso neste quadro tem um valor no eixo y entre 32
Hz e 64 Hz, a aproximadamente meio caminho entre eles;
isso leva a adotarmos f; = 48 Hz. O valor associado a f
no eixo z é estimado em ¢; = 0,53 s (uma réapida olhada
no quadro “Hanford” confirma o inicio do arco luminoso
nesta posigdo do eixo x). O pico do arco luminoso
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Figura 13: Dados observacionais do evento GW170104. Fonte:

Ref. [12].

no quadro “Livingston” corresponde ao valor de tempo
ts = 0,60s (no eixo horizontal) e de frequéncia de cerca
de f. = 256Hz. A frequéncia de pico é a frequéncia
de chirp f.. O peniltimo quadro contém os padroes de
vibragao da onda gravitacional, cujo pico de amplitude
ocorre para o valor h = 0,6 x 102! do strain (no eixo y).
Assim, obtemos os valores de {t1,t2, f1, fc, h} na linha
da Tabela [I| para o evento GW170104. O valor de 7 ¢
calculado fazendo 7 =t5 —t; = 0,608 — 0,535 = 0,07s.

O conjunto de valores {t1,ts, f1, fc, h} permite calcu-
lar a massa de chirp M, a massa total M;.; do sistema
bindrio, o pardmetro de massa &, a massa M do buraco
negro primério, a massa m do buraco negro secundario
e 0 equivalente em massa irradiado M. .q referentes
ao evento GW170104. De fato, inserindo 7 = 0,07s
e fi = 48Hz na Eq. (83), encontra-se M = 31Mp.
O valor da frequéncia de chirp f. = 256 Hz, quando
substituido na Eq. , leva & Moy = 89M . O par de
valores {M, Mot} que acabamos de calcular é, entdo,
colocado na Eq. para fornecer ¢ = 0,22. Este
pardmetro é fundamental porque, quando substituido
nas equagoes e , dé a massa individual dos
buracos: m = 19Mg e M = T0Mp. Esses valores de
{m, M} levam & massa irradiada no evento GW170104
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Tabela 2: Estimativa dos pardmetros fisicos { M, Miot, m, M,
Mirad } para os dez primeiros eventos de coalescéncia de sistemas
binarios confirmados pela colaboracio LIGO-Virgo. M é a
massa de chirp, Mo indica a massa total do sistema binario,
& é o parametro de massa, M representa a massa do buraco
negro primario, m a massa do buraco negro secundario e Miyad
€ a massa irradiada na forma de ondas gravitacionais.

M Mot m M Mirraa

M) | (Me) | & | (Me) | (M) | (Mp)
GW150914 32 74 0,40 30 44 4
GW151226 15 51 0,15 8 43 2
GW170104 31 89 0,22 19 70 4
GW170608 10 57 0,06 4 53 1
GW170814 23 95 0,11 10 85 2

GW170817 1,8 65,3 | 0,003 0,2 65,1 0,04
GW190412 13 114 0,03 3 111 1

GW190425 | 1,3 | 28,6 | 0,01 | 0,2 | 28,4 | 0,04
GW190521 63 152 0,35 53 99 9
GW190814 7 57 0,03 2 55 1

apés substituicdo na Eq. : Miraqa = 4Mg . As
equagdes que mencionamos acima foram colocadas em
caixas para facilitar sua localizacdo ao longo do texto
e para destacar suas importéncias. A Tabela [2] mostra
a cole¢ao dos valores {M, Miot,&, m, M, Miyrad}, cuja
obtencao descrevemos nesse paragrafo, para o evento
GW170104 (terceira linha) bem como para os demais
eventos abordados neste trabalho.

Ao observar as colunas da Tabela que contém
os valores de m e M, concluimos que a maioria dos
objetos apresentam massas dezenas de vezes maiores do
que aquelas de nosso Sol. Isso é uma das maneiras de
confirmarmos que estamos lidando com buracos negros,
pois os buracos negros formam-se apenas a partir de
estrelas com massas da ordem de oito massas sola-
res ou maiores [44]. Excegdes notdrias sdo os eventos
GW170817, GW190425 e GW190814 que envolvem um
par de estrelas de néutrons [I5], um provével sistema
misto [I7] e um par de buracos negros de massas
bastante assimétricas [IZQMEA coluna M raq Da Tabela
deixa claro que os eventos de coalescéncia envolvendo
corpos tao massivos sao altamente energéticos, emitindo
energias equivalentes a véarias vezes a quantidade de
energia que o Sol poderia emitir durante toda em sua
vida (ou melhor, durante toda a sua evolugdo estelar).
Os valores de massa irradiada chegam a alcangar até
cerca de 9 vezes o valor da massa solar (vide-se o evento
GW190521).

O préximo conjunto de quantidades fisicas a ser
estimado é relacionado a comprimentos e distancias.
Queremos encontrar o tamanho do sistema bindrio r
no inicio da fase espiral; o raio de coalescéncia r., que

42 Nosso tratamento néo foi desenvolvido para acomodar sistemas
bindrios tdo complexos como aqueles envolvendo estrelas de neu-
trons, as quais apresentam fortes campos magnéticos e estruturas
internas complexas a afetar a dinamica gravitacional.
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Tabela 3: Estimativa dos parametros fisicos {ro, 7., R%, Ry, p}
para os dez primeiros eventos de coalescéncia de sistemas
binarios confirmados pela Colaboracdo LIGO-Virgo. r¢ é o raio
do sistema binario no inicio da fase espiral; r. é o raio de
Schwarzschild do astro central na coalescéncia; R¢' é o tamanho
do horizonte de eventos do objeto de massa m; R é ao raio
de Schwarzschild do astro de massa M; p é a distancia entre a
Terra e o sistema binario emissor de ondas gravitacionais. p é
dado em bilhdes de anos-luz (peniiltima coluna) e também em
mega parsec (1 pc = 3,26 ano-luz). A coluna ro/r. da o niimero
de vezes que o tamanho inicial do sistema binario é maior do
que o objeto pds-coalescéncia.

0 re |ro | RZ | RY |p(x10°] »p
(km) | (km) | ro | (km) | (km) | ano-luz) | (Mpc)
GW150914 | 815 | 220 | 4 89 131 2,1 639
GW151226 | 875 | 151 | 6 23 128 2,7 820
GW170104 | 805 | 264 | 3 58 206 3,5 1085
GW170608 | 949 | 169 | 6 11 158 0,2 68
GW170814 | 779 | 281 | 3 30 251 1,8 560
GW170817 | 992 | 193 | 5 192 0,003 0,9
GW190412 | 987 | 337 | 3 9 328 0,2 63
GW190425 | 337 | 84,3 | 4 | 0,5 | 83,8 0,01 4
GW190521 | 1187 | 450 | 3 | 157 | 293 1,9 593
GW190814 | 1243 | 169 | 7 5 164 1,2 352

d4 uma medida do horizonte de eventos do buraco negro
resultante; o raio de Schwarzschild RY (R%') do buraco
negro primario M (secundério m); e, a distancia p da
Terra até o centro de massa do sistema binario, tanto
em unidades de anos-luz quanto em parsec (pc). Vide-se
a Tabela

Para o evento GW170104, haviamos medido f; =
48Hz (cf. a Tabela e calculado My = 31Mp
(Tabela; iserindo esses valores na Eq. , encontra-
se rop = 80bkm. A Eq. em conjunto com o valor
Mot = 31Mg) (na Tabela leva & r. = 264km.
Dividindo-se o valor de 79 pelo de r. encontramos
aproximadamente 3, o que significa que o tamanho do
sistema bindrio no inicio da fase espiral era cerca de
trés vezes maior do que o objeto central formado apds a
coalescéncia. O valor m = 19M ¢, (Tabela ea Eq.
dao o raio de Schwarzschild para o objeto de massa m
do par, R = 58 km. Analogamente, substituindo o valor
M =70Mg (Tabela na Eq. , encontramos o valor
RY = 206km para raio do horizonte the eventos do
buraco negro primario. A distancia p entre a Terra e o
sistema bindrio é calculada mediante a substituicao dos
valores {f. = 256 Hz,h = 0,6 x 1072!} (Tabela [1)) e
{m = 19My,M = 70M} (Tabela na Eq. (127);
o resultado é p = 3,5bilhdes de anos-luz (1bilhdo =
1G = 10%). Podemos converter esse valor para mega
parsecs (que é a unidade usada pela colaboragao LIGO-
Virgo) usando o fator de conversao 1pc = 3,26 ano-luz;
o resultado é p = 1085Mpc. (Também sabemos que
Imega = 1M = 105.) Os valores cujos calculos foram
descritos neste pardgrafo aparecem na linha correspon-
dente ao evento GW170104 da Tabela [3l

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220004, 2022

Ondas gravitacionais de buracos negros coalescentes: um estudo quantitativo a partir de fisica bésica

A pentltima coluna da Tabela [3| evidencia que as
distdncias entre os sistemas binarios e a Terra sao
tipicamente da ordem de bilhdo de anos-luz, o que
significa que o evento de coalescéncia ocorreu ha bi-
lhoes de anos no passado. Isso é bastante significativo,
tendo em vista que a idade do universo é de cerca de
13,7 bilhdes de anos [42]. A distancia vertiginosa entre
nés e os eventos de coalescéncia de buracos negros é
bastante conveniente: como a intensidade da radiacao
gravitacional cai com o quadrado da distancia p, cf. as
Eqgs. e , a energia por unidade de tempo e
de area que chega até nds é baixa. Isso explica porque
nao fomos incinerados pelas energias altissimas emitidas
pelos buracos negros coalescentes.

12. Discussao e Conclusao

Na secao anterior usamos as equagoes que derivamos ao
longo do texto usando fisica basica para estimar os para-
metros fisicos de sistemas binarios emissores de radiacao
gravitacional. Nesta secdo, confrontaremos a precisao de
nossas estimativas com aquelas da Colaboracdo LIGO-
Virgo [62]. Assim, compilamos alguns dos valores nas
nossas Tabelas ] e Bl colocando-os lado a lado com os
valores correspondentes encontrados nas Refs. [9, [TTHI9].

A grande maioria dos valores na Tabela [4] concordam
pelo menos em ordem de grandeza, conforme concluimos
ao comparar as quantidades nas colunas rotuladas por
“OGFB” (nossas estimativas) com as quantidades cor-
respondentes nas colunas rotuladas por “LIGO” (valores
divulgados pela Colaboragao LIGO-Virgo).

Nota-se, na Tabela [] que os valores para os
eventos GW170817 e GW190425 contém ntmeros de
algarismos significativos [37] diferentes dos demais even-
tos. Esses eventos sdo atipicos e precisamos fazer essa
distingdo nos algarismos para que as quantidades m,
Miyraq € mesmo p aparecessem com valores diferentes de
zero. O evento GW170817 é resultado da coalescéncia
de duas estrelas de néutrons [I5]. O evento GW190415
envolveu um sistema binario de massa total de cerca de
3,4M¢), cuja natureza ¢é incerta [I7]. Nosso tratamento
é dedicado a descri¢ao de pares de buracos coalescentes,
nao de pares de estrelas de néutrons ou de sistemas
mistos. O evento GW190412 envolveu buracos negros
de massas bastante assimétricas [I6], o que permite
classificd-lo também como evento atipico, para o qual
discrepancias sao esperadas.

Os valores de M do nosso tratamento sao consisten-
temente maiores do que aqueles da Colaboragao LIGO-
Virgo. Isso indica que talvez estejamos subestimando os
valores da frequéncia de chirp f.—vide-se a Eq. .
Outra possibilidade para explicar a diferenca é, claro, o
fato de nossa descri¢ao usar fisica nao-relativistica anali-
tica para modelar um sistema que requer um tratamento
baseado em Relatividade Geral numérica. As diferencas
nos valores de M;t entre nossa abordagem e a de LIGO-
Virgo propagam-se para as massas m e M; de fato, o
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Tabela 4: Tabela comparativa entre as estimativas deste trabalho e aquelas da Colaboragcdo LIGO-Virgo. A sigla “OGFB” significa
“Ondas Gravitacionais a partir de Fisica Basica”, uma versio resumida do titulo de nosso artigo; por isso os valores nas colunas
indicadas por “OGFB" s3o aqueles que estimamos. Os valores nas colunas rotuladas por “LIGO"” dizem respeito aqueles divulgados

pela colaboracdo LIGO-Virgo nas Refs. [9] [TTHI9).

M(Mg) Miot(Mg) m(Mg) M(Mg) Mirraa (M) p(Mpc)

OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO
GW150914 32 29 74 66 30 29 44 36 4 3 639 410
GW151226 15 9 51 22 8 8 43 14 2 1 820 440
GW170104 31 21 89 51 19 19 70 31 4 2 1085 880
GW170608 10 8 57 19 4 7 53 12 1 1 68 340
GW170814 23 24 95 56 10 25 85 31 2 3 560 540
GW170817 1,8 1,2 65,3 2,7 0,2 1,4 65,1 1,2 0,04 0,03 0,9 40
GW190412 13 13 114 38 3 8 111 30 1 1 63 740
GW190425 | 1,3 | 1,4 | 28,6 | 3.4 | 0.2 | 11 | 28,4 | 25 | 0,04 | 011 1 159
GW190521 63 65 152 150 53 66 99 85 9 8 593 5300
GW190814 7 6 57 26 2 3 55 23 0,4 0,2 352 241

calculo dessas massas depende do pardmetro £ e este,
por sua vez, é calculado com os valores de M e Mio;—
cf. as Egs. , e .

Nossos valores para p diferem daqueles da Colabora-
¢do LIGO-Virgo em duas centenas de Mpc na maioria
dos resultados. Embora seja verdade que essas diferengas
sdo uma parcela significativa das proprias distancias
estimadas, também é verdade que as incertezas nas me-
didas LIGO-Virgo sao, as vezes, cerca de ou maiores que
50% do valor da prépria distancia fonte-detector (como
nos eventos das Refs. [9] [T} 12} 17, [18]). Uma outra
explicagdo para as diferengas entre nossas estimativas
para p e aquelas da Colaboragao LIGO-Virgo é o fato de
nado levarmos em conta corregdes cosmoldgicas devido a
expansao do universo. A Colaborac¢do LIGO-Virgo faz
um trabalho cuidadoso de considerar a correcao devido
ao redshift da fonte [42], enquanto que escapa de nossa
proposta pedagdgica usar cosmologia relativistica [42]
63] na estimativa dos pardmetros dos sistemas bindrios
emissores de ondas gravitacionais.

No nosso tratamento, simplicidade é um elemento
guia. Sendo assim, nao levamos em conta alguns efeitos
fisicos importantes em uma abordagem mais rigorosa.
Por exemplo, desconsideramos a possibilidade de érbitas
elipticas do par de objetos no sistema binério, o que esta
relacionado & descrigdo limitada a uma tnica frequéncia
para radiagdo gravitacional [5]. Ademais, as velocidades
dos buracos negros (ou estrelas de néutrons) na fase de
mergulho na trajetoria espiral atinge velocidades com-
paraveis a velocidade da luz antes da coalescéncia; isso
exigiria uma abordagem relativistica para a modelagem
rigorosa da etapa anterior ao chirp [5]. Nés assumimos
um movimento nao-relativistico ao longo de todo o
nosso texto, o que compromete o rigor quantitativo dos
valores estimados. Uma terceira simplificagao é o fato de
ndo levamos em conta a possibilidade de spin (rotagao
em torno do préprio eixo) em cada corpo do sistema
binario; consequentemente, parte da energia cinética de
rotagdo do sistema foi deliberadamente ignorada. Mais
uma limitacdo de nosso tratamento: nao conseguimos
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modelar o objeto resultante da coalescéncia (sua massa,
raio de Schwarzschild, seu spin), o que é reflexo de
termos ignorado a etapa de ring down. O ring down
corresponde & fase de amortecimento do padrao da onda
gravitacional apds a coalescéncia (Figs. [1] e . Temos
a ideia de explorar o ring down a partir do estudo de
oscilagoes amortecidas em um trabalho futuro, o qual
poderia incluir a andalise dos demais efeitos descritos
neste paragrafo.

A despeito das divergéncias apontadas na Tabela
[ entre nossas estimativas e as estimativas acuradas
de LIGO-Virgo em [9, [TIHI9] é possivel destacar a
coincidéncia dos valores em ordem de grandeza. Con-
sideramos que esse fato é uma vitéria da abordagem
mais elementar adotada neste artigo. Ele demonstra que
se pode entender quantitativamente as caracteristicas
principais das ondas gravitacionais emitidas por sistemas
bindrios e de seus buracos negros progenitores ja nos
primeiros anos de uma graduacgdo em ciéncias exatas.
De fato, este trabalho explicou quantitativamente as
caracteristicas de cada uma das figuras presentes no
artigo de descoberta da Colaboracao LIGO-Virgo [9],
incluindo a forma do strain, da diminuigdo da separacao
dos buracos negros na fase espiral e da divergéncia do
valor da frequéncia no chirp, com o emprego de fisica
bésica.

A descoberta da Colaboragdo LIGO-Virgo das ondas
gravitacionais via a coalescéncia de buracos negros [9]
constituiu mais um teste de validade sélido da Relati-
vidade Geral, foi uma verificagdo direta da existéncia
material de buracos negros, foi o experimento mais acu-
rado jamais realizado na histérica das ciéncias naturais,
rendeu o prémio Nobel aos representantes das equipes
envolvidas e ganhou ampla atencao dos estudantes das
ciéncias exatas e do publico em geral. Assim, esse assunto
constitui uma oportunidade pedagdgica excelente: ondas
gravitacionais sao um estimulante laboratério para o
estudo de fisica. O presente trabalho explorou essa
oportunidade, usando os dados que aparecem nos ar-
tigos da Colaboragdo LIGO-Virgo [9, IIHI9] e equagdes
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deduzidas & partir de fisica bésica [35H37, [39] para cal-
cular pardmetros fisicos dos sistemas binarios emissores,
descrever o processo de coalescéncia e modelar o padrao
das ondas gravitacionais.

Agradecimentos

Os autores sdo gratos a Silas G. Vilhena, Léo G.
Medeiros e Pedro J. Pompeia pelas intimeras discussoes
frutiferas no assunto deste artigo. Os autores estdo em
débito para com Eduardo M. de Morais pela ajuda
com a confecgdo das curvas nas Figs. [7 [0 [I0] e [I1]
N.L.N.S. Nascimento agradece a UNIFAL-MG e ao
CNPq pelo apoio financeiro. R.R. Cuzinatto dedica sua
gratidao ao Prof. Rajendra P. Gupta da University of
Ottawa (Canadd) pela hospitalidade e ao CNPq pelo
apoio financeiro parcial (Processo No. 309984,/2020-3).
Os autores agradecem as observagdes construtivas de
dois arbitros anénimos que ajudaram a melhorar o texto
do artigo.

Apéndice: A Aproximacao WKB para
Aperfeicoamento da Férmula do Strain

Este apéndice pode ser encarado como um comple-
mento & Secdo [I0] em que nos ocupamos da determina-
¢do da forma funcional da polarizagao h (t) descrevendo
o padrao oscilatério da onda gravitacional até o chirp.
A aproximacdo WKB vai além do escopo principal do
artigo, que é focado em fisica basica do inicio de uma
graduacgdo em ciéncias exatas, mas é usualmente abor-
dado nos cursos de Mecanica Quéntica do bacharelado
em Fisica. Este apéndice é direcionado aos estudantes
com esse perfil de formacao.

Nos livros de ondas gravitacionais pela abordagem
relativistica, como a Ref. [5], aprendemos que a apro-
ximagao de érbita circular com subsequente movimento
espiral dos buracos negros em dire¢ao ao centro de massa
do sistema exige que passemos da Eq. ,

hy = hcos(wt), (146)
onde h é dado pela Eq. (141)), para
hy = heos((t)), (147)
sendo
B(t) = / w(t)dt, (148)
i.e.
hy = heos ( / w(t)dt) . (149)

A justificativa do mapeamento acima tem sua raiz na
aproximacio WKB, comum na Mecéanica Quéntica [64].
Naquele contexto, a fungdo de onda é aproximada por

W(z) =~ A(w)el [ @ (150

~
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na circunstancia em que a equacao de Schrodinger
independente do tempo carrega um potencial V =V (z)
dependente da posicdo, mas que varia pouco com a
coordenada z. Vide-se o livro de Griffiths [64], Egs. (8.3)
e (8.9) com o momento p dado por p = fw. (i = h/2m é
a constante de Planck reduzida.) A amplitude A(x) na
Eq. pertence ao conjunto dos nimeros reais.
Ao lembrarmos da féormula de Euler [33] 34],
i0

e =cosf + isind, (151)

escrevemos a Eq. (150 de ¢ (z), como

W(z) ~ A(z) cos ( / w(x)da:) +iA(z)sin ( / w(m)dw) ,

cuja parte real é:

Re{t(z)} = Acos < / w(x)dx) . (152)

Esta equacao descreve a natureza ondulatoria da matéria
pela Mecanica Quantica. Analogamente, hy descreve a
natureza ondulatéria das perturbagoes do espago-tempo,
que chamamos de ondas gravitacionais.

Comparando e entendemos porqué a fase
®(t) da onda gravitacional é dada pela Eq. na
situagdo em que a frequéncia w é uma funcdo do tempo
t que varia lentamente a medida que o sistema bindrio
espirala para o seu centro. Em verdade, basta fazer o
mapeamento

Re{y(z)} — hy
A—h

r—t

em para obter

Substltua se (T41) -) O graﬁco de

h+=;;(%ffm[fqmwﬂwm (153)

em funcdo do tempo t leva a um padrao de onda
gravitacional ainda mais préximo ao da Fig. 2 do
paper de descoberta do LIGO—mossa Fig. [f—do que
fomos capazes de conseguir com nossas Eq. e
Fig. Note-se que, em termos da frequéncia da onda

gravitacional f—Eq. , a Eq. (148)) é
P / F(t)dt
1 1

“”:;[&wu—ﬂrm<%y>5m

da Eq. (137). Logo,

() = (GCT)_WS (82)3/8 / (te — )/t
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onde f(t) é a funcao
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ou seja,

GMN\ =5/ 7 1\3/8 1 ”
P(t) —_( 3 ) (8@) 578(12:—@ + ®o.

O fator de fase &y é uma constante de integracdo.
Substituindo o valor de a = 32/5 [Eq. (66)], tém-se:

—-5/8
@@):-—<5i?A> (te —1)°/% + @y,  (154)
que é a expressao (4.30) do livro de Maggiore [5], a menos
de um fator 2 relacionado ao uso da frequéncia orbital
(em vez daquela relacionada & da onda gravitacional).
Recuperamos, dessa forma, um resultado tipico de um
tratamento relativistico para a radiacao gravitacional de
um sistema binario.

No paper de descoberta [J], temos a fase pods-
coalescéncia chamada ring-down, que corresponde aos
modos quasi-normais de oscilacao do buraco negro resul-
tante. Essa fase aparece como o vertiginoso decréscimo
de amplitude apdés o pico do padrao oscilatério na
curva vermelha da Fig. Bl A forma de onda do ring-
down corresponde a uma oscila¢do amortecida (também
abordada nos cursos de fisica bésica [38]). A constante
de amortecimento, em conjunto com o tratamento rela-
tivistico, leva a informagoes sobre o spin e a massa do
buraco negro formado apéds a coalescéncia [49)].
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