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Neste trabalho descrevemos um formalismo para descrever a Mecanica Classica fraciondria segundo o célculo
fracionario conformével. Assim, uma breve revisdo sobre célculo diferencial e integral conformével foi feita. Na
sequéncia, as versoes conformaveis dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano sdo apresentadas. Como exemplo,
o oscilador harménico conformével e a equagdo de onda conforméavel sdo discutidos. Em todas as situacoes
consideradas, os resultados usuais sdo obtidos se a ordem da derivada (o) for igual a 1. Um resultado interessante
é que se considerarmos 1 — o < 1, o oscilador harmoénico conformével torna-se andlogo aos oscilador usual com
massa variavel e termo de dissipagao.

Palavras-chaves: Célculo Fracionario Conformével, Derivada Fracionaria Conformével, Mecanica Classica
Fracionaria.

In this work we present a formalism to describe the fractional Newtonian mechanics based in conformable
fractional calculus. In this sense, a brief revision about integral and differential conformable calculus is
implemented. In sequence, the conformable version to Lagrangian and Hamiltonian formalism are presented.
As examples, the conformable harmonic oscillator and conformable wave equation are discussed. In all situations,
usual results are obtained when we consider « = 1. An interesting result is that in the case 1 — o < 1 the
conformable harmonic oscillator behaves like usual harmonic oscillator with time dependent and dissipation

term.

Keywords: Fractional Calculus, Conformable Fractional Derivative, Fractional Classical Mechanics.

1. Introducao

Podemos considerar que a mecéanica classica, também
denominada por muitos autores como mecanica new-
toniana, corresponde a descricio do estado mecénico
de um sistema fisico com o uso de constructos teérico-
filoséficos que nao abordam movimentos a velocidades
relativisticas, bem como em espagos-tempo curvos [I].
Desde a sua sistematizacdo que se deu fundamental-
mente nos volumes do Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (1687), obras escritas por Isaac Newton
no século XVII, a mecénica newtoniana vem passando
por sucessivos aprimoramentos em decorréncia da evo-
lucdo dos conceitos matematicos, a partir dos quais
diversas interpretagoes fisicas tornaram-se possiveis [I].
De um ponto de vista historico, podemos inferir que
na elaborac¢do dos fundamentos da mecénica classica,
Newton se inspirou nas ideias de Descartes, o qual
estabeleceu um método universal inspirado no rigor
matematico e nas suas cadeias de razdo. Descartes
propos o método dedutivo como uma forma de obter
ideias claras e distintas [2]. Nesse caminho, além da
experimentacao, Newton utilizou a geometria euclidiana
e o que havia desenvolvido sobre calculo diferencial
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e integral até entdo para chegar as suas conclusdes.
Naturalmente, o conhecimento matematico evoluiu com
o passar do tempo, o que tornou possivel a elaboracao de
outras formulagoes para a mecanica classica [I]. Dentre
os principais desenvolvimentos matemaéticos, destacam-
se os estudos sobre equagoes diferenciais, calculo va-
riacional e algebras de Lie. No entanto, de todas a
formulagdo da mecénica classica, a mais concisa tem
a forma de um principio variacional. Conforme ideias
tipicas do século XVIII, das quais Maupertuis foi um dos
pioneiros, dentre todas as alternativas & sua disposi¢ao
a natureza segue o curso mais econémico de acordo
com algum critério de comparagdo entre as diversas
possibilidades. O principio diferencial de d’Alembert, do
qual se deduzem as equacgoes de Lagrange, exprime a lei
fundamental do movimento em termos da configuracao
instantanea do sistema e de desvios infinitesimais da
referida configuracdo. Assim, é possivel reformular a lei
da dindmica fundamental como um principio integral,
que leva em conta o movimento completo do sistema
durante um intervalo de tempo finito. Nesse bojo, dentre
as novas representagoes, os formalismos Lagrangiano e
Hamiltoniano ocuparam mais holofotes. O arcabougo
Lagrangiano foi introduzido em 1788 pelo mateméatico
francés Joseph-Louis Lagrange na sua obra intitulada
“Méchanique Analytique” [I]. Por meio do formalismo


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0001-6532-3087
https://orcid.org/0000-0003-0945-786X
https://orcid.org/0000-0001-5090-2959
emailto:vrispoli@unb.br

€20220064-2

Lagrangiano é possivel a obtencdo dos mesmos re-
sultados obtidos por meio da abordagem de Newton;
porém, dentre suas vantagens destaca-se a possibilidade
de se analisar mais claramente as dos sistemas fisicos,
bem como permite a generalizacdo das ideias da me-
canica classica a outros aspectos, tais como a teoria
de campos. J& o formalismo Hamiltoniano, proposto
pelo matematico irlandés William Rowan Hamilton
(1805-1865) [I], estendeu as concepgdes do formalismo
Lagrangiano, trabalhando com uma coordenada extra
denominada momentum canonicamente conjugado, a
qual se obtém a partir da Lagrangiana. Nesse arcabouco,
o formalismo proposto por Hamilton apresenta algumas
vantagens, quais sejam: a possibilidade de se trabalhar
com equacgoes diferenciais de primeira ordem, apesar
da duplicacdo na quantidade de equagoes; a introducao
das transformagbes canonicas; a concepgao do espago
de fase e da variedade simplética. Além das vantagens
ja mencionadas, com os formalismos Lagrangiano e
Hamiltoniano torna-se mais simples a analise de siste-
mas fisicos particulares, os quais quando estudados no
contexto Newtoniano sao demasiadamente complicados.
O ponto principal neste texto é que o conhecimento
matematico mais aprofundado permite a obtencdo de
novas vertentes tedricas, e isso ocorre sobretudo na fisica.

O célculo conformavel, considerado por alguns autores
como uma vertente do cdlculo de ordem fracionaria, é um
exemplo de abordagem matematica diferente do calculo
diferencial e integral usual que pode trazer consequéncias
as teorias fisicas. O conceito de derivada conformével foi
recentemente apresentado por Khalil et al. [3]. Coube a
Abdeljawad [4] aprofundar os estudos desse novo tipo de
derivada, e desenvolver alguns conceitos e deduzir algu-
mas propriedades, fundando assim o céalculo diferencial
e integral conformével. A definicdo e as propriedades da
derivada conformaével satisfaz as propiedades da derivada
usual quando se toma o limite da ordem da derivada
tendendo & unidade. E importante que o leitor ndo con-
funda a palavra conformével, atribuida a essa definicao
de derivada fracionéria, ao nome conforme, que é usu-
almente utilizado em teorias fisicas (como por exemplo
na teoria de campos conforme) e que tem relagdo com
um tipo de transformacao no bojo da variavel complexa.
Nao se conhece a motivacdo de Khalil ao denominar tal
modalidade de derivada fracionaria como conformével,
mas sabe-se que ele pretendia obter um tipo de derivada
fraciondria que apresentasse propriedades mais préximas
com a derivada usual.

Para alguns autores, a derivada conformavel nao é
considerada uma legitiva derivada fraciondaria, pois nao
satisfaz algumas propriedades que definem as deriva-
das fracionérias previamente definidas, como Riemann-
Liouville e Caputo [5H7]. A derivada conformaével é local
e, portanto, ndo apresenta efeitos de meméria. Além
disso, a derivada conforméavel satisfaz algumas regras
que as derivadas fraciondrias tradicionais nao satisfazem,
como veremos em diante. Contudo, o seu estudo no bojo
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das teorias fisicas trazem consequéncias interessantes, as
quais muitas vezes respondem bem alguns fenémenos
da natureza, tais como a possibilidade de se analisar
sistemas dissipativos ou sistemas de massa varidvel
sem a necessidade de se introduzir novos termos na
Lagrangiana do sistema livre [4] §].

Esse é o objetivo deste trabalho, apresentar o calculo
conformavel e aplica-lo na construgao da mecéanica New-
toniana conformavel. Sendo assim, a apresentacao deste
trabalho se baseard nos seguintes tépicos: na secio 2]
apresentamos o calculo diferencial e integral conforma-
vel; na secdo |3| o formalismo Lagrangiano conformével
é discutido; o formalismo Hamiltoniano conformaével é
abordado na secdo [} na segdo [ trazemos a versdo
conformével do oscilador harménico como exemplo; na
secdo [6] a equacdo de onda conformavel ¢é apresen-
tada; por fim, a secdo |Z| traz as consideragoes finais e
perspectivas.

2. O calculo diferencial e integral
conformavel

Nesta secdo desenvolveremos a ferramenta mateméatica
que nos guiara na formulagdo de uma versao fracionéria
da meclnica Newtoniana. De forma mais especifica,
abordaremos o cédlculo conformével, donde apresenta-
remos as principais definicoes e propriedades acerca
dessa modalidade da derivada de ordem fraciondria.
As demonstracoes serdo discutidas de forma detalhada,
com a perspectiva de preparar o leitor para as segoes
posteriores. O contetido apesentado nesta se¢do tomou
como base as referéncias [5, [6]

2.1. A derivada conforméavel
Defini¢do 1: Considere uma fungao f : [0,00) = R, a
derivada conforméavel de ordem « de f ¢é definida por

f(t+ht1i_1a) _f(t)’ (1)

o L
D () = lim
para todo t > 0 e a € (0,1). O sobrescrito ¢t na
notagdo D f(t) representa a varidvel em relacdo & qual
estamos derivando. Se a derivada conforméavel de ordem
« exisitir, dizemos que a funcdo f é a-diferencidvel.
Note que se f é uma fungao derivavel no sentido usual,
entao podemos usar a regra de L’Hdpital na Equacao
e com isso obtemos o seguinte resultado

DY f(t) = f(e)t . (2)

O leitor deve se lembrar que a interpretagao geométrica
da derivada usual tem relacdo com a inclinacao da reta
tangente & funcdo num dado ponto, e a interpretagao
fisica é ligada a velocidade da particula. Além disso,
na derivada usual, enquanto a varidvel independente
muda h, o valor da fungdo varia de acordo com tam
mudanca.Assim, o limite dado reflete a intensidade
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e direcao da velocidade. Enquanto isso, no caso da
derivada conformavel, quando a varidvel independente
sofre uma variacéo h, a funcdo varia de acordo com ',
A consequéncia disso é que a interpretacéo fisica da de-
rivada conforméavel pode ser vista como uma velocidade
especial, na qual sua intensidade e direcdo dependem de
t'==. As consequéncias disso serdo apresentadas ao longo
do trabalho.

Ademais, a derivada conformével satisfaz as seguintes
propriedades:

Sejam «a € (0,1), f e g fungdes a-diferenciaveis para
t > 0, entao:

e Propriedade 1: f é continua para todo ¢t > 0.
e Propriedade 2: A derivada conforméavel é
linear, i.e.,

D (af(t) +bg(t)) = aDi (f(t)) + bDi (g(t)).
e Propriedade 3:
Di (k) =0,

em que k é uma constante real.
e Propriedade 4: A derivada conformével satisfaz
a regra do produto, i.e.,

D (f()g(t)) = Di(f(8)g(t) + F() D (g(t))-

e Propriedade 5: A derivada conformével satisfaz
a regra da cadeia, i.e.,

Dy (£(9(t) = [Dgey (fgNIDF (9(0))(g(#))* ",

supondo que a derivada conforme Dy, (f(g(t)))
exista.

Todas as propriedades dadas seguem da definicao
e sao imediatadas de serem mostradas. Na sequéncia,
como forma de exemplificar os célculos, iremos mostrar
as Propriedades 4 e 5 enunciadas acima. Antes disso,
notemos que essas propridades sdo idénticas aquelas
satisfeitas pela derivada ordindria, incluindo a quarta,
também conhecida como regra de Leibniz. Em geral, as
derivadas de ordem fracionéria, como Riemann-Liouville
e Caputo, nao satisfazem as propriedades 4 e 5; por isso
a derivada conformavel recebe destaque.

Primeiramente, para mostrarmos a regra do produto,
vamos usar as propriedades usuais do limite e a definicéo
da derivada conformaével, assim

f(t)g(t)

Df (F(t)glt)) = im TN =
Ft+ ht'=)g(t + ht' =)
—f()g(t + ht'=2)
= lim +f(t)g(t + htl_o‘) _ f(t)g(t)
h—0 h

f(t+ ht'=*)g(t + ht'=®)
—f(t)g(t + ht' ™)

li

h—0 h

i T 09 ) = F(B)g(0)
h—0 h

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0064

€20220064-3

= li t+ ht't®
lim g(t + )

flt+ht'=*) — f(#)

X pim h
gt +ht' ) —g(t)
+£) lim h

= g(t)Dy f(t) + f(t) D g(t)-

Além disso, a partir das mesmas propriedades do
limite é possivel mostrar a regra do quociente, portanto

Lf(t+nt'") 1f@)

& M =lim - ———+ ——=
¢ (g(t)) ~ h=0 hog(t+htl=)  hog(t)
flt+ht'=*)g(t) — f(t)g(t)

i L @9t R + f(t)g(t)
h—0 h g(t + htl=2)g(t)
g (t+ht'=*) — f(t)]
1 —F@lgle+ ) — g(0)
~ h—0h g(t+ htl=)g(t)

l—ay
g(t) limheo[w]

—f(t) hmhﬁo[g(ﬁht :)—g(t)}
g(t) limp—0[g(t + ht'~2)]

_ D(f(t)g(t) — f(H)Df (g(2))
g(t)? '

Agora, para a regra da cadeia, considere h(t) = f(g(t))
e pela definicdo temos

D? (f(g(t))) :}]ili)l}) f(g(t+ht _;:))_f(g(t)) (3)

Fazendo a mudanca de varidveis w = t + ht!~%, temos
que h = (w—1)t*"! e portanto o limite dado pela
Equagao pode ser reescrito como

D¢ (f(g(t))) = lim L9D =T 10

w—t (w — t)

11—\ _
s 1 2B — (1)
h—0 h

observando que foi usado o fato que as funcgoes f
e g sdo continuas, por serem a-diferencidveis. Cha-
mando agora Au = (g(w) — g(t)) g(t)*~ L, temos que
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g(w) = g(t) + Aug(t)! = e, portanto,
a _ i L)) — £(9(®)) 9

l—a) _
L g 9 BT — ()
h—0 h

= g(t)*

t)ocfl
t)a—l

i S0+ Augt) =) — F(g(t)

Au—0 Au

l—a) _
o g 90+ B = g(1)
h—0 h

= [D30 1 9e))] D790 (9(0))"

Como consequéncia imediata da Equagdo (2], traze-
mos a derivada fracionaria conforme de algumas fungoes
derivaveis no sentido usual e que merecem destaque,
quais sejam:

1.
D?ekt — ktl—aek,t
2.
D¢ cos(kt) = —kt*~* sin(kt),
3.
D¢ sin(kt) = kt*~* cos(kt),
4.
Df‘eit” = et
5.
1 1
Dy cos (t“) = —sin (t“) ,
« e
6.

1 1
Dy sin (tat) = cos (t“) ,
a !

Mostraremos a a-derivada ntimero 4, as demais deixa-
mos como exercicio para o leitor.

1 1
D?eat“ — tl—a(egt“)/

1,01
tl—aegt” 7ata—1
o

1 a0
= eEt
Em decorréncia deste resultado, denominaremos a fun-
~ 1« ~ . . s .
¢do f(t) = eat" como funcio exponencial fracionéria.
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Teorema 1: Sejam x = z(t) e y = y(t) diferencidveis
em t, e seja z = f(x,y) diferencidvel em (z(t),y(t)).
Entao, z = f(x(t),y(t)) é diferencidvel em ¢ e

0 0
Dps(t) = D) + Dy, @)

A Equagao pode ser desenvolvida a partir da
ideia que a fungdo z(t) = f(z(t),y(t)) é diferencidvel

no sentido usual e com isso vale a propriedade da
Equacao

_adz
e (0200 020y
Jdr Ot Oy Ot
(02 a0 02,0y
 \ oz ot Oy ot
_ 9f a Of 1

que é o resultado esperado.

Finalmente, podemos estender a Definicao 1 para
ntimeros reais a > 1 através da proxima definigao.
Definicao 2: Seja a € (n,n + 1), com n € N. Uma
fungdo f : [0,00) — R que é n-vezes diferencidvel em
t > 0 tem derivada conformével de ordem « se o seguinte
limite existe

fUal=1) (t)

b

(5)

X  pUed=D (4 plel-ay _
D7 f(t) = Jim e

em que [«] é a fun¢do menor inteiro.

2.2. A integral conformavel

Definigao 3: Para f continua, a Integral Conformavel
é definida por

19f(t) = / (€ — )" f(e)de, (6)

para a € (0,1). A Equacao @ também pode ser
reescrita como

2r) = [ rede ™)
Além disso, para o caso de a = 0, segue que
t t
rio= [ et [ roes®

Nesse percurso, se f é diferencidvel e a = 0, a seguinte
propriedade é satisfeita

1D f(t) = f(t) = £(0), (9)
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pois
I* (D2 f(1)) = / €1 Dg f(€)de

= [eme i

/f
— 1(t) - £(0).

Como um exemplo da integral conformavel considere-
mos a integragdo da fungdo f(t) = nt"~ %, com n € N,
isto é,

Ia(ntnfa) — A faflnfnfadé-

= [ etag

t

n

ng— ="
n o

Este resultado era esperado, pois ja sabiamos que nt"~“
¢é a derivada conformével de ¢™.

No bojo da integracdo conformavel ainda é possivel
se calcular a integracao por partes. Esse procedimento é
realizado de acordo com a equacao dada a seguir

b b
/ [F(6)DRg(D)d* = f(D)g(t)], —/ [9(t) Df f ()]t

(10)
supondo que f,g : [a,b] — R sejam fun¢des derivaveis.
Essa relacao é imediata, uma vez que

b b
/ [f(t) D7 g(t))d™t :/ f(@t) (tl_ag/(t» (t“_l) dt

b
— [ o

b
- / g(t) (B (1)) (271 dt

b
— f0al. - [ laoD; e

A integracdo por partes sera bastante util na continui-
dade deste trabalho.

2.3. A série de Taylor conformavel

Consideremos uma func¢do fungdo f(t) que seja infini-
tamente a-diferenciavel no ponto tg, i.e., a aplicacao
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repetida da derivada conformével em f no ponto tg
sempre existe. Nesse sentido, desejamos escrever uma
série de poténcias para f(t) em torno de tg dada por

f(t) = (O + C1 (t — to)a + Cg(t — to)za
+63(t — to)Ba + -

> er(t —to)*e. (11)
k=0

Nossa tarefa agora é, supondo que a representagao
exista, encontrar os coeficientes c¢;’s dados na Equagao
. Isso pode ser facilmente feito da forma como segue.

Primeiramente, a partir da Equagao calculemos
f(to). Fazendo isso, facilmente concluimos que ¢y =
f(to). Em seguida, a fim de determinarmos c;, calcu-
lemos a derivada conformavel de ordem « da Equacao

(11), ou seja,
D& f(t) = acy (t—to) +2acy(t—to)* +3acs(t—tg)** +- - -

Se calcularmos D§ f(t) obtemos que ¢1 = L D¢ f(to).
Agora, com o objetivo de determinarmos ¢y, calcule-
mos a segunda derivada conforméavel sucessiva de ordem

a da Equacao , ou seja,
(D2 f(t) = 20 ca+3-2a2c3(t—tg)“+4-3acy(t—tg) 2 +- - -
(D) f(to)

Se calcularmos
«

2. 1 a2 (D ) f(tO)'

Na continuidade, para determinarmos o coeficiente cz,

calculemos a terceira derivada conformavel sucessiva de

ordem « da Equacao , ou seja,

obtemos que c¢3 =

(D)3 f(t) =320 +4-3-2a3cs(t —to)* +---

Se calcularmos (D§)3f(to) obtemos que
51— (D§)3 f(to). Se fizermos esse procedimento su-
cesswamente, obteremos apds a k-ésima vez ¢, =

wrar (DF)" f(to)-
Dessa forma, a Equacao pode ser escrita como

> a\k

k=0

C3 =

(t —to)*>, (12)

a qual representa a série de Taylor conformavel da fungao
f(t) em torno de t = tg. Se tg = 0, a série serd
denominada série de MacLaurin conformével.

A seguir apresentamos a série de Maclauren confor-
mavel de algumas funcoes. O leitor pode desenvolvé-las
como exercicio.

[ )
&0 ka
ETE .
k! ak
k=0
L)
) 1 N e L (2k+1)a
s <at > => (-1 2k + 1)1 a2k

k=0
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t(?k)oz

cos (;w) = i(—l)kw-

k=0

Usando os resultados anteriores e desenvolvendo a
4o

série de Maclaurin conformével da func¢io f(t) = et
é ficil identificar o resultado

Lo 1 a - 1 «@
e~" =cos | —t% | +isin| —t* ). (13)
a o

Na préxima secdo utilizaremos as ferramentas
apresentadas neste espaco para construir o formalismo
Lagrangiano conformével.

3. Formalismo lagrangiano conformavel

Nesta secao apresentaremos a versao conforméavel do
formalismo Lagrangiano. O exposto nesta se¢ido e nas
préximas seguiu de perto as referéncias [0H12]. Para
esse fim considere a acdo S escrita a partir do seguinte
funcional

S =I5 L(z(t), Difa(t)), (14)

a

em que ISf(t) = [1(€ — a)* 1 f(€)d€ e L(x(t), Dyx(t))
é denominada Lagrangiana conformével. Assim, o nosso
objetivo é encontrar as condigoes para que o funcional
dado na Equacao tenha um minimo local. Conside-
remos que z(t) e DYz (t) se transformem como

X(t,e*) = z(t) + e“n(t) (15)
DY X(t,e*) = D{x(t) + e*Din(t),

em que a condigao na fronteira é dada por 1(0) = n(ty) =
0 e € é um parametro pequeno. Com tais transformacoes,
passaremos a representar o funcional como

S[e®] = I°L(X (¢, ¢®), DX (t, ¢%)). (16)

E a condigdo de extremo para a Equagao ¢é obtida
a partir da derivada fracionaria em relacao a €®, isto é,

(DES[e))en = 0. (17)

Calcularemos essa derivada com o uso da Propriedade
5 a qual estabelece a regra da cadeia da derivada
conformével. Procedendo assim, temos

DgSle*] = I*[(DXL)(DeX) X
+(Dpe x L) D2 (DP X) (D X)* 7.

A Equacéo nos dizem que DX =ne D¥(D¢X) =
D¢'n. Com isso, obtemos

DES[e] = al*[(DYL)X* 'y
(D x L)(DFX)> ' D,
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Calculando por partes a integral da segunda parcela do
integrando da expressdo anterior e usando a condicao de
fronteira, obtemos

DgS[e”] = I*[((DK L)X
—DP (D x L)(DF X~ )n(1)].

Finalmente, a condigdo de minimo, Equagdo (17) nos
fornece

(DgL)a®"t = DR (Dpa, L(Dfa)* ). (18)
Considerando a Equacgao , podemos escrever
(D)t = 0,L
Do, L(Dfx)* ™ = Opg. L. (19)

Com isso, obtemos a versao fracionaria conformavel das
Equagoes de Euler-Lagrange, isto é,

A Equacao serd fundamental na formulacdo con-
formavel da mecénica Newtoniana. Os célculos aqui
apresentados podem ser generalizados para um numero
qualquer de coordenadas, isso foi feito na referéncia [12].

3.1. As equagoes de movimento da mecanica
Newtoniana conformavel

Consideremos a Lagrangiana dada pela equagao
L= %(Dgsgﬁ —V(w), (21)

em que m representa a massa e V(z) a energia potencial
do sistema fisico. Utilizando a Equagao 7 usando a
Lagrangiana dada na Equacao podemos calcular os
seguintes valores

oL __ov
or oz’
oL o

78(Df‘x) =mD{z,

Com isso, obtemos a versao conforméavel das equagoes
de movimento da mecéanica Newtoniana, isto é,
ov
ox

Podemos definir a velovidade conformével da seguinte
forma

m(D{x)? = (22)

v = Djz.

Nessa mesma perspectiva, a aceleracdo conforméavel fica
dada por

a= (D)2
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Assim, a versao conforméavel da segunda Lei de Newton
pode ser escrita como

F =m(Dfz)%. (23)

Um resultado interessante é obtido a partir da Equacéo
(22) no caso em que 1 — o = 0 é suficiente pequeno. A
seguir apresentaremos dois exemplos simples para ilus-
trar os resultados desta se¢do, num primeiro momento
analisaremos a versdo conformével do movimento de
uma particula com velocidade constante e na sequéncia,
trataremos a abordagem conformével para o movimento
de uma particula com aceleragdo constante.

3.1.1. Movimento com velocidade constante

Consideremos uma particula se movendo com velocidade
cosntante de médulo v. Dessa forma, podemos escrever
a equagdo de movimento como

D& (t) = v. (24)

Aplicando o operador integral conformével em ambos os
lados da Equagao , temos

I°Dfa(t) = I%. (25)

Usando a Equacao , obtemos

x(t) —x(0) = /Ot > tude

I
<
i)
o

= v—. (26)

Considerando § = 1 — a pequeno o suficiente, podemos

] I -5 , .
expandir a expressdo & = ti— até os termos de pri-
meira ordem em §. Para esse fim, considere as seguintes

expansoes

1

S 24 ... 2
T—5 +0+0°+ (27)

e, fazendo a série de MacLaurin de f(J) = t~% em torno
de 6 = 1, podemos escrever

t0=1-—¢lnt+--- (28)

Dessa forma, com os resultados dados nas Eqs.f,
obtemos que

40 16

t =

1-6 1-6

~Rt+td—tdint. (29)
E assim, chegamos a aproximacao

x(t) = z(0) + vt[1 + §(1 — Int)]. (30)
Denotando 7 = ¢[1 4+ (1 — Int)], podemos escrever

z(t) = 2(0) + vT. (31)
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E interessante notar a partir do resultado dado na
Equacao que a velocidade da particula pode ser
calculada a partir da derivada em relacdo a variavel T,
isto é, v = %.

O comportamento da solugdo dada na Equacao
para diferentes valores de o podem ser visto na Figura.

3.1.2. Movimento com aceleragao constante

Nesta subsegdo avancaremos em relagdo ao aspecto
analisado na precendente, pois trataremos agora de uma
particula que se move com aceleragao constante. Para
esse fim, consideremos a seguinte equacdo diferencial
conformével

Div = a, (32)

em que a é a aceleragao constante. Essa equacao pode ser
resolvida de forma analoga a Equacao , fornecendo
(0%
v(t) = v(0) + a—. (33)
«
Se usarmos

_ «
a = D{'v,

podemos aplicar o operador integral conformavel,
Equagao , em ambos os lados da Equagao ,

oo(t) = 1 [U(O) + aﬂ . (34)

Fazendo os calculos obtemos
x(t) = z(0) + U(O)ﬁ + atz—a
n Q 202"

A partir da Equagao (35) podemos obter um resultado
interessante se admitirmos novamente que 6 = 1 — « é
pequeno o suficiente. Assim, usaremos a expansao

(35)

1-0
1-46

ja demonstrada na subsecdo precedente. Necessitamos
mostrar a expansao para o termo

~t+t0—tdnt, (36)

12(1-6)
(1-24)*
E conhecido que
1

e, se desenvolvermos a série de McLaurin para f(J) =
t2(1=9) em torno de & = 1, obtemos

12079 ~ 1 4 2Int — (2Int)é. (38)
Assim, com os resultados dados nas Eqgs.(37{38]), chega-

mos a aproximacao
t2(1 —0)
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Se substituirmos as Eqs.- na Equacao , ob-
temos, finalmente, a aproximacao para a fungao posigao
2

2(t) = 2(0) + v(0)7 + a%, (40)

em que 7 = t[1 + §(1 — Int)]. Note que dessa forma, a
aceleracao pode ser obtida a partir da segunda derivada
2
da Equagao em relagdo a 7, isto é, a = ng'
4. Formalismo Hamiltoniano
conformavel

Nesta secao abordaremos prentncios do formalismo Ha-
miltoniano conformavel. O nosso ponto de partida serao
as equacoes de Euler-Lagrange conformével, Equagao
(20), a partir da qual podemos definir o momentum
canonicamente conjungado, isto é,

= oo 2

Neste caso, o Hamiltoniano conformével, denotado por
H, pode ser definido a partir de

H(z,p) = —L + pDi'z. (42)

Substituindo Equacao na Equacéo e exigindo
que 0L = 0, obtemos

0 = I*(pDyx — H)
0 = I*[0pDix + pd(Dfx) — IH|

o o o 0H 0H
0=1 [5th x+pd(Dix) — 87696 - Bpép} .
(43)
Uma vez que §(Dgz) = DY(§(x)), podemos escrever
o o o 0H 0H B
I [((5th x + pdf (0x) — %595 — aTtath (6(z))| =0.

(44)
Calculando a integral por partes da segunda parcela da
integral conformével dada na Equacao , e usando a
condi¢ao de fronteira, isto é, x(a) = z(b) = 0, obtemos
o seguinte resultado

a a OH a, OH _
(45)

Com isso, obtemos as equacoes de Hamilton conformé-
veis, as quais sdo dadas por

oH
aip = Dt X

OH )

podem ser escritas como

aiH _ tlfadﬁ

op dt

OH 1—adp

L o el 47
ox dt (47)
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E relevante notar que as equacoes de Hamilton usuais
sao obtidas se tomarmos « = 1 na Equacgao (47).

Note que as Eqgs.(47) podem ser escrita da seguinte
forma

dj — toéflaiH

dt dp

dp _10H

Lo g1 4
dt or (48)

Em termos do paréntese de Poisson, definido por {a, b} =
Qa 9b _ 9a9b 5 Bquacio pode ser escrita na forma

ox Op Op Oz’
dx 1
= YaH
dt {x7 }
dp
— = —t*"Yp HY. 49
i (n.H) (49)

Em geral, se tivermos uma varigvel dindmica v = u(z, p)
que nao depende explicitamente do tempo, podemos
escrever

du

— =t*"Yu, H},

o {u, H}
a partir dessa expressdo percebemos que u representa
uma constante de movimento se {u, H} = 0. O que

foi discutido nesta se¢do pode ser generalizado para
um numero qualquer de coordenadas do espaco de fase
(4,p:), 0 que pode ser visto na referéncia [12].

5. Oscilador harmonico conformavel

Nesta secdo abordaremos a versao conformavel de um
dos sistemas mais importantes da fisica: o oscilador
harmonico. Iniciemos a nossa andlise definindo a Lagran-
giana do oscilador harmoénico a partir de

1 1
L= §m(Dt°‘x)2 — imw2x2, (50)

em que z = z(t). Se usarmos a Equagio (20), podemos
escrever a partir da Lagrangiana dada na Equacao

oL 9
5 = W, (51)
oL .
W = th Z, (52)
@ aL _ «a 2

Assim, a equacao de movimento que descreve o oscilador
harmoénico conformével fica dada por

m(D&x)? + mw?z = 0. (54)
Nosso objetivo neste momento é resolver a Equacao

OH

I¢16(p)Dfx + pd (D) — %5(@
oOH B
— th (6(z))| =0. (55)
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com as condi¢des iniciais dadas por 2(0) = X e Dg(0) =
0. Para esse fim, consideraremos que a solucdo seja
dada por

1,
r=t
z(t) =¢€"=a" | (56)
em que 7 é uma constante. Agora, derivaremos a

Equacéo e substituiremos na Equacdo (57). Sabe-
mos que

(D?$)2(€Téta) _ T2€r a t“
Com isso, a Equagao fica dada por
r? +w? =0, (57)

que é a equacao caracteristica associada a Equacéo (57).
Condiderando w uma constante positiva, temos duas

raizes para r, quais sejam: 1 = iw e ro = —iw. A solugdo
do problema ficada dada por
z(t) = Cre'at” 4 Che 't (58)

em que C; e (5 sdo constantes. Podemos escrever as
exponencias conformaveis em termos das fungdes das
funcoes trigonométricas conformaveis e definir A = C7 +
Cy e B = i(C1—C3). Dessa forma, a solugao fica dada por
w w
x(t) = Acos (—ta> + Bsin (—to‘) . (59)
@ «a
As condigbes iniciais nos levam a concluir que B = 0 e
A= X, assim

z(t) = X cos (gt“) . (60)

Essa solucao é bem similar a usual, com a ressalva de que
a variavel t no argumento da fungao cosseno estéa elevado
ao expoente de grau igual a ordem da conformahdade

E interessante a analise da Equacdo (5 quando 0=
1 — a < 1. Note antes disso que a Equacao (b7) pode
ser escrita na seguinte forma

_ondT o d%x
(1 O[)tl 2 E-‘—tQ 2 ﬁ’ (61)
Ou, em termos de ¢,
dz d*x
26—1 25
ot (62)

Expandindo #2°~! numa série de Taylor em torno de § =
1 até primeira ordem em §, obtemos a aproximagao

271~ 14 2Int <5 - ;) . (63)

t25

Por outro lado, a expansao de numa série de Maclau-

rin nos fornece

S~ 1+2Intd. (64)
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Se substituirmos as aproximacoes nas Equacao e
Equagao na Equacao , chegamos a

2

d*z dz
m(l1+25lnt)— —i—m&(l—lnt)d——i—mw x=0.

12
(65)
Se definirmos m(t) = m(1+2d1nt) e v(t) = mdé(1—1Int),
a Equacao fica escrita da seguinte forma
d? dz
mt) S 4 A0 4 mw?s =0, (66)

dt? dt
a qual corresponde a equagao de um oscilador com massa
e coeficiente de amortecimento dependentes do tempo
e com termo de dissipacdo. A presenca do termo de
dissipacao, isto é, o termo de derivada primeira, mesmo
no problema do oscilador harmonico simples é um resul-
tado compartilhado pela oscilador harmonico fracionédrio
segundo Caputo, por exemplo. Ou seja, o resultado para
o oscilador harmonico conforméavel para o caso em que
1 — a pode ser considerado suficientemente pequeno é
comparavel ao caso do oscilador harmonico fraciondrio.

6. Equacao de onda conformavel

Nesta secdo trataremos de outra aplicagio fisica muito
relevante: o caso conformével da equagao da onda. Nessa
situacdo, a equagdo de onda conformavel em (1+1)-
dimenséo pode ser escrita como [13]
1

(D2)*W(x,t) = == (D) *(w,t) =0, (67)
em que v = %. Vamos mostrar que uma solugao possivel
para esta equagao é dada por

P(x,t) = Asin (lijxa — wat“) , (68)

e
em que A é a amplitude da onda e %xa - %to‘ é a fase
da onda.

Para mostrar que a funcdo dada na Equacéao éde
fato a solucao da Equacao , calculemos a partir da
Equacao as derivadas

(0%

Dp(x,t) = k*Asin (kxa -
o

w
(0%

ta) . (69)

Aplicando novamente o operador DY na Equacgao 7
temos

«

(D?)Zw(%t) = _k2aA sin (ka;[;a —

wCK
—tY ). 70
). o)
De forma anéloga encontramos

{07 «

(D)2 (a, 1) = —w* Asin (axa - t°‘>. (71)

Substituindo a Equacao e a Equagao na
Equacao , obtemos a identidade, mostrando assim
que a Equacéo é solucdo da equacdo da onda.
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Figura 1: Soluc3o da equacio de onda Equacio , emt =0,
para diferentes valores de o (a = 0, 25;0, 5; 0, 75; 1).

Ainda no bojo da equacdo de onda conformével,
podemos definir o a-comprimento de onda A, e o a-
periodo T, por meio das equagodes

2o
/\a = Lo
e
2ra
T, = a0
wa
respectivamente.

Uma andlise interessante pode ser feita se observarmos
a Figura na qual foram esbogados gréaficos para a
solucao dada na Equagao , em t = 0, para diferentes
valores de a. Notamos assim que para o = 1, temos
o comportamento usual da funcdo de onda. Enquanto o
valor de o diminui o grafico oscila com menor frequéncia.
A medida que o valor a diminui, perdemos a nocao de
comprimento de onda, pois a distancia entre duas cristas
consecutivas, por exemplo, ndo permanece a mesma ao
longo da evolugdo do grafico. Isso pode ser visualizado
na Figura [2] na qual temos o grifico da solu¢ao dada
na Equacao , em t = 0, para a = 0,5. Note que
a distancia entre as duas primeiras cristas consecutivas
é aproximadamente 167, enquanto a distdncia entre a
segunda e a terceira crista é aproximadamente 487.

7. Consideracoes finais e perspectivas

Neste trabalho foi apresentada uma revisdo sucinta
sobre a mecénica cldssica conforméavel. Este é um tépico
recente, tendo sido introduzido por Khalil et al. em
2014 [3]. Nesse caminho, o cdlculo diferencial e integral
conformavel foi apresentado com cuidado, e as principais
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vaoy o5l | | u

Figura 2: Solu¢do da equagdo de onda Equagdo , emt =0,
para a =0, 5.

propriedades foram deduzidas de forma detalhada. Na
sequéncia, os formalismo Lagrangiano e Hamiltoniano
foram cuidadosamente apresentados, sempre trazendo
exemplos. Nessa ultima parte, discutimos as principais
modificagoes nas equacoes de Hamilton, e demonstramos
que a formulagao usual é obtida quando tomamos « igual
a 1. O oscilador harmonico conformavel é resolvido, no
qual é observado que quando 1 — a é pequeno, obtém-se
um oscilador com massa dependente do tempo e termo
dissipativo. Por fim, a equacao de onda conformavel
é apresentada. Pretendemos extrapolar as ideias aqui
apresentadas para outras areas da fisica, tais como o ele-
tromagnetismo e a mecanica quantica. O nosso objetivo
nestas andlises que virdo é averiguar se a dissipagdo ou
os sistemas de massas variaveis aparecerao naturalmente
a partir da introducgao da derivada conformaével, além de
investigar se outras consequéncias fisicas podem emergir.
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