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Nesse trabalho serd descrita a dindmica do oscilador harménico simples a partir de varidveis discretas. As
relagdes de recorréncia resultantes dessa andlise serdo escritas sob a forma de transformagdes matriciais e, através
de um processo de diagonalizagdo, serd demonstrado que a solucdo obtida a partir dessa abordagem converge para
a solugdo analitica do sistema. Um abordagem nesse sentido contorna a hipétese de continuidade e é relevante
por descrever a dinamica desse sistema fisico em particular a partir de um ponto de vista computacional. Além
disso, o algoritmo proposto foi implementado computacionalmente e uma discussdo sobre a andlise do erro foi
construida a partir do principio da conservagdo da energia mecanica.
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In this work we will model the dynamics of the simple harmonic oscillator using discrete variables. The resulting
recurrence relations were written as matrix transformations and, from a diagonalization process, we will show that
the solution obtained converges to the well-known analytical solutions of the system. This approach avoids the
continuity hypothesis and is relevant as it describes the dynamical of this particular system from a computational
point of view. Furthermore, the algorithm we are proposing was implemented, and an error analysis was built
from the principle of the conservation of mechanical energy.

Keywords: Discretization, Simulation, harmonic oscillator.

1. Introducao

Ao utilizarmos o operador derivada para modelarmos a
cinematica de particulas, estamos implicitamente admi-
tindo que a nocao de continuidade se aplica a grandezas
como espaco e tempo [I]. O questionamento acerca da
continuidade do tempo e do espaco faz parte da traje-
téria humana, tendo iniciado ja na Grécia Antiga [2]. O
préprio desenvolvimento da fisica leva ao entendimento
de que algumas grandezas concebidas como sendo de
natureza continua, sdo de fato de natureza discreta [3].

O debate acerca do significado de continuidade cons-
titui uma importante parte da histéria da matematica, e
a busca por uma defini¢do formal dessa no¢do empirica
motivou o surgimento da andlise na reta [4. Uma
discussao nesse sentido, no entanto, nao é realizada em
detalhes em livros introdutérios de cdlculo diferencial [5],
e de fisica bésica [I]. E natural que um primeiro texto
sobre calculo diferencial se oriente na dire¢ao que explora
as capacidades descritivas desse ferramental matemé-
tico, e ndo na que discute o significado preciso dos
fundamentos que o sustenta.

Existe a expectativa de que sempre é possivel modelar
processos fisicos de forma exata através de modelos dis-
cretizados. Estes serviriam como alternativa aos modelos
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desenvolvidos usando a linguagem da matemdtica do
continuo. Essas ideias estdao fundamentadas na percep-
¢ao de que a teoria do autémato serve como cenario
para estabelecer uma linguagem universal, do qual as
relacoes de recorréncia sdo um caso particular. A expec-
tativa é de que um dia sejamos capazes de formular as
regras de um automato de forma andloga a qual atu-
almente derivamos equacoes diferenciais para modelar
sistemas fisicos [6]. Essas ideias foram extensivamente
discutidas na literatura, estando presente nos trabalhos
de pioneiros da computacao, a exemplo do emblematico
livro calculating space de Konrad Zus<£| [7]. Nessa mesma
linha Toffoli [6] sugere que modelamos sistemas fisicos
partindo de equacoes diferenciais por razoes historicas.
Argumenta que, em geral, a comparagao desses modelos
com as observagoes se da através de um processo de
discretizacdo, uma vez que esses modelos sdo conver-
tidos em equagoes de diferencas finitas. Sob essa dtica
0 maquindrio matematico da matemdtica do continuo
contém muito mais informagoes do que seria necessario
para descrever os processos fisicos em questao.

Neste trabalho a cineméatica do oscilador harmo-
nico simples serd descrita admitindo que tanto o es-
paco quanto o tempo sao grandezas discretizadas.

1 Desenvolveu o primeiro computador programével, Z1, e também
a primeira linguagem de programagao de alto nivel.
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Dessa forma, a definigdo de derivada sera evitada, e con-
sequentemente a hipotese de continuidade serda contor-
nada durante a andlise da dindmica desse sistema fisico
em particular. Tradicionalmente o processo de discreti-
zacao de uma equacdo diferencial é apresentado como um
recurso numeérico para obter uma aproximacao de sua
solucdo. Esse tipo de abordagem é explorada no vasto
campo da andlise numérica [8]. Recentemente uma abor-
dagem que segue essa linha foi apresentada em [9] para
esse mesmo sistema fisico. O presente trabalho serve
como alternativa a discussao apresentada pelo autor.

O tratamento que serd apresentado faz uso de alguns
resultados desenvolvidos em algebra linear e assume a
forma de relagoes de recorréncia. Essa abordagem pode
servir como estimulo para que os estudantes estabe-
lecam um primeiro contato com simulagées computa-
cionais visto que, uma vez estabelecido o algoritmo,
sua implementacido é trivial. A implementagdo pode
ser realizada até mesmo gerando uma tabela numérica
usando uma calculadora. Nessa mesma linha, é também
trivial realizar uma simulacdo computacional através
de alguma linguagem de programacao de alto nivel e,
consequentemente, produzir uma animagéoﬂ

Mostraremos que a solu¢ao desenvolvida nesse tra-
balho converge para a solucdo analitica do sistema
evocando a no¢ao intuitiva de limite. Nesse caminho uti-
lizaremos resultados que muitas vezes sdo os precursores
dos utilizados em uma descricao realizada através da
matemdtica do continuo. Esses fatos reforcam o carater
didatico de nossa proposta.

Além disso, as relagoes de recorréncia resultantes da
nossa andlise serdo exploradas computacionalmente, e
por essa razao uma discussao sobre propagagao de erro
e custo computacional serd apresentada no presente
trabalho.

Por fim, defenderemos que essa andlise serve como
ponto de partida para uma discussdo sobre o conceito
de natureza finita estabelecido for Eduard F‘redkirﬁ [10].
Esse conceito contrasta com a idéia de que o processo de
discretizacdo de uma equagao diferencial estd necessa-
riamente associado a uma aproximacao [I1], linha que
usualmente guia a analise computacional de sistemas
dindmicos. Esse trabalho foi, em parte, motivado pela
recente experiéncia vivida pelo autor ao desenhar um
modelo de computagdo baseado em colisdes elasticas
para integrais elipticas [I2]. Por essa razao a discussao
do trabalho segue um enfoque voltado para questoes
computacionais.

1.1. Solugao usual

O problema do oscilador harménico simples é descrito
por uma equagao diferencial cuja solucdo é trivial. Serd

2 Ver mais detalhes em |https://www.glowscript.org/.

3 Pioneiro da computacdo, estabeleceu o gate de Fredkin e um
modelo conservativo de computagdo baseado em colisdes elésticas.
Sugere que, em um nivel fundamental, todas as grandezas fisicas
sao discretizadas. Cunhou o termo fisica digital
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reproduzida aqui a solucao dessa equacao usando uma
notagao vetorial, uma notagdo que é semelhante a da
solugao baseada em varidveis discretas que é apresentada
posteriormente. Considere que inicialmente o sistema
estd em uma posigdo z[0] com velocidade v[0]. Dado
w € R, a equacao que descreve a dinamica do oscilador é

de(t) _ 2
2 C @ (1), (1)

que também pode ser representado pelo sistema de
equagoes lineares de primeira ordem, cuja representacao

matricial é
dlz@)| _ [ 0 1) |z @)
dt [v(t)| — |—w? 0] |v(t)

Ao supormos que as solugdes sdo da forma u(t) =

(x(t),v(t)) = €™ concluimos que existem dois valores
de 7 que tornam essa igualdade verdadeira. Esses valores

S80 A1 = iw e Ay = —iw e definem os autovalores da
matriz dos coeficientes em (2). Sejam v; = (1,iw) e
vy = (1, —iw) os autovetores associados a A1 e a Ag,

a solucao geral do sistema é

co-[f]-a[t]= o= o

onde ¢; e ¢y sdo constantes a serem determinadas a
partir das condigbes iniciais do problema. Utilizando a
identidade de Fuler

¢’ = cosf + isend (4)
temos que
0
x(t) = z[0] coswt + vo] senwt. (5)
w

2. Solugao Através da Matematica do
Discreto

Iremos analisar a dindmica do sistema descrito ante-
riormente sem utilizar explicitamente os conceitos de
derivada e integral. Nessa abordagem seria assumido
que o espago e o tempo sdo varidveis discretas. Nao
serdao questionados nesse momento as validades dessas
hipoteses, serdo sim analisadas suas consequéncias no
processo de descri¢gao do movimento do oscilador harmo-
nico simples.

Assuma que a dindmica ocorra durante o tempo ¢ que
é constituido por um nimero N € N de subintervalos
indivisiveis. Sendo assim, a duracao de cada intervalo é

ty
At = —.
¢ N (6)

Nesse cenario, o tempo serd sempre um multiplo de
At, e assim escrevemos

t =7 At, (7)
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com j < N € N. Tanto a posi¢do, denotada por z[j],
quanto a velocidade, denotada por v[j], passam a ser
variaveis discretas indexadas pela variavel j. Assim como
0 que ocorre em uma animagao, onde varios desenhos
sdo manipulados para gerar a impressao de movimento,
a dindmica da particula passa a ser constituida por
varios frames que mudam com uma frequéncia At~!.
Para cada frame temos um valor correspondente de j,
e consequentemente de z[j] e v[j]. Tanto z[j] quanto
v[j] variam abruptamente entre dois estados sucessivos.
A massa, inicialmente localizada em x[0], onde estd
com velodidade v[0], tem sua dindmica modelada pelas
seguintes relacdes de recorréncia

elj] = 2[j = 1 +o[j - 1At

olf] = olj — 1] + alj — AL, ®)

onde a[j — 1] = —w?z[j — 1] pois no caso do oscilador
harmonico a aceleracdo é proporcional & posicdo. A cons-
tante de proporcionalidade é a varidvel —w?, definida
pela massa e pela constante elastica da mola. Dados
x[0] e v[0] as esquagOes anteriores definem quaisquer
x[j] e v[j] para 1 < j < N, com j € N. Estamos
assim admitindo que a particula move-se entre z[j — 1]
e z[j] sem passar por nenhum ponto intermedidrio, em
um tempo At e com velocidade v[j — 1]. Além disso ao
atingir a posicao z[j] a velocidade da particula muda
abruptamente desde v[j — 1] até v[j]. Apds uma andlise
matricial, mostraremos que o resultado obtido dessa
andlise converge para a equagao mostrada em (|5)) quando
N — oo. Iniciaremos definindo

ilj] = (z[j},v[j]) (9)
A= {—leAt ?ﬂ (10)

e assim as equagoes (8) podem ser escritas na forma
matricial como

ulj] = Aufj —1], (11)

e é trivial mostrar que a solugdo dessa relagdo de
recorréncia é

alj) = AV[o]. (12)

Dessa forma A7 relaciona a posicio e a velocidade inicial
com a posicdo em um estado posterior indexado pela
variavel j.

Podemos determinar A7 de forma mais eficiente se
formos capazes de determinar a matriz P tal que

A=PDP, (13)

onde a matriz D é uma matriz diagonal. Em uma
linguagem usada em algebra linear a matriz A representa
o operador linear que leva 4[j — 1] no vetor «[j] e a
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matriz D é a sua forma diagonal, tendo como elementos
nao nulos os autovalores de A. A matriz P é a matriz
mudanca de base entre a base candnica e a base de
autovetores de A. Para uma revisdo detalhada desse
assunto o leitor deve buscar livros especializados de
algebra linear, & exemplo de [I3]. Temos que

(14)

|1 +iwAt 0
D= { 0 l—iwAt]

P{ L Z] (15)

—wt  w

onde i = +/—1. Como consequéncia da propriedade
associativa da multiplicacdo de matrizes e da defini¢ao
de matriz inversa temos que

Al =pPDipTh (16)

De um ponto de vista computacional, a igualdade em
fornece uma maneira mais eficiente de determinar
a matriz A7. Através dela o problema de calcular a j-
ésima poténcia de uma matriz passa a ser equivalente ao
problema de calcular a j-ésima poténcia de dois ntimeros,
e assim o numero de operagdes envolvidas na implemen-
tagdo das recorréncias em é reduzido. Nesse sentido
a diagonaliza¢do da matriz A nos permite obter o estado
j do sistema sem a necessidade de determinar todos
os estados anteriores, como fica sugerido pelas relagoes
de recorréncias que definem o algoritmo. Além disso,
conforme mostraremos a seguir, a equagao pode
ser usada para obter a solucdo analitica do problema
proposto.

Para determinar a matriz D’ considere as varidveis
complexas

zy = 1 £ iwAt = r(cos A¢ £ isenAd), (17)

onde a segunda igualdade define a forma polar de z4, de
forma que

r=V1+w2At?, (18)

tg(Ag) = wAt. (19)

A formula de De Moivre é uma igualdade precursora
a identidade de FEuler . Evocando esse resultado em

concluimos que

7y =17[cos(jAG) + isen(jAP)], (20)
e portanto
T
Di = i [J zi] (21)
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fica definida em termos de r e do dngulo jA¢. Determi-
nando a matriz P~!, a equacio implica que

cos (jA)

i i 5 sen(jA¢)
A=r —wsen(jA¢) (22)

cos(jA¢) |’

E assim a matriz A7 ndo possui parte imagindria.
Fazendo N — o0, a igualdade em @ implica que
At — 0. Da equacéo concluimos que A¢ — wAt, e
da igualdade temos

JAG — jwAt = wt. (23)

Do teorema binomial temos que nessa situagao 7 — 1,
e assim

1
AT cos wt = senwt

—wsenwt coswt |’ (24)

Ao substituirmos esse limite na equagao obtemos
o mesmo resultado que obteriamos usando a abordagem
usual.

O método apresentado aqui deve ser encarado como
um recurso didatico, onde o problema proposto é so-
lucionado sem apelar explicitamente as definigoes de
derivada e de integral, e portanto sem evocar a hipétese
de continuidade na qual essas definicbes se apoiam.

2.1. Discussao

As hipéteses de discretizacao usadas para descrever a
cinemética do sistema ndo possuem significado fisico
dentro da concepcao estabelecida pela mecéanica new-
toniana que opera dentro da matemdtica do continuo.
No entanto, mostramos que quando At — 0 a solucdo
obtida a partir desse tratamento converge para a solugao
obtida a partir de uma equacao diferencial.

De fato, as recorréncias em podem ser obtidas
a partir de aplicagoes sucessivas do método de Fuler
para a equagao diferencial em . Dessa forma, a
convergéncia expressa em revela a convergéncia
desse método numérico quando aplicado ao caso do
oscilador harménico simples.

Ao serem desacopladas, as relagbes de recorréncia em
assumem a forma de relagbes de segunda ordem
ordem, sendo trivial mostrar que

x[j +2] = 2z[j + 1] — (1 + w2AtH)2[j],  (25)
e que
v[j +2] =2v[j + 1] — (1 + W2A)v[j].  (26)

Recorréncias que definem o método de Verlet [14], mé-
todo que foi redescoberto diversas vezes ao longo do
tempo e que é empregado para integrar as equagoes de
movimento. Assim como a equacio é uma equacao
diferencial de segunda ordem em x(t), as recorréncias
acima sao de segunda ordem. Uma interessante demons-
tragdo foi apresentada recentemente por [15], onde a
equagao foi obtida a partir da aplicacdo sucessiva
do teorema do valor médio para derivadas.
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3. Implementacao do Algoritmo

Demonstramos que o algoritmo fornecido pelas relagoes
de recorréncia escritas em estd correto, uma vez
que a solugdo obtida através delas converge para a
solucao correta desde que At — 0. Assim, implementa-
lo em alguma linguagem de computagdao é um caminho
natural. Caso os alunos envolvidos nessa atividade nao
tenham familiaridade com implementacao de algoritmos,
sugerimos que essas equagoes sejam usadas para pelo
menos gerar uma tabela com algumas estimativas para
a posigao da particula.

Ao simular computacionalmente a evolugdo de um
sistema dindmico, devemos especificar a duracao da
simulacdo ty. Além disso devemos especificar uma uni-
dade elementar de tempo, At, definindo o nimero de
subintervalos N que divide ¢ ;. Essas hipoteses, inerentes
a qualquer simulagdo computacional, embasam a percep-
¢do de que a natureza é fundamentalmente finita [10].
Seguindo essa hipdtese, nosso mundo é um sistema finito
que, além disso, armazena uma quantidade finita de
informacao por unidade de volume.

Nesse trabalho especificamos ¢y em unidades do pe-
riodo de oscilacio T = 2mw™! e At é determinado
considerando que cada intervalo de tempo T é dividido
em um nimero ny de subintervalos de mesma largura.
Dessas consideracoes, segue que

ty =t7T, (27)
equacao que define a varidvel adimensional ¢, além disso
N = nTtT, (28)

onde nr e tr sdo pardmetros livres da simulagao.

3.1. Conservacgao de energia e analise de erro

Mostramos que quando At — 0 a solucdo gerada pelas
relagoes de recorréncia em converge para a solugao
analitica. Agora estamos interessados em avaliar como a
diferenca entre essas solugoes varia a medida que At se
aproxima de zero.

A analise que segue estd baseada no principio da con-
servacao da energia mecanica. Obteremos uma equagao
para a energia mecénica por unidade de massa para cada
estado j, aqui denotada por E,,[j]. A razdo E,[j]/En[0]
serd usada como um estimador do erro que, quando
At — 0, mostraremos depender do parametro

tr tr
=— == At 29
=2 (%) an (20)

onde a igualdade foi obtida das equacoes @, e .
Da defini¢do de energia mecanica temos

wPali | ol

Eplj] = =20+ 2 (30)
Das igualdades @, e temos
2..1012 2
Enli) = | A o, o
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Figura 1: Os painéis da esquerda mostram variacdo relativa da energia cinética por particula ao longo da evolugdo do sistema.
Os pontos foram obtidos aplicando os algoritmo descrito no texto, enquanto que a curva continua representa a equacdo .
Os paineis a direita mostram o espaco de fase do sistema. Os pontos foram obtidos aplicando o algoritmo considerando com
w = 0.25 e E[N]/En[0] = 1.3. As elipses continuas limitam os pontos da simulacdo e foram geradas a partir da anlise do erro

associado ao algoritmo. Em atr =1, em btr =2eem ctr =4.

e das equagoes e @ decorre que

, w2\’ 1 [w2T2\ 7]’
U1+ —L) =1+ (21— 32
" + N2 |: + N < tTTLT ):| ’ ( )

onde na segunda igualdade foram usadas as equagdes

e . Usando ainda a defini¢do em é trivial

mostrar que

. [1 " (}V) 47r27r ~eFI (33)

Essa aproximacao, valida desde que v — 0, é mais
precisa do que a que seria obtida considerando apenas o
primeiro termo da expansdo binomial. Ao compararmos
as séries de Taylor destas fungbes, concluimos que a
aproximagao ¢é valida mesmo quando termos que envol-
vem 72 ndo sejam despreziveis. Com essas consideracdes
temos

Em[]] _ e(%)élrrz'y

m|
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e portanto a variacdo relativa maxima da energia por
unidade de massa, que ocorre quando j = N, é definida
pela varidvel . Essa variacdo é consequéncia do erro
associado a discretiza¢do e ndo possui signficado fisico.
Assim a equagdo mostra que uma certa energia
mecanica por unidade de massa é artificialmente inserida
em cada interacdo.

Os graficos na Figura [I] foram gerados aplicando as
relagoes de recorréncia em considerando z[0] = 0
m e v[0] = 5 ms~!. Para o painel a t7 = 1, para o
painel b tp = 2 e para o painel ¢ tp = 4. Em todos os
casos assumimos que E,,[N]/E,,[0] = 1.3. Nos paineis
4 esquerda é apresentado o gréfico da fungao (34]), em
vermelho, junto com o valor da razéo E,,[j]/FEn[0] para
7 € N < N, em preto. J& nos painéis a direita temos
o plano de fase do sistema. Os pontos em preto estao
limitados pelas elipses associadas as energias F,,[0] e
E,,[N] e representam os valores da posicdo e velocidade
associada a cada estado.

A equacao serd usadada para, uma vez definido
o valor da razdo E,,[N]/Ep[0], calcular o respectivo
numero de iteracoes. O custo computacional depende
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dessa variavel, que é pode ser calculada considerando
0 primeiro nimero natural maior do que N, onde

(35)

En[N
In ( B [[O]D

Essa equagdo mostra a dependéncia do tempo de
execucdo do algoritmo com os pardmetros de entrada
tr e Ep[N]/E,[0]. Estes estipulam, respectivamente, o
tempo de duragdo da simulagdo e o erro maximo que
serd admitido.

Os pontos pretos da Figura|l| representam estimativas
da posicao obtidas adotando distintos valores para tr
e ny. A linha solida representa a solucao exata cor-
respondente as condigoes iniciais do problema. O erro
é um elemento inerente a qualquer técnica numérica, e
na Figura [I] fica evidenciado pela discrepancia entre os
pontos e a curva solida.

A cada interagdo o algoritmo possui associado um
erro que depende do valor de At adotado. Esse erro se
propaga de uma interacao para a outra, e por essa razao
observamos a discrepancia entre os pontos e a curva
aumentar com j nessa figura. O erro é maximo quando
j = N, de onde concluimos que ele é proporcional a tr.
Por outro lado, se considerarmos t7 fixo, esperamos que
o erro em cada interagdo seja inversamente proporcional

a nr, uma vez que At n;l.

4. Conclusao

A relevancia da nossa anélise consiste no fato de que ela
mostra que a dindmica do oscilador harmoénico simples
pode ser modelada a partir da matemdtica do discreto,
0 que contrasta com a solucao tradicionalmente exposta
na literatura [I.

Nessa analise a formula de De Moivre é evocada, resul-
tado que pode ser demonstrado a partir das identidades
trigonométricas envolvendo a soma de arcos e que é uma
férmula precursora a identidade de Fuler. Na abordagem
que seguimos sao utilizados resultados estudados em
um curso basico de algebra linear de nivel introdutério.
Defendemos assim que, embora a solucdo apresentada
seja formalmente imprecisa, pois viola os axiomas da
mecanica classica, ela é um interessante complemento a
abordagem tradicional, realizada através da matemdtica
do continuo.

As relacoes de recorréncia foram implementadas nu-
mericamente, e assim construimos o plano de fase de
alguns estados do sistema juntos as curvas obtidas a
partir da solugdo da equacdo diferencial em questao.
Nesse caso a solugao obtida nao é exata, e por essa razao
mostramos como o controle do erro esta relacionado com
o custo computacional do algoritmo. Esses elementos
sdo inerentes a qualquer simulacdo computacional, e a
discussao aqui apresentada torna-se relevante para estu-
dantes que buscam um primeiro contato com simulagoes
computacionais.
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A abordagem proposta nesse trabalho, ao ser reali-
zada usando linguagem estabelecida pela matemdtica
do discreto, ndo evoca explicitamente a nocao de con-
tinuidade. Sugerimos que esse simples exemplo anali-
tico e computacional possa servir como cenario onde
questoes mais fundamentais possam ser discutidas. A
ideia de que o proprio espago e o tempo talvez possuam
natureza granular também nos remete aos trabalhos e
alguns pioneiros da computacdo. Acreditamos que uma
discussao nesse sentido seja particularmente importante,
principalmente quando vivemos em uma sociedade que
migra para a digitalizagdo do cotidiano e onde o real cada
vez mais se mistura ao digital. A um nivel fundamental,
nao podemos esquecer que a computacao é realizada por
processos fisicos, sendo as méquinas apenas os meios no
qual o processamento da informacdo ocorre. Nao nos
esquecamos também que o estudo das maquinas sem-
pre esteve intrinsicamente associado ao desenvolvimento
cientifico.
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