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Abordamos neste artigo diferentes formas de aplicagdes de matrizes de transformacées épticas, ou matrizes
ABCD, e simulagbes 6pticas para utilizacdo como ferramentas no ensino de Optica geométrica. O trabalho
apresentado engloba desde situagbes simples, como lentes planas perfeitas, até situagdes mais complexas, como
sistemas épticos em meios com diferentes indices de refracdo. Estes exemplos podem ser facilmente resolvidos
com o uso de matrizes épticas, uma ferramenta poderosa, porém pouco difundida nos cursos de graduagdo em
fisica do pais. Vamos comparar os resultados obtidos a partir das equacgoes cldssicas para lentes finas e do método
matricial com os resultados obtidos através da simulacdo com o software freeware OSLO EDU para mostrar
o poder do método matricial. Com essa proposta, o professor possuird novas formas de abordar o problema e
facilitard tanto sua didatica quanto aprendizagem do aluno em sala de aula ou laboratérios de 6ptica. Abordando
a éptica geométrica de uma maneira diferente, também ird possibilitar aplicacGes reais e a introdugao de softwares
de simulacéo épticas na sala de aula.

Palavras-chave: Optica geométrica, método matricial, simulacio tracado de raios.

In this paper, we approach different ways to use optical transformation matrices, or ABCD matrices, and optical
simulations as tools for teaching geometrical optics. The work presented here ranges from simple situations, such
as perfect flat lenses, to more complex situations, such as optical systems in media with different refractive
indices. These examples can be easily solved with the use of optical matrices, a powerful tool, yet not widespread
in undergraduate physics courses in the country. We will compare results from the classical equations for thin
lenses and the matrix method with the results obtained through simulation with the freeware software OSLO
EDU to show the power of the matrix method. With this proposal, the teacher will have new ways of approaching
the problem and will facilitate both his didactics and student learning in the classroom or optical laboratories.
Approaching geometrical optics in a different way will also enable real-world applications and the introduction of
optical simulation software in the classroom.
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1. Introducao

O ensino de fisica no ensino superior ainda enfrenta
algumas barreiras de aprendizagem, especialmente no
que diz respeito as disciplinas de 6ptica que, embora
parte importante da formacgao do fisico por ser uma
area de conhecimento ampla com fenémenos ligados
ao eletromagnetismo, ondulatoria, relatividade e fisica
quantica, muitas vezes nao estd nem mesmo presente na
ementa de diversos cursos de graduacao em fisica, seja
licenciatura ou bacharelado, do pais.

Além do planejamento e adequacdo das disciplinas
de Optica que sdo parte integrante do curriculo da
graduacdo, uma das dificuldades apresentadas é que
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essas disciplinas se concentram em sistemas épticos, mui-
tas vezes demasiadamente simplificados para aplicacoes
reais em experimentos de laboratorio.

Essa fuga do mundo real pode muitas vezes desmotivar
os alunos, fazendo com que estes percam rapidamente o
interesse em estudar sistemas dépticos mais complexos
com maior profundidade.

Como exemplo podemos tomar o estudo do forma-
lismo éptico matricial, que diversas vezes nao é apre-
sentado para os alunos de graduagdo e que podem
solucionar diversos problemas Opticos em que o uso
de ferramentas mais simples da Optica geométrica néo
podem ajudar [T}, 2].

As matrizes de transformacao Optica sdo derivadas
da Lei de Snell, conhecidas na abordagem de O6ptica
geométrica, porém pouco difundidas [3] [4].
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2. Fundamentacao Teérica

2.1. Lente perfeita convergente posta entre dois
meios de indice de refracao diferentes

Um caso pouco discutido em aulas de 6ptica geométrica
é desenvolvido a seguir, quando temos uma lente delgada
convergente colocada em um meio com diferentes indices
de refragdo de um lado e do outro das superficies
da lente. Como exemplo recorrente, citamos o uso de
cameras para imagens subaquaticas.

Vamos partir de uma lente fina perfeita (distancia
entre as superficies é igual a zero) imersa em um
meio, como é comumente estudada em sala de aula,
representada na Figura [I]

O objeto (O) e a imagem (I) estdo no eizo principal
ou eiro Otico, adota-se um sistema de coordenadas
cartesianas e a origem é colocada no vértice do compo-
nente Otico em anélise. Todas as quantidades medidas
a direita no eixo x serdo positivas, e todas aquelas
a esquerda serao negativas. Utilizando-se propriedades
geométricas, a equagdo do dioptro para a refracdo na
primeira superficie da lente serd [5]:

n n' n-—n

Lot 1)
a1 U2 ™

onde, n é o indice de refracao do meio onde se encontra
a lente, n’ é o indice de refracao da lente, r; é o raio
de curvatura da primeira superficie da lente e us é a
distancia da imagem projetada pela primeira superficie
da lente.

Para a refracdo na segunda superficie, poderemos
tomar as aproximacgoes semelhantes a Equagao , de
forma que:

o=t (2)
up U ro
onde, 12 é o raio de curvatura da segunda superficie da
lente
No caso ideal, onde a distancia entre as superficies
é 0 (u2 = u} como mostrado na Figura [1)), podemos

!
u1 =0

Figura 1: Refracdo em uma lente perfeita, onde a distancia
entre as duas superficies tende a zero. A seta vermelha (canto
superior direito) indica o sentido de propagacio da luz que foi
adotado neste caso.
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simplificar a notac¢do de modo que u; = u (coordenada
do objeto O) e u}, = u' (coordenada da imagem I) para
chegar na conhecida Equagao dos Fabricantes de Lentes
para uma lente delgada:

A Equagao , juntamente com a Equagao , funci-
onam muito bem para uma grande gama de problemas
propostos em sala de aula.

No entanto, existe uma limitacdo para problemas em
que o indice de refracdo do meio em que se encontra a
imagem ¢é diferente do indice de refracdo do meio em
que se encontra o objeto, ou seja, quando n; # mns.
Neste caso, a Equacao deve ser reescrita de maneira
a incluir esta informacao. Logo temos:

o3[ -(52) o

De forma que, a verdadeira expressao para a distancia
focal f procurada devera levar em conta os indices de
refracdo ny e no:

S (6)

Se r1 e o forem iguais em maédulo, mas de sinal oposto
(caso da lente delgada simétrica e convergente) temos:

ro = —7r1 = R (7)

Nesse caso, a Equagao poderé ser simplificada da
seguinte forma:

1 20/ —ny —na
- = (8)
f R
Com a expressdo acima, é possivel obter a distancia
focal f de uma lente delgada construida com um material
de indice de refragdo n’ e raio R, entre os meios n € na.

2.2. Sistema de duas lentes delgadas
convergentes entre trés meios de indice
de refracao diferentes

O caso anterior pode ser facilmente entendido com o
uso de simples equagoes de Optica geométrica conhecidas
para lentes finas. Agora imaginemos um caso mais
complexo, onde duas lentes finas convergentes estdo
separadas por uma distdncia d, de forma que o indice
de refragdo do material entre elas (n2) seja diferente do
indice de refracao do material que se encontra o objeto
(n1) e sua respectiva imagem do outro lado do sistema
de lentes (n3), como pode ser visto na Figura
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f2 f

Figura 2: Sistema de duas lentes perfeitas, onde fi e f> sdo as
distancias focais que caracterizam a primeira e segunda lentes
respectivamente.

Queremos encontrar o valor da distdncia focal final
f desse sistema de lentes delgadas. Para isso, iremos
comecar aplicando as equagdes vistas anteriormente,
agora, considerando que, para a segunda lente fina, o
objeto sera a imagem da primeira lente.

Vamos tomar a primeira parte da Equacao @, apli-
cada a primeira e segunda lentes:

I ng ng I 20 —ng—ny
Aw W R R .
1 ny mns 1 20’ —ny—n3 ©)
fous Wy, fp R

Como a distdncia d entre as duas lentes pode ser
descrita por us = u} + d, podemos encontrar o foco
imagem f, com a Equagao (L0]) a seguir:

_ _ (n2f1 - d)n3f2
na(fi + f2) —d
A Equacdo pode ser usada para qualquer pro-

blema de um sistema de duas lentes finas separadas por
uma distancia d.

(10)

2.3. Sistema de duas lentes espessas entre trés
meios de indice de refracao diferentes

Uma outra maneira de encontrar a distancia da imagem
em relagdo & superficie da segunda lente, dada por uj,
é a utilizagdo de matrizes de transformacoes dpticas,
também conhecidas como matrizes ABCD. O uso de
matrizes serve para compactar a notacao e as equagoes
usadas, permitindo trabalhar com sistemas um pouco
mais sofisticados e com um maior nimero de compo-
nentes. Embora tenha uma aplicacdo muito prética, o
método matricial normalmente ndo é introduzido nas
aulas de optica no nivel de graduacao.

Para a apresentacdo em sala de aula podemos fazer
o tratamento do mesmo sistema usando o método
tradicional e logo depois o método matricial. Assim os
estudantes podem fazer de forma mais direta a ligacdo
entre as duas formas de descrever o tragado de raios.
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Além disso, fazendo essa introdugao do método matricial
ja de forma aplicada fica mais facil destacar e chamar a
atencdo dos estudantes para a praticidade e vantagens
desse método.

Vamos inicialmente aplicar as matrizes ABCD para
o caso da Figura [2| Neste caso, queremos encontrar a
posicao da imagem formada pelo sistema, dada a posigao
do objeto. Para isso vamos usar as matrizes referentes a
lentes finas (matrizes L) e a matriz de propagacao do
feixe entre as lentes (matriz S). Estas sdo dadas por:

1 0
L=| 1 (11)
—— 1
L f1
1 d
S:_O | (12)

onde o valor do foco f; vem da equagao @

Além destas vamos usar mais duas matrizes de propa-
gacao. Estas sdo referentes a propagacao dos feixes do
objeto até a primeira lente fina (Ms) e da segunda lente
fina até o plano da imagem (M;). De acordo com [6],
essas matrizes sdo dadas por:

M, = [(1) 'Lﬂ (13)
M, = [(1) ﬂ (14)

A matriz ABCD para esse sistema é dada pela multi-
plicacdo pela esquerda das matrizes dos elementos 6ticos
(Equagoes a ) As matrizes que representam
cada elemento Otico vao aparecer seguindo a ordem
inversa de propagagao do feixe, ou seja, as matrizes estao
no sentido imagem — objeto.:

[A B

C D} = [My][L][S][L][M>] (15)

Deste modo, o valor procurado uj, ou seja, o valor da
distancia da imagem em relagdo a superficie da segunda
lente sera encontrado fazendo o termo B da matriz igual
a zero.

Além da praticidade para lidar com sistema com um
maior nimero de elementos 6ticos, o método matricial
nos permite trabalhar com lentes que nao sao ideais, ou
seja, lentes espessas.

Vamos propor uma aplicagdo pratica, mais proxima
do que é feito em laboratério, porém nao encontrada
na literatura. O experimento consiste de duas lentes
biconvexas com vidro N-BK7 de indice de refracao n’ =
1,5168, (para A = 589 nm) [7] de 50 mm de didmetro [g],
separadas por um tubo de 200 mm de comprimento.
Este tubo (Figura [3]), inicialmente cheio de ar, pode
ser preenchido com algum liquido de indice de refracéo
conhecido.

Vamos utilizar agua do mar, cujo indico de refragao
ny a 20°C é igual a 1,333 (para A = 589 nm) [9].
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200 mm

Figura 3: Aparato experimental composto por duas lentes de
50 mm: a) sem a dgua do mar e com b) dgua do mar entre elas.

Tabela 1: Pardmetros utilizados para os célculos do sistema de
lentes.

Parametros Valores

ni =mns 1,0 (ar)

n’ 1,5168 (N-BKT7)
n2 1,333 (dgua do mar)
t 10 mm

T 101,63 mm

d 200 mm

U1 200 mm

Queremos encontrar o valor da distdncia da imagem
fornecida pelo sistema nas duas situagdes, com o tubo
vazio (contendo apenas ar) e cheio de d4gua do mar. O
objeto é colocado a uma distancia de 200 mm da primeira
lente. Os pardmetros fornecidos foram relacionados na
Tabela [1l

Aqui temos o parametro da espessura das lentes reais
(t) que é de 10 mm.

Para este caso vamos usar as matrizes de refracdo [R]
seguidas por matrizes de propagagao [S] para montar a
matriz representante de cada lente espessa.

No primeiro caso, para a primeira lente, temos uma
interface de ar (fora do tubo) para ar (dentro do tubo),
atingindo a segunda lente (n; = ne = 1). Deste modo,
a imagem gerada pela segunda lente, serd objeto da
primeira lente, ou seja, uh = d — wuj. Utilizando a

Equagao (L7):

1 0 , 1 0
t
RSy = |\p/ —ny o [O J ni—n' m
oMo N9 rin/ n'
[0,9665 6,5928
~|-0,01 0,9665} (16)

onde t € a distancia entre o centro da primeira superficie
da lente até o centro da segunda superficie, ou seja, a
espessura da lente.
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De forma geral, dado um sistema 6tico, para calcular a
posicao da imagem formada basta calcular os elementos
ABCD referentes ao sistema e entdo usar a equacao da
imagem.

—Au1 - B

C’Uq + D (17)

uy =
A equagéo é obtida a partir da multiplicagdo das
matrizes My e My, como mostrado na equacao , e
igualando o elemento ‘B’ da matriz a zero [10]. Lem-
brando que todas os procedimentos feitos neste artigo
estdao dentro da chamada aproximagao paraxial.
A matriz ABCD da primeira lente espessa é dada por
(16)). Dessa forma a posigdo de sua imagem é:

u) = 193,4134 mm (18)

O valor de u} serd agora a posigdo do objeto para a
segunda lente, logo, para encontrarmos o valor procu-
rado de b, utilizaremos a matriz ABCD para a segunda
lente:

1 0 1 0
SR — 1t
RSRy = n—ny n_’ o 1| [na—n' ns
Y ny rn’ n’
[0,9665 6,5928
~|-0,01 0, 9665] (19)
Usando a equacdo da imagem (eq. :

ubh = —14,3887 mm (20)

O resultado foi comparado com software de simu-
lagdo oOptica OSLO EDU (Figura E[) No programa
podemos adicionar superficies consecutivas especificando
seus raios de curvatura, os indices de refracdo antes
e depois da superficies bem como a distdncia até a
préxima interface. Na mesma janela ajustamos também
o didmetro das lentes usadas. Mais detalhes sobre o uso
do programa sdo especificados no Apéndice A.

Para este trabalho usamos a versdo gratuita (OSLO
EDU) que pode ser obtida no site da empresa [I1].

File Lens Evaluate Optimize Tolerance Source Tools Window Help

HIDZEBE®ES 2

T Surface Data [rm]cE] 22|
v =l
x| =lmm

[Gen] [Setup] [wavelength] [variables| [Draw off ]| [Group] [mNotes
Lens: No name £f1 -1.4926e+03
Ent beam radius _ 10.000000 Field angle 5.7296e-05 Primary wavin _ 0.587560

SRF RADIUS THICKNESS APERTURE RADIUS GLASS SPECTAL

083 0.000000 ] 200.000000[ ]  0.000200 ar[_] [_]
0.000000 ]  0.000000 [ ] 10.000000 ar[] []
[2] 101.630000 ] 10.000000[ ] 2s.000000[ ] n-sk7 [c] []
[37] -101.630000 [_] 200.000000 [ ] 25.000000[ ] Aar[ ] [
0.000000 ]  ©0.000000 [ ] 0.340s59[ s ] Aar[ ] []
[5] 101.630000 [ ] 10.000000[ ] 25.000000[ ] nekz[P] [
[6]-101.630000 ] 0.000000 [ ] 2s.000000[ ] Aar[] [
[aMs] o0.000000 [ ] -14.388820 ] 0.000215 5] 1

Figura 4: Detalhe da janela principal do programa onde sdo
colocados os dados do sistema no OSLO EDU.
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Figura 5: Desenho do sistema de lentes sem agua entre elas.
A linhas verdes s3o resultado da simulac3o 6ptica produzida pelo
software OSLO EDU (tracado de raios retornando é referente a
imagem virtual formada).

A versao OSLO EDU tem como principal limitacdo, com
relagdo & versdo mais completa do software, o nimero
maximo de 10 superficies. Fora isso a versdo gratuita
do programa possui praticamente todas as ferramentas
da versdao completa, em especial no que diz respeito a
andlise da formacao de imagens.

A simulagéo feita no OSLO nos dé o valor de —14,3888
mm para o valor da distancia final da imagem em relacgéo
a segunda superficie da segunda lente. O que estd de
acordo com o calculado.

O resultado é negativo, portanto, a imagem gerada é
virtual, como mostrado na Figura [f] Logo, os cdlculos
propostos podem ser utilizados em qualquer sistema
fisico, real de lentes.

Importante notar que convencao de sinal das
secOes [2.1)e (que é a da referéncia[f]) ndo foi a mesma
usada para desenvolver o formalismo matricial. Essa
alteragao foi feita para que o formalismo matricial ficasse
igual ao que 0 OSLO EDU faz. Entretanto essa diferenca
s6 serd perceptivel com relagdo ao sinal (positivo ou
negativo) dos valores obtidos para as imagens real e
virtual.

Agora, vamos analisar o segundo caso. Preenchendo o
tubo totalmente com agua do mar, devemos ter atencao
ao utilizar as Equagoes a , pois deveremos
considerar ny = 1 e ny = 1,333. As matrizes RSR; e
RS R5 sofrerdao mudangas. Segue que:

1 0l o 1 0
RSRl = n’ — N2 TLI |:0 1:| ny — n’ E
T9MN9o N9 rin’ n'
10,9665 6,5928
= [-0,0051 0, 7412] (21)
. u} = 703,9198 mm (22)
! 0 1
SR, — 1 ¢
RSRy= |/ _p, w0 1] [na—n'
Tromnq ni rin’ n'
[ 0,9881 8,7882
~ |—0,0068 1,2883] (23)
. ub =103, 3738 mm (24)
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O resultado mostra excelente concordancia com a
simulacao, de resultado igual a 103,3737 mm. Neste
caso, temos uma imagem real gerada por esse sistema de
lentes. Portanto, a inclusdo de dgua do mar no sistema
mudou nao s6 o valor final, mas o tipo de imagem gerada,
que passou de virtual para real.

Importante notar que o uso de quatro casas decimais
serviu apenas para mostrar até onde os resultados
calculados a mao e os feitos pelo programa concordam.
A imprecisao associada a essas medidas estaria ligada &
incerteza nos raios de curvatura e espessura das lentes
bem como na distdncia entre elas. Fizemos mudancas
na primeira e segunda casas decimais do parametros:
distancia entre as lentes, espessura e raio de curvatura:
sendo este tultimo o parametro de maior sensibilidade
do sistema. Uma variagdo na primeira ou segunda casa
decimal do raio de curvatura causa uma alteragdo no
mesma casa decimal no resultado final. Dessa forma
poderiamos estimar que a incerteza associada aos niu-
meros calculados estaria, na melhor das hipdteses, da
segunda casa decimal.

Para fins de comparagdo vamos trazer os resultados
obtido usando as equagOes para lentes finas e compara-
los com o que é obtido pela simulagao via OSLO, mas
dessa vez usando as lentes do sistema com uma espessura
de 1 mm, um décimo da espessura real

Ressaltamos que uma lente assim t&o fina seria impos-
sivel de produzir. Tal extrapolacao é feita para mostrar
que, apesar de a lente mais fina dar um resultado mais
préximo do obtido pelo calculo, o método matricial
é muito mais pratico e eficiente quando se trata de
trabalhar com sistemas mais complexos e mais proximos
do que é usado em laboratério.

A Tabela [2] traz os resultados obtidos para as lentes
com espessura de 10 mm, 1 mm e o obtido usando a
teoria mostrada na se¢ao @

Outra aplica¢do pode ser vista na Figura [} Temos
aqui um sistema real de duas lentes plano-convexas
invertidas horizontalmente entre si, que pode ser facil-
mente montado em laboratério, como no caso anterior.

Tabela 2: Comparacdo entre os resultados da simulacdo e a
teoria classica para lentes finas (férmulas (9)).

t=10mm t=1mm lente fina
sem agua —14,39 =7,77 —7,06
com agua 103,37 104,69 105,05
n’ n’
nl le n]_
(0) /
Ll u'y Up U,
d

Figura 6: Sistema formado por duas lentes plano-convexas de
indice de refracio n’, separadas por d em um meio ns.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220142, 2022



€20220142-6

d u;

Figura 7: Desenho do sistema de lentes plano-convexas.
A linhas verdes s3o resultado da simulacdo éptica produzida
pelo software OSLO EDU.

Aqui as matrizes RSR serdo outras, pois deveremos
considerar lentes plano-convexas em diferentes meios.
Esperamos um resultado distinto do visto anteriormente
pois, neste modelo, o raio ry da primeira lente é igual a
zero e o raio r; da segunda lente.

Utilizando os mesmos dados da Tabela [T} ao aplicar-
mos novamente as Equagoes a e levando em
consideracdo as observagoes ditas anteriormente para
este sistema, poderemos encontrar wub.

O resultado sera uma imagem real a 192,33 mm de dis-
tancia da segunda lente. Em comparacao com o software
OSLO (Figura [7)), podemos concluir que o método de
matrizes de transformacgao oéptica é eficiente, pois o
resultado numérico se aproxima do valor encontrado pelo
software de 192,37 mm.

3. Conclusoes

Para sistemas mais complexos, com um maior niimero de
elementos 6pticos e lentes imersas em meios de diferentes
indices de refragdo, os calculos basicos das equagdes
de éptica geométrica ndo sdo suficientes para tratar o
problema com precisao.

Por sua vez, as matrizes de transformagoes épticas sdo
eficazes para todos os tipos de problemas apresentados.
Desde lentes perfeitas, até mesmos em sistemas com-
plexos de lentes espessas, as matrizes ABCD obtiveram
resultados muito préximos ao de um poderoso software
de simulagoes opticas, possibilitando a inclusao desse
tipo de software em sala de aula como ferramenta de
auxilio para professores.

O software faz o calculo da formacdo de imagens
usando a teoria classica da Otica e do eletromagne-
tismo [I2]. As equagdes descritas neste artigo se limitam
a aproximagao paraxial que, para sistemas mais simples
como os descritos aqui, se aproximam dos resultados da
simulagdo. O software pode levar em consideragdo muito
mais pardmetros, as atividades propostas e discutidas
serviriam para familiarizar os estudantes com o uso desta
ferramenta.

Dessa forma, notamos que a grade dos cursos de
graduagdo em fisica poderia aprimorar a formacao dos
fisicos trazendo métodos mais avancados em Optica e
apresentando diferentes maneiras para tratar sistemas
Opticos mais sofisticados através do método matricial.
Além disso, a introdugdo de softwares de acesso livre
para a realizagdo de desenhos Opticos de sistemas com-
plexos traria aplicacbes reais interessantes e motivaria
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os estudantes em sala de aula. Também serviria como
iniciagdo ao uso de métodos aplicados para a fabricacao
de lentes e sistemas Oticos.
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