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Este texto discute alguns conceitos da teoria da relatividade restrita, em uma situacdo bastante conhecida,
como a de um trem em movimento entrar em uma garagem menor que seu comprimento em repouso. No
contexto da relatividade, sabe-se que existe a contracao do espaco, no entanto, quando mudamos de referencial e
consideramos um observador no trem, a garagem é que se movimenta e também sofre uma contragdo, surgindo
um aparente paradoxo. A questdo é apresentada sob a perspectiva de eventos e tratada com as transformacgoes de
Lorentz em dois referenciais diferentes, o que permite detalhar a solucdo do problema e mostrar que o paradoxo
ndo existe, enaltecendo a consisténcia da teoria da relatividade. Com isso, exploramos uma série de nuances,
normalmente ausentes numa abordagem tradicional, tais como medi¢do do comprimento de corpos em movimento,
simultaneidade, inversao de eventos e elementos do cone de luz.

Palavras-chave: Relatividade especial, transformacdes de Lorentz, contragdo do espago, causalidade, eventos.

This text discusses some concepts of the special theory of relativity, in a well-known situation, such as a moving
train entering in a garage smaller than its length at rest. In the context of relativity, it is known that there is a
length contraction, however, when changing the reference frame and considering the observer on the train, the
garage moves and also suffers a contraction, resulting in an apparent paradox. The question is presented from the
perspective of events and treated with Lorentz transformations in two different frames of reference, which allows
a more detailed solution of the problem and shows that the paradox does not exist, highlighting the consistency of
the theory of relativity. This way, one explores a series of nuances about relativity, normally absent in a traditional
approach, such as measuring the length of moving bodies, simultaneity, inversion of events and elements of the

light cone.

Keywords: Special relativity, Lorentz transformations, Length contraction, causality, events.

1. Introducgao

Em 1905, Einstein publicou um artigo de 30 paginas
na revista alema Annalen der Physik, intitulado Sobre
a FEletrodinamica dos Corpos em Movimento, no qual
ele apresenta a teoria da relatividade restrita e discute
algumas das suas consequéncias, principalmente, as rela-
cionadas ao espago e ao tempo. Einstein dedica algumas
secoes do seu artigo, apresentando questoes importantes
como a simultaneidade, a relatividade nas medidas do
comprimento e do tempo e um conjunto de equagoes que
transformam as coordenadas espaciais e o tempo de um
sistema estacionario para outro em movimento uniforme.

A principal motivacdo deste artigo é resolver um
problema de relatividade com uma abordagem que
enfatiza as questdes colocadas por Einstein em seu
trabalho de 1905. As nogoes de que o espaco contrai e o
tempo dilata aparecem com frequéncia nos ambientes
de ensino, de divulgacdo cientifica e costumam ser
acompanhadas das famosas formulas At = Aty e
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L = Lo/v. Durante a instrugdo formal, seja na escola
bésica, seja em cursos introdutdrios nas licenciaturas,
aprender relatividade parece, muitas vezes, ser a arte de
saber onde colocar v nessas expressoes, multiplicando
ou dividindo, dependendo do problema tratado. Nas
provas de fisica, se o estudante for esperto o suficiente
e souber que a resposta deve ser maior ou menor que
o dado inicial, geralmente Lg ou tg, ele coloca v em
cima ou embaixo da equagdao, sem mobilizar grandes
conhecimentos ou um entendimento mais amplo que esta
por tras da teoria da relatividade. Em diversos livros-
texto, adotados nos cursos de graduagdo ([IH3]), junto
com essa abordagem, notamos também uma caréncia em
discussoes conceituais acerca das solugdes numéricas dos
problemas de relatividade.

O objetivo deste texto é revisitar os conceitos da
relatividade, discutindo um problema bastante conhe-
cido, empregando a nocao de evento e das relacgoes
entre eles, advindas das transformagdes de Lorentz. O
problema em questao é o de um trem, cujo comprimento
em repouso ¢ maior do que o de uma garagem, poder
entrar inteiramente no interior dela, de modo que a sua
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porta seja fechada. No contexto da relatividade, sabemos
que isto é possivel devido a contracao do comprimento
do trem, para quem estd em repouso na garagem. No
entanto, ocorre um aparente paradoxo, na medida em
que consideramos o observador no referencial do trem e
nao mais da garagem, pois para ele, a garagem também
contrai. Apresentamos o problema em dois referenciais
diferentes, algo que normalmente os livros-texto nao
fazem, e mostramos os enredos em cada um deles, que
s6 podem ser entendidos com o uso dos eventos e das
transformacoes de Lorentz (TL). A vantagem de usar as
TL é que elas permitem seguir um passo-a-passo logico
e minucioso da solugao desse paradoxo e evidenciam que
ele, de fato, ndo existe, ressaltando a consisténcia da
teoria.

Este problema também é conhecido como o problema
da vara (ou escada) e do celeiro ([4H6]) e iniciamos
o texto discorrendo, nas duas primeiras segoes (2| e
3), sobre os eventos, as transformagoes de Lorentz e,
principalmente, como medir comprimento de objetos
em movimento na relatividade. Na sequéncia, se¢ao
tratamos o problema com as TL e exploramos melhor
as consequéncias da visdo do mundo trazida pela teoria,
que vao além da mera contracdo do espaco.

2. Eventos e as Transformacoes de
Lorentz

Em problemas de geometria lidamos com posigoes de
pontos no espaco, que podem ser medidas a partir de
um referencial. O espago em si ndo é mensuravel, mas a
posi¢do de um ponto qualquer é. Por exemplo, a Fig. (a)
mostra um lapis cuja ponta esta no ponto P, descrito com
o auxilio de um sistema de eixos, em trés dimensoes zyz.

A introduc¢ao da dimenséo do tempo em um problema
transforma a geometria em cinematica, que também
envolve o uso de referenciais. Este fato ja era conhecido
na fisica classica mas, nos primérdios da relatividade
de Einstein, Minkowski ressaltou que o tempo era algo
especialmente importante e que as diferentes observagoes

t=2s

y(m)

(a)

Figura 1: (a) descri¢do do ponto P na geometria:(xp, yp, zp) =
(5m,7m,4m); (b) descricdo do evento E na cinematica, onde a
area colorida representa a presenca do tempo neste referencial:
(zE,yE, 2E;tE) = (M, 7TmM,4m;2s).
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precisavam levar em conta o instante em que sao feitas.
Em 1908, ele afirmou que

Os objetos da nossa percepgcdo incluem in-
variavelmente lugares e tempos em combi-
nag¢do. Ninguém jamais percebeu um lugar a
nao ser em um tempo, ou um tempo a nao
ser em um lugar. ([7], p. 76)

Isso levou a fisica definir um evento como um aconte-
cimento que ocorre em um unico ponto do espago e em
um unico instante, como sugere a Fig. b), que mostra
o evento E, representando a ponta do lapis tocando
o ponto P num instante ¢. A diferenca fundamental
entre as nogdes de ponto na geometria e de evento, na
cinematica, é a presenga do tempo. O evento tem quatro
dimensoes e é descrito com as coordenadas [z, y, z; t]. Tal
como qualquer ponto na geometria, a descricao do evento
depende do sistema de eixos, pois se este for mudado, os
valores das coordenadas se alteram.

De modo geral, referenciais sdo instrumentos mateméa-
ticos, inventados para nos auxiliar a pensar os problemas
fisicos e ndo existem no mundo; sdo apenas ferramentas
bastante tuteis para descrevé-lo. Neste sentido, a des-
cricao de qualquer evento envolve uma arbitrariedade
e, portanto, é relativa. No entanto, o evento também
tem um aspecto absoluto, que é a sua ocorréncia. Se
um fato ocorre em um referencial, ele deve ocorrer em
todos os demais. Por isso, o tratamento de eventos na
fisica precisa levar em consideracao suas facetas absoluta
e relativa, que sdo antagbnicas e complementares.

A teoria da Relatividade Restrita de Einstein trata
de situagoes que envolvem referenciais com movimento
relativo uniforme. Neste caso, tal como os eventos, os
fendmenos fisicos também exibem facetas absolutas e
relativas. O propédsito da teoria é extrair leis fisicas
universais do emaranhado de informacoes, obtidas a
partir de referenciais particulares. Essa ideia esta incor-
porada no primeiro principio da teoria, que determina
que todos os referenciais sdo equivalentes do ponto de
vista fisico. Consequentemente, as leis fisicas devem ser
absolutas, pois ndo podem depender deles. J& o segundo
principio é mais operacional e afirma que o médulo ¢ da
velocidade da luz é o mesmo em todos os referenciais.
E ele que estabelece a forma das transformacoes de Lo-
rentz, necessarias para resolver problemas de cinematica
relativistica.

Passamos agora a apresentar as transformacoes de
Lorentz que serdao empregadas no problema da garagem.
Para tanto, consideramos dois referenciais que se movem
com velocidade relativa ¥ constante e os representamos
com nome de pessoas, por exemplo, Joao, Maria, Pedro,
Ana e etcll]

Um problema fisico consiste em uma sucessao de even-
tos, B, Es,. .., E,, que em cada referencial sao descritos

1 Mesma atitude adotada por [§]. A razio pedagdgica para
nao usarmos os tradicionais S e S’, presentes nos livros-texto,
é que intuitivamente tendemos a atribuir S’ ao referencial em
movimento e nés, ‘em repouso’, ficamos em S. Esta postura carrega

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0162



Kneubil

o -t [
(™, yaM, z4™; tM) TL : (x+, yr, zi%; t)

Figura 2: Descricdo de um mesmo evento em dois referenciais.

por coordenadas diferentes. Assim, dois observadores,
Jodao e Maria, descrevem o mesmo evento Fi em seus
referenciais por meio de coordenadas diferentes. Para
enfatizar as duas descrigbes do mesmo evento, usamos
a seguinte notacao

M . M M M. M
S '[xlayl y 1 7t1}

OO B\ 97 ¢ o o ).

Mostramos esta ideia na Fig. 2] onde o mesmo evento E;
é descrito em SM e S” pelo seu conjunto de coordenadas.
Nesse texto usamos uma convengao para os referenciais,
na qual S” se desloca ao longo do eixo y com velocidade
constante v para a direita em relacio a SM e, SM
se move com a mesma velocidade em moédulo para a
esquerda em relacio a S7.

Como a ocorréncia do evento E; é algo absoluto, suas
descrigoes em referenciais diferentes estdo relacionadas
entre si pelas transformagoes de Lorentz (TL). A expres-
sdo das TL podem ser deduzidas a partir do principio
da invariancia da velocidade da luz. Elas correspondem
a um conjunto de equagdes lineares que associam as
coordenadas do mesmo evento em dois referenciais dife-
rentes: [z, yM M M) Lhsixd o) 27 t]]. Por isso, se
conhecermos as coordenadas de um dado evento em um
referencial SM | as TL permitem calcular as coordenadas
desse evento em S”. No caso simples onde os eixos zyz
em SM™ e S7 sdo paralelos e S’ se desloca para a direita
com velocidade v = vi as TL sao dadas por

SM 87 . SJ 5 SM .
) = M L g———
y =M —ut?) M =a +et)),
o — M M — T,
tJ_,Y<tM ”2yM> tMZV(tJ_F%y])?
com

1= @

tacitamente a ideia de que o meu referencial S é diferente (ou
melhor) do que o outro, atitude ndo condizente com o primeiro
postulado da relatividade.
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A principal diferenca entre as TL de ida, de SM
para S” e, de volta, de S7 para S™, estd no sinal da
velocidade relativa, ja que SM se move para a esquerda
em relacio a S” com velocidade 7 = —v J.

Nesse formato, estas equagoes incorporam uma con-
vengdo muito importante, também empregada por Eins-
tein, a que afirma que as origens dos tempos nos dois
referenciais sdo definidas pelo cruzamento das origens
dos eixos espaciais zyz. Num problema com varios
eventos é conveniente escolher um deles como origem dos
tempo e dos espagos nos dois referenciais e determinar os
demais em relagao a eleE| Por esse motivo, ele é chamado
de evento de referéncia Eg, descrito, por convencao,
como

SM[adt =0, gl =0, 2 =0,

1! =0]

evento Fr (3)
§7 (el =0, 9l =0, = =0,
t{ =0].

Tal como as transformagoes de Galileu, as coordena-
das x, y e z nas egs. dependem do tempo. Entretanto,
existe uma grande novidade nas TL, que a coordenada ¢
depende das coordenadas espaciais. Por isso, na relativi-
dade, algumas nogoes relacionadas ao espaco (distancia
entre dois pontos) e a passagem do tempo (intervalo
entre dois instantes) foram alteradas em relacdo a visdo
newtoniana. O espaco e o tempo tornaram-se entidades
relativas ao referencial, com cardter unificado, tal como
afirma Minkowski:

As visoes de espago e tempo que eu quero
apresentar para vocés brotaram do solo da
fisica experimental e mnisso reside a forca
delas. FElas sdo radicais. Daqui em diante,
tempo sozinho e espaco sozinho estdo con-
denados a desvanecer em meras sombras e
apenas um tipo de unido dos dois preservard
uma realidade independente.

3. Comprimento de Objetos em
Movimento

O problema de medir objetos extensos em movimento
também é discutido no trabalho de Einstein de 1905.
Pode parecer estranho, ji4 que na mecanica cléassica
08 corpos sempre possuem o mesmo tamanho, estejam
eles em repouso ou em movimento. No contexto da
relatividade, o comprimento de um objeto é associado

2 De fato, as equacdes das TL envolvem os intervalos entre as
coordenadas Az, Ay, Az e At de dois eventos. A vantagem
de usarmos um evento de referéncia, em que todas coordenadas
iniciais sdo zero, é reduzir os intervalos & prépria coordenada do
outro, pois Ae =z —0, Ay =y—0, Az=2—0e At =t—0, 0o que
torna as TL bem mais faceis de serem manipuladas. Esta é uma
convencao muito préatica, adotada por Einstein em 1905 e seguida
neste texto.
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Figura 3: A barra de metal.

as coordenadas espaciais de eventos e estas, dependem
do referencial. A nocdo de comprimento de uma barra
é construida a partir da distdncia entre dois eventos
localizados nas suas extremidades e, para que ela tenha
sentido, é preciso que os eventos ocorram no mesmo
instante. Ou seja, é muito importante que eles sejam
simultaneos pois é a tUnica maneira de eliminarmos o
tempo e obter um intervalo puramente espacial entre as
coordenadas. Esta é uma caracteristica das medidas de
comprimento na relatividade, tomar eventos simultaneos
em um referencial.

Por exemplo, consideremos uma barra de metal cujo
comprimento em repouso em S” vale A, como a mos-
trada na Fig. a). Em SM | essa barra se desloca com
velocidade v e, quando observada em um instante t™
qualquer, a distancia df}{B entre as suas extremidades é
menor que A, como ilustra a Fig. b) e mostramos a
seguir.

Para determinar o comprimento da barra em S,
precisamos considerar dois eventos A e B simultdneos
nesse referencial. Como o movimento da barra é na
dire¢do do eixo y, as coordenadas x e z permanecem
inalteradas nas transformagoes de Lorentz e, por isso,
iremos omiti-las. Por conveniéncia, colocamos o evento
A na origem comum de S7 e S de modo que ele pode
ser considerado o evento de referéncia. Assim, temos

B {ij\j 1: [[(());; 8]]- @

Com esta convengdo, a distancia d’; é determinada
pela coordenada espacial do evento B. Com os dados
diretos do problema, temos tjg = t% =0, pois AeB
sdo simultaneos em S™. O comprimento da barra em S”
é conhecido e corresponde a coordenada y de Ep, dada
por y% = A. Assim, as coordenadas do evento B sdo

S s ] = v =7t = 0]

Eg (5)
ST lygs tgl =lyh =N tg ="

Nesta situacdo, temos uma informacio em S” e outra
em SM ¢ ygf e tJB podem ser determinadas empregando
as TL de S — SM dadas na eq. . Para a coordenada
temporal, tomamos a equacio tY = vy(t5 + vyh/c?) e
substituindo os dados conhecidos de Eg, obtemos

0 = A(th +vA/%) = 0=t] + 5

J _ v
g = —C—2>\.
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Esse resultado, usado na coordenada espacial y% =
Y(y% + vtg), fornece

vy = [A+v(*c%A)} = A1 —v?/c?) = A/
yy = %

Inserindo os valores na descri¢ao dos eventos, temos o
quadro completo nos dois referenciais

o B,

S {)\; —1)\]

c2

SM.[0; 0]
EA EB
ST [0; 0]

O comprimento da barra para Maria ¢ dado por y —
y% = \/y e, comoy>1,em SM, d%B < A e, portanto,
a barra é menor que em S”. Numa situacio como essa,
a contracdo da barra é um efeito real e que pode ser
verificado experimentalmente. E importante notar que
essa contragdo é sempre acompanhada de outro efeito. O
quadro @ indica que os eventos A e B sdo simultaneos
em SM mas, em S7, ndo o sdo, pois t§ # t%. Neste
caso, como té < t;{l, para Joad°| o evento B ocorre antes
do evento A. Esse é um exemplo de situagdo em que
eventos simultdneos em um referencial deixam de sé-lo
em outro, o que evidencia a quebra da simultaneidade.
Esse conjunto de ideias e efeitos é o que permite ter uma
visdo coerente do problema da garagem.

4. O Problema da Garagem

O trem mostrado na Fig. [f{a) estd em repouso no
referencial S7 e tem comprimento L7. Esse trem se
move com velocidade ¥ = vj sobre uma linha férrea,
estaciondria no referencial S™, no fim da qual existe

(a)

y
porta que fecha
!
[w] i
Z| Z—p» \  garagem
PV
(b)
. y y
g dM QM
X x.'
Figura 4: (a) Referencial S7 e o trem em repouso; (b)

Referencial S™ e a garagem em repouso.

3 Um tempo negativo ndo é um problema, j4 que a origem t = 0
é uma convengao arbitraria.
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uma garagem de tamanho M, menor que L”, com uma
porta na entrada que pode ser fechada, como mostra a
Fig. [[(b).

Nesse problema, lidamos com seis comprimentos im-
portantes:

- LY comprimento do trem em repouso em SJ;

— L™: comprimento do trem em movimento em SM;

— /M comprimento da garagem em repouso em S*;

— ¢7: comprimento da garagem em movimento em
S

— dM: distancia da origem dos referenciais & entrada
da garagem em SM e

— d’: distancia da origem dos referenciais & entrada
da garagem em S”.

O nosso objetivo é discutir se, no contexto da rela-
tividade, é possivel que o trem, cujo comprimento em
repouso ¢ maior que o da garagem, L7 < (M entre
completamente no interior dela, de modo que a porta
possa ser fechada.

4.1. A situacdo vista em SM

Iniciamos nossa discussio no referencial S™ de Maria e,
para isso, precisamos comparar o comprimento L do
trem em movimento com o comprimento M da garagem
em repouso. Pela secdo anterior, sabemos que vai existir
uma contragao do trem, que depende da sua velocidade,
através do fator . Para determinar L™ | escolhemos dois
eventos E; e Fy simultdneos em SM, como na secio
anterior e a distancia espacial entre eles é o comprimento
desejado. Tomamos E; como o evento de referéncia e
temos a situagdo mostrada na Fig.
Os valores do enunciado nos permite escrever

_ SMo; 0]
Er =B {SJ: [0; 0]
SM [y =713 = ()
E, J ?] J ’ J (7)
ST yy = L7ty =7]
e, usando o resultado da secdo anterior, temos
SM: - o; 0]
Er {SJ : [0; 0]
SM |:LJ O]
E, ! (8)
J J._Y g
s [L i~ L }
=0 ;
: : garagem
y
.'E1 y Ez M
x“x L™ ¢

Figura 5: Os eventos F1 e F> em SM.
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Assim, LM = y3¥ — yM = L7 /4. Observamos que para
o trem entrar na garagem em S, ¢é preciso que LM =
L7 /v < M Portanto, a velocidade vmin ¢ dada pela
condicdo v = L7 /fM | que corresponde a

2 1 _ L7J ? N U12nin _
T T @ T\ 2 (L)

vtn = ey/1— ((1)2/(L7)2. 9)

Para tornar essa discussao mais concreta, adotamos
valores numéricos e supomos que o comprimento do trem
em repouso seja L7 = 100m e o da garagem, (M = 75m.
Neste caso, a velocidade minima que o trem deve ter
para entrar na garagem ¢ Uy = 0,66 c. Na Tabela []
mostramos os comprimentos do trem em S M para um
conjunto de velocidades diferentes.

A partir de agora e em todo o restante do texto,
adotamos o valor de vy, = 0,66¢, de tal forma que
v = 1,33 e para facilitar nossa discussdo, inserimos
um ponto A na dianteira do trem e um B, na traseira.
Num dado instante t¥ > 0 em S™ representamos na
Fig.[fa) a localizagdo do trem em movimento. Durante
todo o movimento do trem, até o instante em que ele
entra na garagem, seu comprimento em S™ ¢ constante,
vale LM e, portanto, ndo é correta a ideia que as vezes
encontramos de que o trem ‘vai encolhendo’ & medida
que o tempo passa. No instante em que o ponto A, a

Tabela 1: Comprimentos do trem em S . Note que para v <
0,66 ¢, o trem é maior que a garagem e para v > 0,66 c, ele é
menor.

v/c v LY (=L /) (m)
0,5 0,1547 86,80
0,6 1,2500 30,00
0,6612 1,333 75,02
0,7 1,4003 71,41
0,8 1,6667 60,00
0,9 2,2942 43,59
0,99 | 7,0888 14,11
z@ wem v=0,66 c i garagem
(a) g¢C0000; A
-— . o y
L"=L%y=75m 0'=75m
X
!
[m] i
z : garagem
®) 5{00000] A
a 2l
o, 0 y
Es o™ E
X L Q =75m 3

Figura 6: o trem em movimento em S™.
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dianteira do trem, toca a parede interna da garagem, ja é
possivel fechar a portaEI, situagdo mostrada na Fig. @(b) E|

4.2. A situagdo vista em SY

A novidade deste texto é analisar o que acontece em S”,
no qual o trem estd em repouso e a garagem se desloca
com velocidade vy, para a esquerda. O comprimento
L7 do trem é conhecido, no entanto, o tamanho da
garagem em movimento ¢’ precisa ser determinado.
Para calcular o comprimento da garagem em movimento,
escolhemos dois eventos Eys e Eg, simultdneos em S”,
representados na Fig. [7] que, por simplicidade, tomamos
em t! = 0:

— Ej5: posicao da extremidade direita da garagem em
t/=0e

— Fj: posicdo da extremidade esquerda da garagem
em t/ = 0.

Como a garagem estd fixa em SM [ver Fig. @(b)], as
coordenadas espaciais de E5 e Fg sao conhecidas em
quaisquer instantes. Assim, a formulacao dessa situacao
corresponde a,

g [SM [yt =dM gt =7
Cls i =nt =0

SM-.
Es {S‘]:

Usando as TL, determinamos t}! e yJ para Eg e, t/
e yJ para Ejs. Para tanto, primeiro obtemos os valores

de tM nas egs. e , para depois emprega-los em

e no calculo de y”:

[yM = aM + (M M =7]

W= =0,

td = vty —vyg'/?) =0
= ’y(té\/l —vdM/CQ) — té\/[ = vdM/CQ, (11)
vl = (g —vtd") =~(dM —o*dM/c?)
= yd"(1-v?/c?) =d" /y. (12)
t=0

garagem
] V..
Es Y

Figura 7: Dois eventos vistos em S”.

4 Por simplicidade supomos que a porta possa ser fechada
instantaneamente.

5 J4 fixamos os eventos E3 e Fy4 na figura (b), relativos & entrada
do trem na garagem, pois serdo usamos posteriormente.
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ts = (5" —vys' /) = 0= (3" —vd"/P?) = 15!
v (dM + M) /e, (13)
v = (ys" —otd") =@ + M) = 0? (@™ + M) /)
= A d + M1 =02 /) = (dM + M) /. (14)
Substituindo em , temos

SM . [dM; %dM}

Eg ¢
ST [dM/y; 0]
M . . v C2

o {S o [dM 4 My (@M 4 Mo/ (1s)
S [(dM + M) /; 0],

Este resultado contém trés informacgoes importantes.
A primeira é que o comprimento da garagem em S’ é
dado por yf —yd = M /y e, como v > 1, ¢/ < (M.
A segunda é que, analogamente, a distancia entre a
origem de S7 e a entrada da garagem d/ = yJ —
y{ = dM/y também aparece contraida. Finalmente,
é importante notar que os eventos E5 e FEg, que sao
simultaneos em S”, deixam de sé-lo em SM, ji que
tM > ¢}

Usando os valores numéricos L7 = 100m e ¢/ =
(M [y = 56,4m, temos a situacio em S” mostrada na

Fig.

ML}

ZWZ
:l frem V=066 ¢ - ——
Da— garagem
= y
Es Es v
J
0=564m

Figura 8: Situacdo em S”: o trem e a garagem contraida.

Com esta descricio em S”, surge a questdo de saber se
nesse referencial o trem pode entrar na garagem e a porta
fechar. Olhando o desenho poderiamos ser tentados a
dizer que ndo. Esta questdo nos coloca frente a um
aparente paradoxo, que nos divide ao meio. Para sair
dele, precisamos recorrer a algo solido da teoria, o cardter
absoluto da ocorréncia de um evento. Na relatividade,
cada evento corresponde a uma observagdo concreta e
objetiva e, se ocorre em um referencial, deve ocorrer
em todos os outros. No nosso caso, se a porta fecha
com o trem dentro da garagem no referencial SM, o
mesmo deve acontecer em S”. O ponto critico agora
desse problema é como explicar isso em S”.

4.3. A solucao do paradoxo

Para resolver esse paradoxo aparente recorremos a estru-
tura tedrica, & matematica, pois ela oferece um caminho
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my] t¥=0

garagem

tsM =t

(b)

x d" ("=75m
Figura 9: (a) o evento de referéncia, em 3 = 0; (b) o trem
dentro da garagem em S™ | no instante t}/ = ¢}7.

mais seguro para o pensamento do que a nossa intuigao.
Na Figura |§|(b)7 representamos o trem dentro da garagem
em SM. Para tratar o problema é preciso explicitar os
eventos relevantes, que sao

— E'r —evento de referéncia, a coincidéncia da origem
dos referenciais SM™ e S/, dado em ;

— E3 — o ponto A toca a parede interna da garagem
e

— F, — a porta da garagem ao fechar toca o ponto
B, mostrado nas Figs. [0[a) e (b).

Em SM | temos Eg, E3 e E4 representados na Fig. @,
com F3 e E4 simultaneos.

Em SM, E; e E; sido simultineos e ocorrem no
instante tg/[ = t¥ = dM /v e suas posicdes sdo yé‘/[ =
dM +¢M e yM = dM | j4 que consideramos o tamanho do
trem exatamente igual ao tamanho da garagem. Como
a descricdo desses eventos em S” ainda é desconhecida,
esquematizamos

By {SM o [dM M gM )
ST [y =t =7,
) {SM: [yi"s t3"] = [aM dM /o] (16)
s [yl =7t =7],

sendo que as incognitas sao determinadas com o uso das
TL. Fazendo isso, temos

vl = (3" —vtd) =y (@M + M — aM) = oM,

t; = (5" —wvy3' /c*) =y old™ — (@ + M)0? /s
yi = (" —oty") = y(d" —d") = 0;

dM

Yo

t] =yt —oy" /) = d™ Jyw(1 =7 /)
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Assim, as descrigdes dos dois eventos nos dois referen-
ciais sdo dadas por

M
SM- . {dM + M, d]
v
Es M M
d Yol
J . oM. )
5t e - T
SM . [dM; dM]
v
Ey4 M (17)
S {0; }
Yo

Os resultados do quadro acima evidenciam a quebra
da simultaneidade em S”, pois E3 e E; ocorrem em
instantes diferentes. O termo negativo (—“;fM) em ti
indica que t{ > tJ, mostrando que em S”, o evento 3
ocorre antes que o evento 4. Isto significa que a garagem
encosta no ponto A antes que a sua porta chegue na

posicao da traseira, o ponto B.

5. Interpretacao dos Resultados

Para tornar mais concreta a discussdo, adotamos d™ =
3000 m e retomamos os valores numéricos apresentados
anteriormente, v = 0,66¢, /M = 75m, v = 1,33 e o

quadro passar a selﬁ

{SM : [3075m); (15,2 us)]

E3

ST [(100m); (11,2 us)].
SM . [(3000m); (15,2 us)]

E4 (18)
ST [(0); (11,4 pis))-

A representacio grafica dos eventos em SY envolve
FERr, Es3 e E4, mostrados na Fig. Nesse referencial,
0 trem estd em repouso e a garagem se aproxima dele
com velocidade v para a esquerda. O primeiro evento
relevante apds o de referéncia é FEs3, cuja coordenada
espacial vale y§ = v/M = 100 m, resultado coerente,
pois o trem estd em repouso e seu comprimento proprio
¢ L7 = 100m. Posteriormente, ocorre o evento 4,
mostrado na Fig. d)7 que corresponde ao fechamento
da porta da garagem, cuja coordenada espacial vale
y{ = 0, o que evidencia que o trem ndo saiu do lugar e
coincide com a origem de S”.

Para aceitar melhor a situacao descrita na Fig. d)7
precisamos lembrar que, de acordo com a relatividade, se
a porta fecha em SM, 0 mesmo tem que acontecer em S” .
Isso é verdade para trens e garagens feitos de quaisquer
materiais. No caso de trens reais, choques muito intensos
tendem a deforma-los e destrui-los. Entretanto, o resul-
tado da relatividade deve permanecer valido também se

6 Os instantes obtidos sio da ordem de pus = 10~ %s, j4 que v é
comparavel a c.
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(a) evento de @ z | z trem :
referéncia ) - ]
oo 3 SISISISIS] N v=0.66¢c garagem
P — y
56,4 m
(b) evento 3: {3 B COoOou.o A
...................................... Es y
ys’' =100 m
X :
Zg
v(t-t3)
OO Clyghs— >
© t>t>t o A
y
(d) evento 4: t,4
y

Figura 10: Compressdo do trem em S”; a regido riscada representa o trem comprimido

supusermos que tanto a garagem quanto o trem sejam
indestrutiveis. Neste caso ideal, o trem seria comprimido,
por meio de uma deformacao elastica.

Uma questao importante que precisa ser esclarecida
diz respeito ao que acontece com o trem no intervalo
entre os instantes té’ e t], tal como mostra a Fig. c).
Num instante t4 >t > t3, o lado direito do trem (ideal)
ja bateu na parede da garagem e estd sujeito a uma
forca para a esquerda que, em principio, poderia fazer
com que ele recuasse. No entanto, a ocorréncia do evento
4 indica que isso nao aconteceu. Assim, no instante
t, o ponto A do trem é empurrado para a esquerda,
enquanto o ponto B permanece parado na origem de
S7 em y{ = 0. Ou seja, ele nio recua! Diferentemente
do contexto newtoniano, na relatividade, nao se aplica
a nog¢ao de corpo rigido, pois nao existe transmissao
instantanea de informagao de um ponto para outro. Isso
quer dizer que todos os pontos na extensao do trem nao
sao informados ao mesmo tempo do choque ocorrido no
ponto A. O fechamento da porta sé é possivel porque
ele acontece antes da informacdo da batida no ponto A
chegar ao ponto B.

De modo geral, a informacdo de que um evento
ocorreu num ponto é transmitida aos demais pontos do
espago através de uma bolha matemétical’] esférica e

7 A representacio da evolucio da bolha ao longo do tempo
corresponde ao cone de luz.
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tridimensional, com centro na coordenada espacial do
evento, cuja superficie se expande com a velocidade
da luz c. No caso do trem que entra na garagem, em
um instante ¢ qualquer, posterior a tJ, a informacio
da ocorréncia de E3 ja chegou em todos os pontos do
espaco internos a esfera de raio R(t) = c At = c(t —t]).
Na Fig. mostramos a configuracdo do problema nos
instantes t§ e t{. No instante t§ ocorre o choque no ponto
A e nasce a bolha de informacao. Na medida que o tempo
passa, a bolha cresce com velocidade ¢ e a garagem se
move para a esquerda. A questdo é saber quem chega
antes ao ponto B, a porta da garagem ou a bolha. Para
isso, devemos comparar o raio R(t) = cAt da bolha com
o comprimento L7 do trem. Este raio é dado por

M M
R(t) = cAt=c(t] —t])=c¢ (WZ ) _ vt

c? c

LJ
R(t) = “c e,

como v/c < 1, concluimos que R < L.

Este calculo mostra que o evento 4 acontece antes da
informacao da ocorréncia do evento 3 chegar ao ponto B,
na posicao traseira do trem. Desse modo, se existissem
passageiros no fundo do trem, eles nao saberiam que a
frente do trem bateu antes deles proprios se chocarem
com a garagem.
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Instante t:
(a) saiainformacéao
do ponto A

garagem

v(ts-t3)

(b) Instante t: D >o C
te>t>ts /
R = c(tst3)

Figura 11: Informac3do entre os eventos 3 e 4.

6. Consideracoes Finais

Normalmente, o ensino da relatividade fica centrado
em algumas aplicacbes das férmulas da ‘contracdao do
espago’ e da ‘dilatagao do tempo’, limitando a discussao
de uma série de outros elementos que compoem a teoria
e conferem beleza a ela. O objetivo deste texto foi
resolver um problema conhecido de relatividade com um
enfoque em questoes também discutidas por Einstein
em seu texto original. No seu artigo, Einstein destaca
que em relatividade ndo podemos considerar corpos
rigidos, isto é, extensos, mas sim tratar problemas que
envolvem comprimento com o uso de ‘pontos’ com quatro
coordenadas, trés espaciais e uma temporal. Estes pon-
tos quadridimensionais sdo os eventos, cujas descri¢oes
devem ser relacionadas por equagoes de transformacéao
de um referencial para outro, conforme Einstein discorre
no capitulo 3 do seu artigo ([9], p. 43).

A nocao de eventos e o uso das transformacoes de
Lorentz, de uma maneira mais explicita, traz um deta-
lhamento maior sobre os pontos do espago e permite uma
interpretacdo do que acontece em cada referencial ‘pos-
terior’ aos calculos, enfatizando a solidez e consisténcia
tedrica-matemaética da teoria. Com isso, as conhecidas
‘contracao do espago’ e ‘dilatacdo do tempo’ tornam-se
secundarias e nao podem ser consequéncias generaliza-
das, sendo necessaria uma analise e uma interpretacao
do problema caso a caso.

Nossa intencao didatica foi propiciar aos leitores,
especialmente os professores de fisica e estudantes de
graduacao, um enriquecimento do tema para suas aulas,
com questoes pouco exploradas, tais como a nocao de
comprimento de corpos em movimento, a relatividade da
simultaneidade, causalidade e elementos do cone de luz.
Esta forma de abordar os problemas de relatividade se
constitui numa fonte inesgotavel de aspectos que podem
ser tratados em aula, trazendo a tona o que chamamos de
oportunidades perdidas, que uma abordagem tradicional,
focadas nas férmulas At = vAtg e L = Lo/v, nao
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contempla. Esperamos que, com este texto, um profes-
sor possa apresentar a quantidade de coisas bonitas e
complexas contidas na relatividade de Einstein, tanto
na escola basica, quanto no ensino superior.
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