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Esse artigo traz uma revisdo do formalismo da Mecanica Quéntica Supersimétrica e mostra sua aplicacdo
para solucionar um potencial exponencial que, com uma escolha apropriada de pardmetros, é identificado como
o potencial de Morse. A solug¢do da equacdo de Schrédinger para esse potencial é encontrada via fatorizacdo e
construcdo de uma hierarquia de Hamiltonianos, e com o uso dessas ferramentas sdo encontrados os autovalores
de energia e suas respectivas autofungdes. A partir do resultado encontrado, fixamos valores de parametros com
intuito de resgatar os resultados para estados ligados presentes na literatura.
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This article provides a review of the Supersymmetric Quantum Mechanics formalism and shows its application
to solve an exponential potential that, with an appropriate choice of parameters, is identified as the Morse
potential. The solution of the Schrédinger equation for this potential is found via factorization and construction of
a hierarchy of Hamiltonians, with the use of these tools the energy eigenvalues and their respective eigenfunctions
are found. From the obtained result, we fixed parameter values in order to retrieve the results for bound states
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present in the literature.
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1. Introducao

Dentro do atual panorama da Mecanica Quéantica, a
equacdo de Schrodinger (ES) possui lugar de desta-
que [TH5], sendo uma equagdo de onda usada para des-
crever a natureza em um aspecto fundamental (atémico,
subatdmico e molecular).

Assim, determinar as solugdes da ES é fundamental
para a compreensdo de sistemas quanticos. Nesse artigo,
é estudado um potencial exponencial tal que usando
um conjunto adequado dos parametros o potencial de
Morse é obtido. Esse nome faz referéncia a Philip
M. Morse, que introduziu esse potencial em 1929 no
estudo de vibracoes de moléculas diatoémicas [6]. Desde
entdo, ha na literatura diversos trabalhos relacionados
a esse tipo de potencial, tanto relativos a sua reso-
lucdo por diferentes métodos matemadticos (analiticos
e numéricos) [7HI] quanto as aplicagdes em problemas
fisicos [10], [11].

Diferente da abordagem convencional para resolucgéo
da ES [I2HI4], utiliza-se como metodologia a hierarquia
de Hamiltonianos, que é descrita pela fatorizagao das
equagoes diferenciais e construgdo das autofungdes por
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intermédio dos operadores bosénicos [I5HI8], como mos-
trado na proxima segao.

A metodologia apresentada permite fatorizar por
meio dos chamados operadores supersimétricos o
Hamiltoniano original que descreve o sistema estudado.
A inversdo da ordem desses operadores permite
identificar o parceiro supersimétrico. Com o uso desse
formalismo, constréi-se uma cadeia de Hamiltonianos
ligados entre si, através dos operadores supersimétricos,
denominada de hierarquia de Hamiltonianos [14] [17].
Além disso, é importante salientar que a abordagem
utilizada nesse trabalho é focada em potenciais com
solugoes analiticas/exatas. Porém, nos casos em que a
equagao diferencial para o sistema sujeito ao potencial
nao pode ser resolvido dessa maneira, ha a possibilidade
de aplicar métodos aproximativos, como o método
variacional [9, [19] 20].

O presente trabalho estd organizado como se segue.
Na secdo [2] apresenta-se o formalismo da hierarquia de
Hamiltonianos, descrito com algumas de suas caracte-
risticas abordadas de forma detalhada. Na secéo [3] o
potencial exponencial proposto é resolvido via hierarquia
de Hamiltonianos. Na se¢do [] sdo apresentados os
resultados e a restricdo dos pardmetros que leva ao caso
particular do potencial de Morse, conhecido na litera-
tura. Por fim, na se¢ao[f]sao apresentadas as conclusoes.
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2. Formalismo

De acordo com o formalismo seguido, o ponto de partida
é a equagdo de Schrodinger,

2
Hoo(o) = (=g + Volo) ) w(o) = Buta). - (1)

sendo que consideramos A = 2m = 1 como uma
simplificacdo. A solucdo com o uso do formalismo da
Mecénica Quantica Supersimétrica (MQS) se baseia
na fatorizacdo do Hamiltoniano em dois operadores de
primeira ordem [I8],

d2

e AYAT+ B, (@)

H,=— +Wol(x) =

em que Eél) é o autovalor de energia do estado fun-
damental para o Hamiltoniano em questdo — primeiro
membro da hierarquia — e AT e A~ sdo os operadores de
primeira ordem que aqui serao chamados de operadores
bosonicos.

Os operadores bosdnicos sao definidos como

d
+
Af, = = + W(,by) (3)
€
A =L Wb, (4)
™o dx

onde W(x,b,,) é um superpotencial dependente da
variavel x e de um conjunto de parametros b,,.

A ordem de aplicagdo dos operadores determina os
Hamiltonianos companheiros supersimétricos, sendo que
essa definicdo pode levar a construcao de uma hierarquia
de Hamiltonianos relacionados entre si através da super-
simetria [16] [I8]. Dessa forma, o primeiro Hamiltoniano
e seu companheiro supersimétrico sado dados, respectiva-
mente, por

_ d?
H,_=H,-E" = AfA] = — T V@) ()
€
d2
Hyp = A7 A = —— +Vi(@), (6)

sendo que, quando hé solugdo exata/analitica para o
estado fundamental, Vo(x) difere do potencial original
por uma constante que corresponde a energia do estado
fundamental do problema, EoW.

Uma diferenga entre os espectros dos companheiros
supersimétricos, quando nao ha quebra de supersimetria,
¢é o espectro de energia. Para H; o nivel mais baixo
de energia corresponde ao primeiro estado excitado
de H 1,—-

Com a substituigao das equagdes e na equacao
(b)) encontramos a equagdo de Ricatti [21],

in(% bi) = Vo(z) — E(gl)’ (7)

Wi (z,by) — e
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de forma que, conhecendo um superpotencial que
satisfaga a equagao @, ¢é possivel encontrar o estado
fundamental do Hamiltoniano da equagao . Assim,
pela fatorizacao proposta, é encontrado o menor auto-
valor de energia para o problema estudado. Além disso,
com as consideracoes feitas na equagado @, se define
Vi(z) como:
9 d
Vl((ﬂ) = W1 (%) + 7W1(£L’) (8)
dz
Para continuar com a construcao da hierarquia, vamos
construir Hy _ pela fatorizacdo de H; 4,

Hy_ =H,, — E? = A} A7, (9)

sendo os operadores bosdnicos A e A5 construidos com
um superpotencial Wa(x) que é dependente da varidvel
x e um novo conjunto de pardmetros by. Destarte, a
solucdo da equacgao @[) também é obtida pela solugao
de uma equagao de Ricatti que fornece ESQ).

Além de encontrar Hy _, também se contréi seu com-
panheiro supersimétrico invertendo a ordem de aplicagao
dos operadores bosonicos,

d? _
Hyp = =75+ Va(x) = Ay A7, (10)
em que Va(z) = Wa? + LW

Os demais Hamlltonlan% dessa hierarquia sdo cons-
truidos seguindo os mesmos passos, ou seja, identificando
o superpotencial para cada membro. Deve-se ficar atento
para o fato de que conforme a hierarquia aumenta, os
espectros de energia dos Hamiltonianos sao deslocados.
Dessa forma, o nivel mais baixo de energia de um
membro da hierarquia corresponde ao primeiro estado
excitado do Hamiltoniano do anterior. Para H; _ e Ha _
a relagdo entre o espectro de energia é

E® = EW, (11)

Generalizando esse caso para um espectro com n esta-
dos de energia em uma hierarquia de m Hamiltonianos,
temos [16] 18]

Er(Lm) = E’r(:il D= Er(Llsz iR (12)

com n = 0,1,2,3... representando o nivel de energia e
m =1,2,3... os Hamiltonianos da hierarquia.

Por meio da utilizacdo dos operadores bosoénicos é
possivel obter também a autofuncao para cada Hamil-
toniano construido. Considerando que, por definigao,
AT A7 tem autovalor nulo [I8], é condigao suficiente
para que

A7t =o0. (13)

Dessa forma, a autofuncdo pode ser obtida pela
equacao diferencial de primeira ordem, vide a defini¢do
do operador A" na equacio . Temos entao

Y o exp {— /w 1% (x)dx] . (14)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0122



Pera et al.

Para os demais Hamiltonianos a autofuncao do estado
fundamental é encontrada de forma andloga [22], o que
leva a

wém) o< exp [— / Wmdx}. (15)

O estado fundamental de cada Hamiltoniano que
compde a hierarquia corresponde a um nivel de energia
do Hamiltoniano anterior, e por consequéncia também
tem um correspondente em H; _. O mesmo se aplica
as autofuncgoes e, em potenciais exatamente ou parcial-
mente soliveis, é possivel encontrar as autofuncoes de
estados excitados, vide [I8], pelas relagoes

wT(lm) x A ... A1_¢7(,1_~)_m—1 (16)
€
B AT AL (17)

Aplicando este formalismo em problemas de poten-
ciais exatamente ou parcialmente soluveis, conseguimos
encontrar a solucao para a ES via fatorizagao do Hamil-
toniano, como no caso trabalhado a seguir, por exemplo.

3. Potencial Exponencial

O potencial de interesse, estudado nessa secdo, é
dado por

Viz) = ae 2% 4 BeT T 4 (18)

sendo que «, 8 e -y sdo constantes relacionadas com
a profundidade do pogo e a com a largura. Vamos
discutir casos mais imediatos, em que a > 0, 8 e v
sdo reais, e também restringimos a > 0 e real. A ES a
ser resolvida corresponde a equacgao para o potencial
acima. Seguindo o formalismo da MQS mostrado na se-
¢ao anterior, para fatorizar o primeiro Hamiltoniano da
hierarquia é necessario um superpotencial que satisfaga
a equacao de Ricatti @ para o potencial trabalhado.
Dessa forma, temos

Wi (x) — Wi/ (z) + E(()l) = ae 2  BeT U 4y,
(19)

que é satisfeita por
Wi ($) = —\/&e“m + b1. (20)

O superpotencial acima satisfaz a equagao (19)) com o

parametro by = —(§ + LSy A constante /o também

2V
pode ser determinada C(;gsiderando-a como um para-
metro adicional e fixado a posteriori. Entretanto, como
esse pardmetro é sempre o mesmo ao longo da hierar-
quia, optou-se por fixd-lo de inicio, sem sobrecarregar
a notagdo. Com isso, o autovalor de energia do estado

fundamental é

EY =~ -2 (21)
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A autofuncdo do primeiro Hamiltoniano pode ser
obtida a partir da equagao :

va

¢(()1)(x) o exp {— . e — blx]. (22)

A construcao do companheiro supersimétrico de Hy, —
¢ feita como na equagdo (6) e Ha,— é construido como
visto na equacao @ Sendo assim, temos:

Wgz(l‘) — WQ’(QZ‘) + E(()z)
= ae 2" + (Vaa —2y/aby)e ™ +v.  (23)

Pode ser observado que o potencial do companheiro
supersimétrico tem a mesma forma funcional do poten-
cial original (shape invariant) [23) 24]. Dessa maneira,
o superpotencial que satisfaz a equacao é similar a
Wi (z) [18] 23], sendo

Wa(z) = —ae™ ™ + bs. (24)

A solucdo do estado fundamental para o segundo
Hamiltoniano da hierarquia, de forma analoga ao pri-
meiro, é exata para o pardmetro by = —(37“ + %), com
a energia valendo

EY) =y — by, (25)
A funcdo de onda w(()Q) (z), assim como wél)(x), é
obtida pela equacao :

0w e |2t a] . (20)

Aplicando o operador Af sobre w(()z) (z) obtém-se a
funcao de onda para o primeiro estado excitado de H;,_,

() (@) o — (Ve % — by) exp [—ﬁ _ bﬁ]
Ja }

— Vaexp {— (a—|—b2)x—76

\/a —ax

+ by exp {—ae - bzz] ) (27)

Para obter as proximas funcoes de onda e niveis de
energia para os estados excitados é necessario a constru-
¢a0 dos préoximos membros da hierarquia de Hamiltoni-
anos, como explicitado nas equagoes e . Como
j& mencionado, hd uma invaridncia na forma funcional,
sendo assim o0s superpotenciais sao generalizados da
seguinte maneira:

Wi (z) = —vae ™ + by,. (28)

Na equagao os membros da hierarquia sdo repre-
sentados por m =1,2,3...
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Os autovalores de energia sao escritos de acordo com
a equagao ([12)), por consequéncia a expressdo geral para
a energia do primeiro Hamiltoniano é

E7(L1) =7- bm2’ (29)

onde a representacao dos niveis de energia é dada por
n =01,23..;m = 1,2,3... estd relacionado com
a hierarquia. Na generalizacdo conseguimos estabelecer
o vinculo para um espectro de energia de forma que
m=n+ 1.

O parametro b é generalizado como

bm_—[(m—;>a+2\/a]. (30)

A fungao de onda geral para o estado fudamental dos
membros da hierarquia tem a seguinte forma:
Ve
a

¢(()m) X exp {— - bmx} . (31)

Para construir os estados excitados, usamos as auto-
fungoes encontradas em (31)) na relagdo (17, de modo
que

o) o AF .. AT <exp [—\{lae‘”" - bmx} )
(32)

Assim, a solugdo geral é dada pelos autovalores de
energia apresentados na equagdo (29) e pelas autofun-
¢Oes associadas, descritas nas equagoes (31]) e (32).

4. Potencial de Morse Usual

A solucéo apresentada até aqui é valida para qualquer
valor de a, B, v e a para o potencial original. A fim
de verificar essa solucdo, consideramos as constantes
a =D, = -2D ey = 0 para um caso particular
do potencial de Morse [6]:
Vi (x) = De 2% — 2De™ %, (33)
O autovalor de energia do estado fundamental (n = 0)
para o primeiro Hamiltoniano do caso particular é dado
também pela equacao . Todavia, agora a energia
estara relacionada com o parametro D de forma que

B =—(5- \/5)2. (34)

A fungdo de onda para esse estado, seguindo a indica-
cao da equagao , ¢é dada pela expressao:
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Os demais niveis de energia sdo obtidos pela equagao
(29), com b,,, da equagao , reescrito como

bm:—[(m—;)a—\/ﬁ}, (36)

param=1,2.3....
Sendo assim, os autovalores sdo

E, = —by°, (37)

comn=0,1,2,3..., e 0 vinculo m =n+ 1.

De forma andloga as equagoes e , as autofun-
¢oes para o estado fundamental de cada Hamiltoniano
neste caso sao

o : (38)

vD _
xexp |——e ¥ —byx
a
e para os estados excitados temos

D
P o AF AT (exp l—\/(:e_” - bmx] ) (39)

Como esperado, os resultados encontrados para esse
caso particular presentes na literatura [6] 25] [26] estdo
de acordo com a solugdo apresentada aqui.

5. Conclusoes

Neste trabalho, foi feito uma revisdao do formalismo
da MQS aplicado na fatorizacdo e construgdo de uma
hierarquia de Hamiltonianos. Com os resultados obti-
dos, encontramos a solu¢do para um tipo de potencial
exponencial generalizado. Partindo da solugao geral,
encontramos também a solugao para um caso particular,
atribuindo valores aos parametros «, 3 e v que restringe
0 caso mais geral para o potencial de Morse usual [6].

Assim, foi identificado uma classe de potenciais que
correspondem a uma generalizagdo do potencial de
Morse. Na literatura encontramos alguns trabalhos que
abordam essa generalizagdo por outros formalismos [27,
28]. Entretanto, até onde vai o conhecimento dos auto-
res, nao se encontrou nenhuma discussao via Mecéanica
Quantica Supersimétrica do resultado aqui apresentado.

O formalismo discutido pode ser usado como um
método alternativo de obtencdo da solucao da equagao
de Schrédinger, podendo ser usado em outros proble-
mas. Também ¢é possivel ampliar sua aplicacdo para
outros tipos de problemas, como potenciais parcial-
mente soliiveis ou mesmo potenciais que exigem métodos
aproximativos.

Em especial, para o potencial tratado aqui, o for-
malismo permite a construcao analitica dos operadores
supersimétricos. Com essa solugdo, também se pode
aplicar a metodologia para sistemas com condigoes de
contorno nao usuais e obter solugdes aproximadas. O
caso particular do potencial de Morse confinado [29] é
um exemplo.
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