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O estudo de érbitas circulares sob a acdo de forgas centrais ou em espagos-tempos esfericamente simétricos é
assunto bastante abordado em cursos introdutoérios de mecanica classica e de relatividade geral, respectivamente.
A estabilidade dessas érbitas é comumente apresentada por meio da andlise de maximos e minimos do potencial
efetivo para diversos valores distintos de momento angular. Apresentamos neste artigo, de forma didética, o critério
de estabilidade de Rayleigh, que permite uma andlise equivalente & do comportamento do potencial efetivo porém
mais pratica, levando em conta o comportamento de uma tnica fungdo: o momento angular de érbitas circulares
em funcdo do raio. Argumentamos que esse critério, que geralmente nao é apresentado nas disciplinas mencionadas
acima, pode ser naturalmente incluido nas respectivas ementas, enriquecendo o aprendizado dos alunos.
Palavras-chave: Gravitacio Newtoniana, Relatividade Geral, Orbitas Circulares.

The study of circular orbits under the action of central forces or in spherically symmetric spacetimes is a well-
treated subject in introductory courses of clasical mechanics and general relativity, respectively. The stability
of these orbits is usualy presented by means of the analysis of maxima and minima of the effective potential
for different values of angular momentum. We present, in a didactic way, Rayleigh’s stability criterion, which
allows an analysis equivalent to the one regarding the effective potential behavior, but more practical, taking into
account the behavior of only one function: the angular momentum of circular orbits as a function of radius. We
argue that this criterion, which is usually not presented in the disciplines mentioned above, may be naturally

included in the respective syllabuses, contributing to the students’ learning process.
Keywords: Newtonian gravity, General relativity, Circular Orbits.

1. Introducao

O estudo de érbitas circulares em campos de forga
centrais é tema bem abordado em disciplinas de me-
canica cldssica nos cursos de graduagao em Fisica [TH3].
A estabilidade dessas érbitas é costumeiramente apre-
sentada por meio da andlise de pontos de equilibrio
do potencial efetivo, a érbita sendo estavel se seu raio
¢ um minimo local da funcdo (e instdvel se for um
méaximo local). E inclusive apresentado na bibliografia
usualmente adotada o cédlculo da frequéncia radial de
pequenas oscilagoes em torno dos pontos de equilibrio
estdveis [2) B]. Um caso particular é o potencial gra-
vitacional de distribui¢bes esfericamente simétricas de
matéria [4].

Uma analise da estabilidade de orbitas circulares
analoga a feita em gravitacdo newtoniana pode também
ser realizada em relatividade geral, na qual o movimento
de particulas de teste (geodésicas tipo-tempo) no plano
equatorial de espagos-tempos esfericamente simétricos
pode ser formulado por meio de conservacao de energia
e momento angular. As Orbitas circulares estaveis sdo
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também obtidas como minimos locais de um potencial
efetivo adequadamente definido [5H7]. Em cursos intro-
dutorios de relatividade geral, esses conceitos costumam
ser aplicados a drbitas circulares nos espagos-tempos de
Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, que representam
respectivamente buracos negros estaticos sem carga e
carregados eletricamente.

Orbitas circulares nao sio restritas apenas a exerci-
cios de livros-textos; possuem importante aplicagdo na
modelagem astrofisica de discos de acrecdao ao redor de
estrelas compactas e buracos negros [8, 9]. Também tém
grande relevancia na analise do movimento de estrelas ao
redor do centro de discos galacticos, como por exemplo
no problema das curvas de rotagao de galaxias espirais e
sua relagdo com a matéria escura [10] [IT]. Perturbagdes
do movimento circular sao utilizadas também para o
estudo de ressondncias em dindmica planetaria [12] e
galdctica [4].

No contexto de dindmica de fluidos, um critério de
estabilidade diferente é apresentado para fluidos esta-
ciondrios em rotagdo ao redor de um eixo [I3, [14].
Consideremos um elemento desse fluido de massa m,
movendo-se em uma trajetoria circular de raio r,; seja
L, = L(r,) o momento angular desse elemento de fluido
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com respeito ao eixo de simetria. A forca centrifuga
agindo sobre ele tem modulo
L2
Fe(ro) = —25. (1)

3
mrgy

Essa forga balanceia o gradiente de pressao avaliado em
ro. Deslocando radialmente o elemento de fluido para
r = 1, + dr (com or > 0) e mantendo seu momento
angular L,, a forca centrifuga agindo sobre o objeto
nessa nova posicao terd modulo

L2

Fc(ro + 57’) = W.

(2)
No entanto, essa quantidade nao balanceia o gradiente
de pressao, e o elemento de fluido adquirird movimento
radial. Para que esse movimento seja no sentido de voltar
para o raio 7, da trajetéria original, precisamos ter entao

[L(r, + 6r)]2

F,
c(?"o + (5"") < m(T‘o T 57‘)3

(3)
onde L(r, + 6r) é o momento angular necessirio para
balancear o gradiente de pressdo em r, + dr. Assim,
para termos a estabilidade do elemento de fluido por
deslocamentos radiais é preciso que

[L(ro + 7)) _ L3
m(r, + 1) m(r, + Ir)

5 > 0. (4)

Se o deslocamento dr é pequeno, podemos expandir a
expressao em primeira ordem em §r. Temos

) or. (5)

Substituindo na desigualdade e mantendo apenas
termos de primeira ordem em dr, chegamos a condigao

az?

LQ(TO""(ST) sz—’_ ( dr

dL?

a 0 (6)
em r,. Ou seja, a condicdo @ garante a estabilidade de
elementos de fluidos em 6érbitas circulares quando o fluxo
é estaciondrio. Tal critério ficou conhecido na literatura
como critério de estabilidade de Rayleigh, por aparecer
originalmente em seus trabalhos publicados na década
de 1910 [13].

Nosso objetivo neste artigo é demonstrar de maneira
didatica, adequada para um curso de graduacao e de
acordo com os resultados presentes na literatura espe-
cializada, que uma formulagdo adequada do critério de
Rayleigh pode ser aplicada a estabilidade de érbitas
circulares em sistemas autogravitantes esfericamente
simétricos (tanto em gravitagdo newtoniana quanto em
relatividade geral). Sera possivel entao, por meio de uma
unica fungdo (o momento angular de érbitas circulares
em funcdo do raio, tomado em relacdo ao centro de
atragdo gravitacional) determinar todas as regides de
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estabilidade e de instabilidade de érbitas circulares no
espaco. Embora esse critério de estabilidade nao seja
tratado nos livros-textos introdutérios nem de mecanica
classica, nem de relatividade geral, sendo geralmente
presente em livros avancados de astrofisica como a
referéncia [8], mostraremos que sua deducdo e suas
aplicacOes sao perfeitamente condizentes com o contetdo
dessas disciplinas. Sua inclusao nas respectivas ementas
traria entdo ganhos ao aprendizado do aluno dedicado.

2. Gravitacao Newtoniana

Sabemos que, para o movimento de uma particula sob
a acao de qualquer forga central, podemos associar uma
energia potencial U(r) [2], onde r é a distancia da origem
das coordenadas (ou do referencial) até o ponto conside-
rado; no caso gravitacional U o m, onde m é a massa em
que a forga age. Assim, podemos associar & distribuicéo
de matéria do espaco um potencial gravitacional ®(r),
com U = m®, tal que F = —mV .

Também, para um potencial central tanto a energia
mecanica do sistema quanto o momento angular da par-
ticula em relagdo a origem sdo constantes de movimento
e, além disso, o movimento sempre ocorre em um plano
que passa pela origem. A conservagao da energia nos
dé 3]

Ezé(g)ﬂw@m, ™

em que E é a energia especifica do sistema (por unidade
de massa da particula) e

Vielr) = ®(r) + 55 (®)

é o potencial efetivo do sistema, sendo L o momento
angular especifico da particula em relacdo a origem.

Para L fixo, a particula terd movimento puramente
circular com raio r somente se r for ponto critico do
potencial efetivo . Nesse caso, é possivel mostrar que
o momento angular especifico da orbita circular de raio
r, L(r), é dado por

9 3 d®
Le(r)=r o (9)
Para avaliarmos a estabilidade dessa orbita circular,
devemos calcular a segunda derivada do potencial efetivo
e avalid-la sobre a 6rbita circular, isto é, substituindo a
funcdo L = L(r) dada pela equagdo @D ap6ds o cédlculo.
O resultado é

d? Ve
dr?

S[Emaml

@ T

L(r)

A 4rbita circular de raio r serd estével se for um minimo
local de Vot quando L = L(r), isto é, se a expresséo (10))
for positiva.
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2.1. O critério de estabilidade de Rayleigh

A formulagdo acima é padr@o dos livros-textos de
mecénica cldssica, sendo possivel também calcular a
frequéncia radial de pequenas oscilagoes [2, B]. No
entanto, vejamos o que acontece com o comportamento
da funcdo “momento angular (especifico) quadrado da
érbita circular de raio 77, L?(r), dada pela equagio @
Temos que

d . o o3 d*® 5 d®
de modo que
d?*V 1 d
| =3 %[L%T)] (12)

Dessa forma, chegamos ao critério de estabilidade de
Rayleigh para orbitas circulares:
dL?(r)
dr

>0, (13)

onde L?(r), dado pela equagdo @I), é o momento angular
especifico quadrado da orbita circular de raio r. O
critério acima nos da todas as regioes de estabilidade e
instabilidade (dL?(r)/dr < 0) das érbitas circulares sob
a acdo de um potencial gravitacional central, em todo o
espaco. De fato, como a gravidade é sempre atrativa e
temos que a forca gravitacional agindo na particula de
massa m é¢ F = —m®’(r) £, teremos sempre ®'(r) > 0,
de modo que Orbitas circulares em potenciais esféricos
existirao para todos os valores de r pela equacgao @

Uma das vantagens dessa abordagem em termos de
L?(r) é a determinagdo de todas as regides de estabili-
dade por meio de um tnico grafico de L%(r) x r para
parametros fixos do sistema, analisando as regides de
crescimento/decrescimento da fungdo. Esse método se
mostra mais pratico que a andlise grafica do potencial
efetivo para diferentes valores de L, como muitas vezes
é apresentado em livros-textos [I}, 2], que ndo permite a
visualizagdo exata das regides de instabilidade e estabi-
lidade das orbitas circulares.

2.2. Potenciais de Kepler e Paczynski-Wiita

Para o potencial de Kepler,

ar(r) = - M (14)

onde M é a massa do corpo central. E direto mostrar que
L%.(r) = GMr, de modo que todas as érbitas circulares
sdo estaveis, em toda a regidao exterior ao corpo central.

Ja para o potencial pseudo-newtoniano de Paczynski-
Wiita [15] [16]

GM

)
T—"Ts

Ppw(r) =— (15)
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Figura 1: Funcio L%y, (r), equacio , para o potencial de
Paczynski-Wiita . A regido pontilhada da curva corresponde
a Orbitas circulares instaveis, enquanto que a regido em traco
continuo corresponde a érbitas circulares estaveis. O ponto em
destaque, com r = 6GM/02, corresponde a oérbita circular
marginalmente estavel (cujo raio delimita a fronteira entre as
duas regides).

valido para r > ry = 2GM/c? (em que ¢ é a velocidade
da luz), que simula em gravitacdo newtoniana efeitos
relativisticos na vizinhanga de um buraco negro, temos

7,3
meffy. (16)
Desse modo,
i) = TR an)

Vemos entdo que nesse caso L%y () possui um minimo
em r = 6GM/c?> que corresponde, comparando com
o caso relativistico, a érbita circular marginalmente
estdvel para o buraco negro de Schwarzschild [15] [16].
Essa oOrbita circular, no entanto, ndo é estavel de acordo
com o que estamos discutindo; na verdade perturbagoes
que levam a particula para raios menores fazem com
que ela “caia” na singularidade. Ela recebe esse nome na
literatura pois o raio da érbita marginalmente estavel é
dado por dL?(r) /dr = 0, sendo portanto a fronteira entre
as regides de estabilidade e instabilidade. Um grafico de
L%y, (r) x r é apresentado na Figura [1} que evidencia
visualmente a regido de estabilidade para r > 6 GM/c?
(e a de instabilidade para r < 6 GM/c?).

Vale comentar que, embora bastante ttil na andlise de
propriedades de discos de acrecao ao redor de buracos
negros, o potencial de Paczynski-Wiita ndo aparece na-
turalmente na gravitacdo newtoniana como a solugao da
equacao de Poisson para uma distribuicdo p de matéria
fisicamente razoavel; temos que a densidade de matéria
associada a ®pw(r) é sempre negativa para 7 > 7.
No entanto notamos que nesse caso, apesar de a densi-
dade de matéria ser negativa, a forga gravitacional serd
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sempre atrativa pois pode-se verificar diretamente da
equacdo (15) que @5y, () > 0 para todo r > r,. Embora
isso possa parecer contraintuitivo, é possivel mostrar
que esse comportamento vem, matematicamente, da
singularidade do potencial em r = 7.

2.3. Potencial is6crono de Hénon

Outro potencial gravitacional interessante de se analisar
é o potencial isécrono de Hénon, proposto primeiramente
para descrever aglomerados globulares,

__ GM
bt VBt r2

com b > 0. Esse é o potencial esférico mais geral
para o qual o periodo radial das oOrbitas confinadas
depende somente da energia E (e ndo do momento
angular L) [I7, [18]. Para b = 0 a expressao se reduz
ao potencial de Kepler , que também é uma boa
aproximacio para no limite r > b.

O momento angular especifico de orbitas circulares
para esse potencial é dado por

Qu(r) = (18)

GMr*
L% (r) = , 19
(") V0?2 4 72(b 4 Vb% + 12)? 19)
de maneira que
d . o GMr3
%[LH(T)] = W’ (20)

que é positivo para todo b > 0. Desse modo, as Orbitas
circulares no potencial de Hénon sdo todas estaveis.
A Figura [2] apresenta o perfil de L% (r), evidenciando o
comportamento kepleriano para r > b. J4 a regidor < b

3.0

)
ot

2.0

1.0

G—IM—lb—l] LZ

— 0

0D

0.00
r/b

Figura 2: Funcio L% (r), dada pela equac3o . Vemos que,
para r/b > 1, L% (r) segue assintoticamente uma linha reta,
caracteristica do comportamento kepleriano. J4 para 7/b < 1
temos que a curva tem inclinagdo quase horizontal (porém
positiva); no entanto, como o critério de estabilidade é local,
as Orbitas circulares nessa regido também s3o estéveis.
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ilustra o fato de que a estabilidade precisa ser avaliada
ponto a ponto e mais do que isso, ser estavel significa,
em nosso contexto, que a perturbagao considerada na
orbita circular é tomada como muito pequena. Podemos
dizer, no sentido acima, que a estabilidade é um conceito
‘local’: embora a curva de L?(r) tenha inclinacdo quase
horizontal nessa regido, a condicdo de estabilidade
leva, em conta apenas perturbacoes arbitrariamente pe-
quenas da érbita circular e portanto, por menor que seja
|dL?/dr|, se o critério ((13) for satisfeito a 6rbita serd
estavel.

Diversos outros potenciais esfericamente simétricos
foram ja propostos na literatura para descrever sistemas
astrofisicos, como por exemplo galaxias elipticas e halos
de matéria escura [4], de forma que o estudo de poten-
ciais gravitacionais esfericamente simétricos é de grande
interesse cientifico atual.

3. Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral veio, entre outros motivos,
da necessidade de compatibilizar fené6menos gravitacio-
nais com a finitude da velocidade da luz, que limitaria a
velocidade de propagacao de sinais. Dessa maneira, como
a forca gravitacional Fy é do tipo ‘a¢do a distancia’ [19,
20], isto é, age no mesmo instante de tempo ¢ sobre uma
particula de massa m que tem o movimento descrito pelo
vetor posigdo r(t) (o que ndo acontece, por exemplo, no
eletromagnetismo [21]),

mi(t) = F,(r(t)), (21)

a ‘propagacao do sinal’ da forga gravitacional seria ins-
tantanea.

A solugéo proposta por Einstein para esse problema,
baseada em seu ‘principio de equivaléncia’ [19] 20], 22],
foi a de generalizar o espaco-tempo plano de Minkowski
para um espago-tempo curvo (ou ‘variedade lorentzi-
ana’) em que a curvatura do espago-tempo estaria rela-
cionada com a gravidade, compatibilizando a gravitacao
com a estrutura espaco-temporal vinda da relatividade
especial. As particulas de teste seguiriam o andlogo das
retas no caso plano: as geodésicas de uma métrica g,,
(ver por exemplo [5] [7], 23])

it 4 TE 2% = 0. (22)

Aqui, z* sdo as coordenadas espago-temporais da traje-
téria, o ‘ponto’ denota a derivada com respeito ao tempo
préprio 7 do observador que se move com a particula e os
't séo os simbolos de Christoffel, que sdo determinados
pela métrica e por suas derivadas parciais. Desse modo,
a métrica g,, (determinada pelas equacdes de campo
de Einstein) seria em algum sentido uma generalizacdo
do potencial gravitacional ® [7, 23]. J& os I'“,, por
envolverem derivadas da métrica, fariam o papel de
uma generalizagdo do campo gravitacional. No chamado
‘limite newtoniano’ da teoria (limite de campos fracos
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e velocidades baixas), a equacdo das geodésicas se
reduz a [7]

d?r

Uma comparacao formal entre a equagao das geodési-
cas e a segunda lei de Newton para a forga gravitacional
é apresentada na referéncia [23].

3.1. Simetria esférica

Apés esse preludio sobre a dindmica de particulas de
teste em relatividade geral, consideremos uma métrica
estatica e esfericamente simétrica que generaliza o con-
ceito de potencial central:

b
fr)

onde (r,0,¢) sdo “coordenadas esféricas” das segoes
espaciais. A funcdo f(r) (determinada pelas equagoes
de Einstein) contém toda a descri¢do do espago-tempo.
Quanto ao movimento de particulas de teste, é possivel
mostrar que a energia especifica E = f(r)f e seu
momento angular especifico L = 72 sin § ¢> so constantes
de movimento [0l [7, 23]. Além disso é possivel mostrar
que, como no caso newtoniano, o movimento pode ser
visto como planar nas “coordenadas esféricas” (r, 0, p);
fixamos entdo, daqui em diante, § = 7/2.

Podemos entao formular o movimento em termos de
um potencial efetivo Vee(r) [BHT, 24, 25],

ds* = f(r)dt* — dr® —r2(d6* +sin 0dp®)  (24)

£= % (j:) + Ver(r), (25)
onde £ = E?/2 e
V) = 3 1) (1475 ). (26)

Dessa forma podemos analisar a dinamica de particulas
nesses espacos-tempos pelos mesmos métodos utilizados
em gravitacdo newtoniana, mas agora com a Orbita
parametrizada pelo tempo préprio da particula. Em
particular, érbitas circulares sdo obtidas como pontos
criticos de Vee(r), de maneira que o momento angular
especifico L(r) de uma particula em uma 6rbita circular
de raio r é dado por
2 o f(r)
T ORI, 0

A estabilidade das érbitas circulares é determinada como
no caso newtoniano: orbitas estdveis correspondem a
minimos locais do potencial efetivo quando L? =
L?(r), dado pela equagdo , é substituido apds o
calculo das derivadas,

_1 [
L(r) 2
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onde f e suas derivadas sdo avaliadas em r. Da equa-
¢do (27) podemos mostrar que

2rf f" 4+ (6f —drf)f’
2=
Assim, embora néao tao direto quanto o caso newtoniano,

é possivel mostrar apés algumas manipulagoes algébricas
que

d
= |

(29)

d* Vg
dr?

f'(r)
L3(r

1 d
=L Sl G0)

~

L(r)

A equagdo acima nos leva ao critério de estabilidade de
Rayleigh para dérbitas (geodésicas tipo-tempo) circulares
em espagcos-tempos estaticos e esfericamente simétricos
descritos pela métrica : se L(r) é o momento angular
especifico de uma 6érbita circular de raio r dado pela
equagdo (27), entdo na regido em que f'(r) > 0 a érbita
sera estavel se

dL?(r)
dr

> 0, (31)

€omo no caso newtoniano.

Notamos que aparece aqui explicitamente o fator
f'(r) na equacao , que pode ser tanto positivo
quanto negativo. Se f’'(r) < 0 temos L%(r) < 0, e nio
existem érbitas circulares nessa regido (fenémeno que
nao acontece em gravitagdo newtoniana, como discutido
acima). E possivel mostrar, para o movimento geodésico,
que uma particula inicialmente em repouso sera atraida
para o centro de forca se f'(r) > 0 e repelida se
f'(r) < 0. Desse modo, a condicio f/'(r) > 0 pode
ser interpretada como a condigcdo para que a gravidade
seja atrativa [24H26]. Embora esperado que sempre fosse
verificada, essa condigdo deixa de ser véalida na regiao
préoxima a singularidades nuas, que aparecem como
solugoes de teorias modificadas da gravitacao (como por
exemplo [25], 27H30]), e até mesmo no regime Q > M da
solucao de Reissner-Nordstrom, correspondente a uma
singularidade nua com carga elétrica em relatividade
geral [31]. Nesses casos a gravidade pode ser interpretada
como repulsiva préximo de r = 0, e o raio em que
f'(r) = 0 corresponderia a um raio de ‘gravidade zero’.

Chegamos entdo a conclusdo de que nas regioes em
que sao admitidas 6rbitas circulares, caracterizadas pela
condicio L2(r) > 0, o critério de estabilidade de
Rayleigh ¢é formalmente igual ao seu correspondente
em gravitacado newtoniana.

3.2. Buraco negro de Schwarzschild

Uma das principais predigoes da teoria da relatividade
geral é a existéncia de buracos negros [32], que sdo
tema relevante de pesquisa até hoje, tanto do ponto
de vista tedrico quanto observacional. Vejamos abaixo
a aplicagdo do critério de estabilidade de Rayleigh a
orbitas circulares em espacos-tempos tratados em cursos
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de graduagdo: os buracos negros de Schwarzschild e
Reissner-Nordstrom.

3.3. Buraco negro de Reissner-Nordstrom
A métrica de Schwarzschild tem a forma com

O buraco negro de Reissner-Nordstrom ¢é a generaliza-

¢do do buraco negro de Schwarzschild, com massa M e
2M carga elétrica @ (em unidades geometrizadas [33]), onde
flry=1- 0 (32) devemos ter 0 < Q% < M? para que exista horizonte de
em unidades geometrizadas (G = ¢ = 1). Ela apresenta E;Eﬁfg; lt\i;sl ;e?giil izgo a esse caso. A métrica
um horizonte de eventos para r, = 2M. Fisicamente,
corresponde a um buraco negro de massa M sem carga

elétrica. O momento angular especifico de uma particula f(r)y=1- - + T
de teste ao redor do buraco negro fica entao [5, [7]

Mr?
— a7 (33)
r—3M
e portanto nio existem Orbitas circulares para r < 3M

(que corresponde & regidao interna ao raio da orbita
circular de f(')tonsEI). Temos

(35)

A métrica apresenta um horizonte de eventos em r, =
M ++/M? — Q?. O momento angular especifico de uma
particula de teste é dado por

L3(r) =

9 Mr? —Q?r
Lpn(r) = 2?2 o 2 (36)
s = ST (34)

E possivel calcular o raio s da érbita marginalmente
O critério de Rayleigh nos d4 entdo que as érbitas

circulares serdo estaveis se r > 6 M, o que de fato ocorre
ao fazermos céalculos diretos com o potencial efetivo
[5HT7]. Um grafico de L?(r) x r é apresentado na Figura
onde vemos claramente o minimo de L2(r) em 6M,

estavel por meio do critério de Rayleigh, de modo que as
orbitas circulares existirdo para raios maiores que o da
orbita circular de fétons; serdo instaveis para r < T,

estaveis para r > 7,s. A condigio dL?(r)/dr = 0 nos d4
uma equagao cubica em y =1 — 2M,

correspondendo a érbita circular marginalmente estavel

v +py+q=0
(cujo significado preciso foi discutido na segao anterior).

(37)
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Figura 3: Funcio L%(r), dada pela equacio (33); como na
Figura [, a parte pontilhada da curva corresponde a érbitas
circulares instaveis e a parte em traco continuo, a estaveis.

Figura 4: Diagrama de estabilidade para as érbitas circulares de
O ponto em destaque representa a érbita circular marginalmente

particulas com massa, no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom,

métrica com f(r) dado pela equacio ([35)). Para cada valor

fixo de Q/M temos os raios Th, Tph € Tms, cOMo descrito a
estavel, com r = 6 M.

seguir. A regido em preto representa o interior do buraco negro,
sua fronteira correspondendo ao raio do horizonte de eventos

rp. A curva pontilhada representa o raio da orbita circular de
1 Discussdes sobre érbitas circulares de fétons podem ser encon-

tradas nas referéncias [5H7] [23]. Para a presente abordagem, basta

sabermos que o raio r,, dessa érbita é obtido como o ponto
critico do “potencial efetivo para fétons” Vi, (r) = f(r)/r? [6,[25],
coincidindo com o raio em que L2(r) — oo; ndo existem érbitas
circulares para particulas massivas na regido entre rj e rpp,, nem
para o espaco-tempo de Schwarzschild nem para o de Reissner-

Nordstréom. Sugerimos ao leitor interessado consultar as referéncias
mencionadas acima.
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fétons rp,. A curva continua representa r,s, o raio da orbita
marginalmente estdvel. Essa dltima curva é a fronteira entre a
regido de orbitas circulares estaveis (regido em cinza escuro no
diagrama, se estendendo para raios maiores até o infinito) e de
6rbitas circulares instaveis (regido em cinza claro no diagrama).
A obtencdo dessas regides de estabilidade e de instabilidade

segue diretamente do critério de Rayleigh (31]), como explicado
no texto.
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comp = —12M? +9Q%? e q = —16 M3 + 18 MQ? —
4Q*/M. Para obter sua solucdo analitica, aplicamos a
féormula de Cardano-Tartaglia, deduzida e analisada na
referéncia [34]. A raiz para r > 7, fica

sl q @ pP sl q @ p
y‘¢ ?+V4+27+¢ 2 It 9

O discriminante dentro da raiz quadrada é positivo
para 0 < Q? < M? (e nulo para Q@ = 0). Dessa
forma, as outras duas raizes da equagdo sdo complexas
e conjugadas para 0 < (Q/M)? < 1 [34]. O diagrama de
estabilidade, Figura[d] mostra simultaneamente o raio ry,
do horizonte de eventos, o raio r,;, da érbita circular
de fétons, o raio r,,s da érbita circular marginalmente
estdvel e as regides de estabilidade (cinza escuro) e
instabilidade (cinza claro) das orbitas circulares, em
funcdo da razao (Q/M) entre a carga e a massa do
buraco negro.

4. Conclusoes

O critério de estabilidade de Rayleigh para o4rbitas
circulares é muito utilizado na modelagem astrofisica
de discos de acregdo ao redor de buracos negros [8, 9].
Também ¢é importante na andlise da estabilidade de
orbitas circulares do movimento geodésico em rela-
tividade geral [26] 35, [36] e em teorias modificadas
da gravitacao [25] [37] em espagos-tempos descrevendo
tanto buracos negros quanto singularidade nuas (ver
por exemplo [25]). No entanto, apesar de geralmente
nao ser tratado em cursos introdutérios de mecanica
cldssica e de relatividade geral, mostramos aqui que
sua formulacdo e sua deducdo podem facilmente ser
inseridas na ementa desses cursos, trazendo ganhos ao
aprendizado dos alunos e instigando a curiosidade por
essas areas da ciéncia.

Uma das vantagens do critério de estabilidade de Ray-
leigh é, como mostrado, a possibilidade de determinar-
mos todas as regioes de estabilidade de dérbitas circulares
por meio do comportamento de uma unica fungao, o
momento angular especifico L(r) das érbitas circulares
em funcdo do raio, que pode ser obtida diretamente da
formulacao do movimento em termos do potencial efetivo
do sistema (tanto em gravitagdo newtoniana quanto em
relatividade geral). Essa abordagem se mostra bastante
pratica, sendo complementar a andlise de méximos e
minimos do potencial efetivo para diferentes valores de
momento angular.

Vale também notar que, embora tenhamos tratado
na mecanica newtoniana apenas o caso gravitacional,
a mesma formulagdo (com pequenas adaptagoes) pode
ser feita para forgas centrais genéricas, uma vez que é
garantida a existéncia de uma energia potencial para
o sistema [2, B] e portanto o movimento pode ser
formulado em termos de uma energia potencial efetiva.
Segue diretamente dessa formulagdo, acompanhando os
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passos apresentados aqui, que o critério de estabilidade
de Rayleigh para érbitas circulares sob a atuacao de
forcas centrais arbitrdarias é o mesmo que para o caso
gravitacional.

Por fim mencionamos que, no caso de simetria axial
e na presenga de simetria de reflexdo com respeito ao
plano equatorial z = 0, o critério de Rayleigh nos
da para O6rbitas circulares equatoriais as regides de
estabilidade radial [26], 35l [37], isto é, de estabilidade
por perturbacdes radiais do movimento circular no plano
equatorial. Nesse caso, o momento angular total da par-
ticula precisa ser substituido por seu momento angular
azimutal L, com respeito a origem, ou seja, a quantidade
conservada correspondente. No entanto, diferentemente
do caso esférico (em que as dérbitas circulares sdo sempre
estaveis por perturbacgoes verticais, ortogonais ao plano
do movimento [4]), no caso axialmente simétrico a
estabilidade vertical dessas érbitas precisa ser analisada
separadamente, tanto em gravitagio newtoniana [38H40]
quanto em relatividade geral [26] [36], [4T].
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