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O Principio da Incerteza, proposto pelo fisico Werner Heisenberg em 1927, possui centralidade no desenvolvi-
mento Teoria Quéntica e desde sua formulacdo assume uma pluralidade de interpretagoes, derivagbes matematicas
e experimentos mentais que buscam explord-lo em profundidade. Entretanto, os livros didaticos, que possuem
papel importante na formacgao de cientistas e professores de ciéncia, usualmente optam por privilegiar somente
alguns de seus principais aspectos, limitando a apresentacdo do Principio da Incerteza nos cursos de Teoria
Quantica do ensino superior. Com o objetivo de ampliar as discussdes sobre o Principio da Incerteza para as
varidveis posicdo e momentum e contribuir com o Ensino da Teoria Quéntica, ao longo deste texto apresentamos
o Principio da Incerteza em trés diferentes niveis (formalismo matemético, fenomenologia e interpretagdo).
Comecamos resgatando de forma didéatica quatro diferentes derivagdes historicas do Principio da Incerteza:
as derivagbes de Heisenberg e Weyl para as varidveis posicdo e momentum, e as derivacbes de Robertson e
Schrédinger para dois observaveis quaisquer A e B. Em seguida, retomamos dois experimentos mentais propostos
por Heisenberg: o microscépio de raios-gama e o elétron passando por uma fenda. Por fim, apresentamos quatro
principais escolas de interpretacdo do Principio da Incerteza.

Palavras-chave: Principio da Incerteza, Teoria Quéantica, Ensino de Fisica.

The Uncertainty Principle, proposed by the physicist Werner Heisenberg in 1927, is central to the development
of Quantum Theory and since its summary assumes a plurality of interpretations, mathematical derivations and
mental experiments that seek to explore it in depth. However, textbooks, which play an important role in the
training of scientists and science teachers, usually choose to privilege only some of their main aspects and end up
limiting the presentation of the Uncertainty Principle in Quantum Theory courses in higher education. In order
to increase discussions about the Uncertainty Principle for the variables position and moment and contribute to
the Quantum Theory Teaching, throughout this text we present the Uncertainty Principle at three different levels
(mathematical formalism, phenomenology and interpretation). We started by rescuing, in a didactic way, four
different historical derivations of the Uncertainty Principle: the Heisenberg and Weyl derivations for the variables
position and momentum, and the Robertson and Schrodinger derivations for two observables any A and B. Then,
we retake two thought experiments proposed by Heisenberg: the gamma-ray microscope and the electron passing
through a slit. Finally, we present the four main schools of interpretation of the Uncertainty Principle.
Keywords: Uncertainty Principle, Quantum Theory, Physics Teaching.

1. Introducao

O Principio da Incerteza foi, primeiramente, formulado
por Werner Heisenberg [I] em 19271 No ano seguinte,
Niels Bohr [2] incorporou o Principio da Incerteza como
um dos elementos principais do que ficou conhecimento

* Enderego de correspondéncia: gabrielagomesr@outlook.com

1 O termo “Principio da Incerteza” sé foi proposto ao final de
1927 por A. E. Ruark [2] e, embora seja amplamente utilizado, ndo
condiz com o fené6meno em si. O que conhecemos e ensinamos como
Principio da Incerteza nao se trata de um principio de fato, mas de
uma relagado de incerteza que se estende a qualquer sistema descrito
por ondas e, dessa forma, se aplica também a outras variaveis.
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como Interpretacdo da Complementaridade — tornando-
se um elemento fundamental da Teoria Quantica. Ape-
nas para fornecer alguns exemplos da centralidade do
Principio da Incerteza na Teoria Quéantica, em 1933,
em seu famoso livro didatico sobre Mecéanica Quéantica,
Pauli [3] a introduz por meio do Principio da Incerteza
e da Complementaridade. Em 1935, no artigo de Eins-
tein, Podolski e Rosen [4], que ficou conhecido como
paradoxo EPR, os autores apresentam a interpretagao
usual da Teoria Quéntica ressaltando o fato de que
variaveis que nao comutam nao podem ser conhecidas
simultaneamente com qualquer precisdo. Em 1952, no
seu artigo sobre varidveis ocultas, David Bohm menciona
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“A interpretacdo fisica usual da teoria quintica se centra
em torno do Principio da Incerteza” (1952, p. 167,
traducdo livre) [5]. Apesar de tal centralidade, os livros
didéticos contemporaneos de Mecanica Quantica, muitas
vezes, tratam o tema de forma periférica ou, pelo menos,
nao discutem em detalhes as diferentes formas de se de-
rivar as relacoes de incerteza, os diferentes experimentos
mentais que podem ser mobilizados para entendé-lo e,
sobretudo, as diferentes interpretagoes que ele enseja.
Ademais, em um estudo preliminar [6], mostramos que os
livros didaticos usualmente fazem uma escolha: (1) pri-
vilegiam a apresentagdo do formalismo matematico em
profundidade ou (2) enfatizam os aspectos histéricos e
interpretativos da teoria.

Embora exista uma ampla literatura voltada para
discussoes acerca do Principio da Incerteza, incluindo
diferentes derivagdes e generalizagdes do principio [7-
17], estudos voltados para discussoes fenomenoldgicas,
centrados no experimento mental do microscépio de
raios-gama proposto por Heisenberg em 1927 [I8H21] e,
ainda, trabalhos que buscam discutir conceitualmente
o Principio da Incerteza, suas implicagoes tedricas e
possiveis interpretagoes, [22H25], a maioria dos trabalhos
costuma, ser voltada a pesquisadores e estudiosos da
area, tornando pouco provavel sua utilizacdo como
instrumento auxiliar para o ensino da Teoria Quantica.
Na literatura nacional ja existem estudos voltados para
a discussdo de aspectos matematicos [26] e filoséfico-
interpretativos do Principio da Incerteza [27].

Neste contexto, com o presente trabalho, buscamos
contribuir para o ensino desse tépico central da Te-
oria Quantica ao fornecer um panorama geral e uma
proposta de exploracdo didatica. Reconhecendo a difi-
culdade dos alunos em compreender o formalismo da
Teoria Quéntica [28], apresentamos aqui um texto de
carater didatico que, ao abordar diferentes aspectos do
Principio da Incerteza, é organizado em trés categorias:
formalismo matematico, fenomenologia e interpretacao,
com o intuito de que tal abordagem favoreca sua aprendi-
zagem. Em especial, apresentamos diferentes derivacoes
inspiradas em textos histéricos do Principio da Incerteza
(explicando passos que foram omitidos nos textos origi-
nais e organizando a apresentacdo de forma detalhada),
retomamos a explicagdo de dois experimentos mentais
imaginados por Heisenberg para explicar o principio da
incerteza [I] e apresentamos quatro principais escolas de
interpretagéo do principio [23].

Essa apresentacao é feita a partir dos préprios tra-
balhos originais da Teoria Quéntica (fontes histéricas
primédrias) e de comentdrios ja existentes (fontes
histéricas secundérias). Tal texto pode ser introduzido
em disciplinas de Mecanica Quéantica, apds a apre-
sentagao tradicional, contribuindo para complementar
o que foi estudado no livro didético e para enriquecer
as discussoes e compreensoes sobre tal principio. Essa
proposta, nesse sentido, se alinha aos trabalhos que
propoem trazer fontes primérias para o Ensino de Fisica
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como uma forma de enriquecer a atividade didatica e
adotar um pluralismo metodolégico e didatico [29H32].
A escolha de apresentar o texto didatico dividido em
trés categorias (formalismo matemaético, fenomenologia,
e interpretagdo) é inspirada na discussao feita por Max
Jammer [33] sobre os elementos de uma teoria fisica e
dialoga com trabalhos da area de Ensino de Fisica.

O texto estd organizado da seguinte forma: na secao[2]
apresentamos uma breve discussdo sobre a proposta
didatica de discutir conceitos fisicos em trés categoria,
explicamos cada uma das categorias e justificamos a
importancia de apresentéd-las de forma clara no contexto
pedagdgico. Na secdo [3] fazemos um breve resgate
histérico da génese do Principio da Incerteza, para situar
o leitor no momento histérico do desenvolvimento das
discussoes que aparecem na sequéncia. Na se¢ao |4} intro-
duzimos o primeiro nivel, o formalismo matematico, res-
gatando de forma didatica quatro derivagoes historicas
do Principio da Incerteza. Na sequéncia, na segdo []
explicamos dois experimentos mentais mencionados no
artigo de 1927 de Heisenberg, explicando detalhes que
ndo aparecem no artigo original. Na se¢ao [6] apresenta-
mos quatro formas distintas de se interpretar o principio
da incerteza. Por fim, na segdo [7} apresentamos nossas
consideragoes finais, fazendo algumas sugestoes para o
uso didatico desse texto.

2. Proposta Didatica: Apresentando
Conceitos Fisicos em Trés Categorias
(Formalismo Matematico,
Fenomenologia e Interpretacoes)

A proposta didédtica de discutir conceitos fisicos em
trés categorias é inspirada na discussdo levantada por
Max Jammer [33] no livro “The Philosophy of Quantum
Physics” em que o autor propde que teorias fisicas sdo
constituidas por, pelo menos, trés componentes distin-
tos: formalismo abstrato, regras de correspondéncia e
interpretacoes. O formalismo abstrato é essencialmente
a estrutura logica de uma teoria, seus postulados des-
providos de significado empirico. Por meio das regras de
correspondéncia, o formalismo abstrato deixa de ser um
conjunto de simbolos e passa a representar um sistema
fisico. Na teoria quantica, por exemplo, o que usualmente
é chamada de interpretagao probabilistica de Born pode
ser considerada como a regra de correspondéncia, pois
conecta um elemento abstrato da teoria, a funcao de
onda, com uma grandeza mensuravel, a probabilidade
de se encontrar uma particula em uma certa regiao.
Por fim, Jammer [33] aponta que as teorias fisicas
ainda possuem um terceiro elemento, sua interpretacao,
a qual contempla o conjunto de enunciados da teoria
que descrevem a realidade (como modelos utilizados)
mas que nao alteram as previsdes experimentais da
teoria [34].

Dessa forma, propomos que tal estrutura nao se
restrinja ao estudo de teorias fisicas, mas que possa
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ser ampliada para o estudo de conceitos e principios
fisicos em um contexto mais amplo, tal como o Principio
da Incerteza, e de maneira andloga a Max Jammer,
sugerimos que sejam apresentados em trés diferentes
categorias: formalismo matemaético, fenomenologia e in-
terpretagéesﬂ

Os conceitos apresentados na Teoria Quéntica nao
sao simples e, muitas vezes, contrariam nossas intuicoes
mais fundamentais, de modo que os estudantes em
geral costumam ter dificuldade para compreender sua
estrutura [28]. Por esse motivo, apresentar tais conceitos
em trés categorias pode contribuir para uma melhor
organizacao da apresentagao didéticaﬂ Utilizando dessa
apresentacdo, primeiramente, o aluno entende como o
Principio se desenvolve a partir do formalismo ma-
tematico, aprendendo como que ele se conecta com a
estrutura geral da Teoria. Na sequéncia, sao discutidos
aspectos fenomenoldgicos, ou seja, resultados empiricos
obtidos em experimentos com sistemas quanticos. Nesse
momento nao é discutido o que o principio significa,
mas como que os resultados experimentais traduzem
tal principio. Somente entdo, nas situagdoes em que
o professor achar necessario e tiver interesse, discute-
se a interpretacdo desse formalismo e seus resultados.
Ressaltamos que a abordagem do terceiro nivel deve
ser considerada como uma escolha para professores e
professoras que considerem as discussoes filos6ficas como
frutiferas ao Ensino de Fisica e que encontrem espago
para elas em suas aulas.

3. Um Breve Historico da Génese do
Principio da Incerteza

No inicio do século XX, os estudos sobre matéria e
radiacdo conduziram a uma série de resultados que con-
trariavam concepcoes fundamentais da Fisica Cléssica.
Em especial, a radiacao, usualmente tratada por cam-
pos continuos, passou também a ser representada por
uma caracterizacdo corpuscular, como nos trabalhos de
Einstein, e a matéria, usualmente tratada de forma cor-
puscular também ganhou um carater ondulatério, como
nos trabalhos de Louis de Broglie. Essas representacoes
contraintuitivas, embora fossem capazes de explicar
uma série de resultados experimentais, ndo conseguiam
formar um quadro teérico completo e consistente. Na
metade da segunda década do século XX, dois programas
de pesquisa surgiram justamente com o objetivo de
articular tal quadro completo e coerente [2].

Um desses programas foi inaugurado em 1925 pelo
fisico alemao Werner Heisenberg por meio do desenvol-
vimento da Mecanica Matricial que, inspirada por ideias

2 Proposta semelhante, mas subsidiada por diferentes razdes
tedricas, foi apresentada para a dualidade onda-particula para
dialogando com o que ja foi proposto para dualidade onda-
particula por Cheong & Song [35].

3 Embora tal separacio seja artificial e néo reflita toda a comple-
xidade envolvida na estabilizacdo de um conceito ou uma teoria
fisica.
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consistentes com a teoria da relatividade de Einstein [2],
com sua esséncia centrada na concepg¢ao corpuscular da
matéria e na descontinuidade dos processos atomicos,
propds um formalismo completo e totalmente novo para
a fisica quéntica. Em seu texto, Heisenberg rejeitou
as nogodes clssicas de posi¢do e velocidade (ou mo-
mentum) para elétrons em dtomos, trabalhando apenas
com grandezas observaveis, e empregou o principio
da correspondéncia de Bohr no cerne de seu esquema
matemadtico [36].

Apesar do sucesso de Heisenberg em descrever o
comportamento dos fenémenos quanticos utilizando da
Mecanica Matricial, a comunidade cientifica, em geral,
relutou em aderir a sua formulagdo, tanto pela estra-
nheza ao formalismo matemaético quanto pela abstracéo
tedrica do artigo de 1925 [2 [37]. Entretanto, tal abs-
tracdo chamou a atencdo de alguns fisicos teodricos da
época, resultando em um maior desenvolvimento da
Mecénica Matricial pelos fisicos Born e Jordan [38] [39],
Pauli [40] e Dirac [4I] de maneira que, finalmente, foi
formulada a teoria de Dirac—Jordarﬁ [42H45).

No ano seguinte, partindo do teorema de Broglie
sobre a equivaléncia entre o Principio de Maupertuis
e o Principio de Fermat, o fisico austriaco Erwin
Schrodinger desenvolveu a Mecéanica Ondulatéria em
uma série de quatro artigos [46] provando, nos trés
primeiros, que a Mecénica Ondulatoria era matemati-
camente equivalente a Mecénica Matricial. Entretanto,
apesar da equivaléncia formal entre os dois programas,
a interpretacdo da teoria e a maneira como cada uma
explicava os fenémenos quénticos levantou um dilema
irreconcilidvel, uma vez que Heisenberg e Schriédinger
utilizavam de diferentes estruturas para descrever a reali-
dade, reforcando os paradoxos entre a representagao cor-
puscular e ondulatéria da mecanica quantica. Enquanto
Heisenberg e a Mecanica Matricial representavam os
objetos quénticos por meio de fendomenos corpusculares,
Schrodinger e a Mecanica Ondulatoéria centravam-se na
ideia metafisica de que qualquer particula é representada
por um conjunto de ondas, de modo que a descricdo da
dindmica da particula seria feita por meio da descri¢ao
do transporte dessas ondas.

Principalmente por apresentar um formalismo ma-
temético com o qual os fisicos ji estavam adapta-
dos [2,[37], baseado na resolucdo de equagtes diferenciais
parciais e compativel com a Teoria de Hamilton-Jacobi,
a formulagdo matematica da Mecanica Ondulatéria de
Schrodinger rapidamente recebeu a aprovagao da comu-
nidade cientifica [2} 3], sendo adotada como formalismo
hegemoénico da teoria quéntica, presente majoritaria-
mente, até hoje, nos livros didéaticos e nos cursos de
formagao em fisica quantica.

4 Embora nio esteja presente no estudo contemporaneo da Teoria
Quantica, e sua contribuicdo dificilmente serd encontrada em
algum livro didatico, destacamos aqui sua importancia pois,
segundo o préprio Heisenberg no artigo de 1927, o Principio da
Incerteza foi primeiramente formulado utilizando da teoria de
Dirac-Jordan [I].
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Por outro lado, a interpretagao fisica de tal formalismo
nao foi tdo bem aceita, principalmente no que se refere
a sua interpretacdo para a fungdo de onda, que trazia
uma série de problemas [2], sendo a principal contradicao
encontrada no pacote localizado, uma vez que a redugao
do pacote de onda por si s6 ji estaria associada a um
efeito néo-local [34].

Nesse periodo, ademais, a natureza estatistica das
transigoes atOmicas passou a chamar a atencao dos
fisicos para a necessidade de um rompimento com ca-
racteristicas importantes da Fisica Classica. Em 1925,
por exemplo, Einstein [47] deu a primeira interpretagao
estatistica as ondas de de Broglie, uma vez que, ao tentar
tornar a dualidade onda-particula mais compreensivel,
interpretou o quadrado das amplitudes das ondas épticas
como densidade de probabilidade para detectar um féton
em uma dada regido [37]. A descricio probabilistica
da realidade foi posteriormente desenvolvida nas obras
de Born, Pauli e Jordan no periodo de 1925 a 1927.
Apropriando-se do formalismo ondulatério de Schrodin-
ger e associando-o a uma interpretagdo corpuscular da
matéria, e tendo como base o estudo dos processos de
colisdes atomicas, Max Born propds que a funcao de
onda ¥ deveria representar a densidade de probabilidade
para elétrons (ou outras particulas)ﬂ [37], de modo
que a probabilidade de detectar um tnico quantum
em determinada regido do espaco seria proporcional ao
quadrado da amplitude ¥ da onda associada a regido.

Conforme Heisenberg [49], foi no inicio de 1926 que ele
tomou conhecimento das ideias de Schrédinger e, ao final
do periodo letivo o mesmo ano, teve a oportunidade de
assistir uma palestra do fisico austriaco em Munique.
Em seu livro [49], o fisico alemdo aponta que ficou
inconformado com o fato de a Mecanica Ondulatoria
negar a descontinuidade dos processos atomicos, e que,
ap6s a palestra, levantou uma série de objecbes a
teoria. Entretanto, conforme Heisenberg [49] destaca,
suas contestacoes foram isoladas e, de modo geral, a
Mecénica Ondulatéria foi bem aceita pelo publico de
fisicos presentes. Em setembro do mesmo ano Niels Bohr
convidou Schrodinger para visitar Copenhague com o
objetivo de discutir, em detalhes, as duas diferentes
interpretagoes. Segundo Heisenberg [49] [50], foram dias
de interminaveis discussoes, comegando nas primeiras
horas da manha e estendendo-se até tarde da noite. Tais
discussbes nao ajudaram a resolver o impasse entre as
duas teorias concorrentes, e cada lado saiu convencido
de estar trilhando pelo caminho certo [49, [50]. Nos
meses subsequentes, o foco de Bohr e Heisenberg foi
dirigido para a busca por uma interpretacio fisica da
Mecanica Quéantica por meio da discussdo de diversos
experimentos mentais [50].

Ainda segundo Heisenberg [49], em fevereiro de
1927, enquanto Bohr passava por um periodo de férias

5 Embora em 1954 Max Born alegue que tenha se inspirado na
proposta de Einstein para a probabilidade de ocorréncia do féton,
Mara Beller [48] traz argumentos que contradizem tal afirmagéo.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20210298, 2022

Diferentes proposi¢oes do principio da incerteza para posi¢dio e momentum

esquiando na Noruega, ao tentar descrever matema-
ticamente a trajetéria percorrida pelo elétron no ex-
perimento da cdmara de nuvem, o fisico lembrou de
uma discussdo que havia tido em Gottigen sobre a
possibilidade de determinar a posi¢do de uma particula
com um microscépio de raios-gama. Nesse momento,
o fisico alemao se questionou se a Teoria Quantica
poderia representar, com alguma imprecisao, o fato
de um elétron se encontrar em determinada posi¢ao
e se mover com determinada velocidade e, ainda, se
existiria a possibilidade de tornar tais imprecisdes tao
pequenas de modo que nao produzissem obstaculos
experimentais. Dessa forma, com o objetivo de legiti-
mar a Mecanica Matricial, os saltos quanticos e sua
interpretacao corpuscular da matéria, Heisenberg pu-
blicou o artigo intitulado “The Physical Content of
Quantum Kinematics and Mechanics” que, segundo ele,
levaria a uma interpretacdo da mecéanica quantica livre
de inconsisténcias e onde definiu, pela primeira vez,
o Principio da Incerteza: “quantidades canonicamente
conjugadas podem ser determinadas simultaneamente
apenas com uma indeterminagdo caracteristica” (1983,
p. 1, traducéo livre) [I].

Sendo fortemente influenciado pela Teoria da Relati-
vidade Especial, Heisenberg propds que para especificar
o que deve ser entendido por “posicao de uma particula”
seria necessario determinar o aparato experimental que
permite a medida da sua posi¢do, caso contrario este
termo nao possui signiﬁcadcﬁ Usando tal metéfora,
Heisenberg apresentou alguns experimentos mentais que,
de acordo com ele, revelariam a impossibilidade de dois
parametros conjugados serem medidos simultaneamente
com precisao arbitraria e uma demonstracao matematica
que, conforme ele aponta, foi baseada na teoria de Dirac-
Jordan.

4. Primeiro Nivel: O Formalismo
Matematico Associado ao Principio
da Incerteza

Ao longo dessa se¢io, apresentaremos uma reconstrugao
didatica de quatro derivagoes inspiradas em textos
histéricos do Principio da Incerteza para posicdo e
momentum. Para acompanhar algumas das premissas
aqui utilizadas, é recomendavel que o leitor ja tenha
conhecimento prévio dos Postulados da Teoria Quéantica,
que podem ser retomados no Material Suplementar —
Apéndice A. Também serd necessaria certa familiaridade
com conceitos da Teoria Estatistica, que podem ser
consultados no Material Suplementar — Apéndice B.

6 Tal como na Relatividade que, ao falar de eventos simultineos,
é necessario que se especifique quais relégios serdo utilizados para
a realizagdo das medidas de tempo.
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4.1. Incerteza entre as variaveis posicao e
momentum para um pacote de ondas
gaussiano — reconstrucao didatica da
derivacao presente no trabalho de
Heisenberg (1927)

Para formalizar matematicamente a relagdo de incerteza
para posicdo e momentum, no texto de 1927 Werner
Heisenberg [I] aponta que utilizou a teoria da Trans-
formacao Matricial de Dirac-Jordan (designacao do
préprio autor), assumindo seu formalismo matemaético,
mas discordando de sua interpretacao origina]m Heisen-
berg prop0s que, ao representar uma particula utilizando
o formalismo de Jordan, com uma funcéo gaussiana, por
exemplo, o desvio padrao deveria ser pragmaticamente
interpretado como o desvio padrao de uma medicao.
Ao longo dessa apresentagdo utilizaremos um ra-
ciocinio similar, mas com uma abordagem contem-
poranea [5I]. Desta forma, temos que, uma particula
quéntica pode ser descrita por meio de uma funcao
de onda U(z,t) (Postulado 1 do apéndice A), cuja
frequéncia angular e o numero de onda podem ser
descritos pelas expressoes de Einstein e de Broglie

p = hk, (1)
onde k = 27/X é o nimero de onda. E, para a energia,
E = hw. (2)

No caso de uma particula livre, toda a sua energia estara
associada a seu movimento, o que significa que serd
puramente cinética

Portanto,
h2k?
= . 4
hw o (4)

Dessa forma, podemos comecar expressando uma
fun¢do de onda qualquer como uma “soma” de ondas
planas. Uma vez que k apresenta um espectro continuo,
podemos expressar a func¢ao de onda como uma integral
em relacao a k

1 [t (ko
Wi t) = 5 / g(k)e 2= g, (5)

—0oQ

Em que o termo % serd explicado mais adiante. Nesse

caso, a funcio g(k) representa o coeficiente de expanséo
da func¢do de onda em relacao aos autoestados.
Ademais, Heisenberg propOe preparar um arranjo
experimental em que, em um especifico instante, pode-se
dizer t = 0, a particula estard em torno de uma posi¢ao

7 Na formulacdo da teoria de Dirac-Jordan, Jordan propds uma
interpretagdo probabilistica para a mesma.
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média (z) com precisio o/v/2. Podemos traduzir tal
arranjo experimental em termos da fun¢do ¥(z,0). Por
exemplo, neste caso, podemos assumir que a fungio de
onda é caracterizada como uma distribuicado gaussiana
em torno de () com desvio padréo o (ver expressio B6
do apéndice B).

._.
I

e—%(@)"’. (6)

Se considerarmos que o x médio da medida ¢é a origem,
entdo (z) = 0. Desta forma, (conforme Postulado 5 do
apéndice A) a fungao densidade de probabilidade pode
ser escrita como

U(z,0) =0 27"

als

W, 0)f = ——e(2)". (7)

e tem um desvio padrao o, = o/ V2. As constantes da
equagcao e @ sao determinadas de forma que a inte-
gral de |¥(x,0)|? sobre todo espaco seja igual a 1 (pro-
priedades da integral gaussiana estdo no apéndice B).
Podemos, agora, descrever ¥(z,0) em termos da funcdo
de coeficiente g(k)

+oo
W(z,0) = - / g(k)e= . (8)

27 J_ o

E possivel reconhecer que g(k) é a Transformada de
Fourier de ¥(z, 0) — por isso o termo 1/27 foi introduzido
em (comparar, por exemplo, com as expressoes B7 e
B8 do apéndice B). Além disso, também é possivel inter-
pretar a equagdo acima como a decomposi¢ao espectral
de W(z,0) em termos dos autoestados do operador k.
Podemos ainda reescrever a integral, com o objetivo de
tornar o momentum da particula explicito, por meio da
seguinte mudanca de varidveis

D
k=2, 9)

De modo que
g(k) = g (2) = Vhu(p). (10)

E, portanto, é possivel reescrever a expressao (8) em
termos da varidvel p

1 Foo ipx
U(z,0) = ——= / e n dp. 11
(@,0) =7 | verdp (11)
Calculando a transformada de Fourier (apéndice B),
obtemos

ipxT

rd, (12)

1 [t _
Vi) = = / W0

que é a fungao de onda na representagdo de momentum,
escrita como uma integragdo sobre os autoestados do
operador X. Usando ¥(z,0) de (6) e substituindo em
(112), temos

1 +oo 1 1 1(’1*<1‘>)2 ipx
2/J(P)Z*/ o inTae 2w ) e hdr. (13)
A
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Resolvendo a integral com (x) = 0, (ver apéndice B)
obtemos:

2 i o2p2
v = (%) (19)

Esta é uma nova fungao gaussiana, mas cujo desvio
padréo é igual a i/o. Com isso podemos determinar a
fun¢do densidade de probabilidade na representagao de
momentum:

2 2
v = DT e (15)
Esta equacgdo expressa a densidade de probabilidade
para medir certo valor de momentum para a particula.
Neste caso, é possivel determinar que o desvio padrao
da funcio de densidade é o, = h/(0v/2) (conforme
apéndice B).
Finalmente, podemos calcular que o produto entre o
desvio padrao da funcéo de densidade de probabilidade
nas representagoes posicdo e momentum é

o hh
V2 ov2 2
Podemos observar que Heisenberg encontra uma igual-
dade e nao uma desigualdade. Isso acontece porque cal-
culamos a relacao de incerteza para o caso de uma fungao
gaussiana, o que corresponde justamente ao pacote de
menor incerteza possivel [52]. Assim, a derivacao feita
por Heisenberg caracteriza apenas um caso particular e
nao é uma demonstracao geral da relagdo de incerteza
entre posicdo e momentum. Ademais, ressaltamos que
Heisenberg nao relaciona diretamente a relacdo de in-
certeza com o comutador dos operadores conforme ele
mesmo anuncia em seu artigo. Isso somente é feito em
derivagdes futuras — como discutiremos mais adiante.

(16)

Oy Op =

4.2. Incerteza entre as variaveis posigao e
momentum para um pacote de ondas
generalizado — Derivacdo de Weyl (1928)

Uma outra maneira de demonstrar o Principio da Incer-
teza é por meio da derivagao proposta por Herman Weyl
em 1928 [53]. Ao contrério da demonstragdo anterior,
proposta por Heisenberg e exclusivamente valida para
fungdes gaussianas, a estratégia utilizada por Weyl
independe do formato da funcdo de onda, e, portanto,
podemos dizer que é para um pacote generalizado.
Para isso, Weyl utiliza o fato de que observaveis séo
operadores Hermitianos e, portanto, (conforme apéndice
B) para um observével arbitririo A, podemos escrever
sua varidncia como o valor médio
2 ~2

ol = (A-(A))= @A) - @A) (7

Que pode ser calculado como

o2 = /\1/*(112 — (A)*)Wda. (18)
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E, além disso, Weyl utiliza o fato de que o operador
momentum, especificamente, pode ser escrito como

0
= —ih—. 19
p . (19)
Consideramos, entao, uma particula na posi¢ao z. De
modo que, por simplicidade, o valor médio da posicao é
0. Entao

x

o2 = / T (22 — (0)3) . (20)
Ou seja:

= /\IJ*:E2\I'dx. (21)

A

E possivel proceder da mesma maneira para o mo-
mentum da particula. Dessa forma, considerando, por
simplicidade, (p) = 0, podemos escrever

ol :/\IJ*pQ\Ide. (22)
Lembrando, ainda, que é possivel expressar o operador
momentum como p = —ihd/0x, temos
a\? ihd \* [ —ihd
2 _ | a5 — _
o, = /\I! ( m@x) Wdx /(833\1/) ( o \Il>dx
ov* o
= 1| ———du. 2
Bz 0z " (23)

Também é possivel utilizar o fato de que p é um ope-
rador Hermitiano. Tomando a desigualdade de Schwarz
(conforme apéndice C)

{[[es+ fatra] | [@rsi + gugira] §

2
> ‘/f191d$+/f292d$

e substituindo f; = 2V = f5 e g1 = 38%* = g5 no lado
esquerdo da expressdo ([24)), temos

(24)

{/ (zPaxT* + x\I/*Q:\I/)dx}
ov* ov OV QU*
[/(&T 9z " or ox )dx]’ (25)
0 que resulta em

o Ov*
4| [ va?W¥da| - | | — —daz|. 2
[/ x dac] [ 5 B dm] (26)
Substituindo as expressoes (21]) e (22)) em (26]), obtemos

que o lado esquerdo da expressdo (24) pode ser escrito
como

- (27)
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J4 no lado direito da expressdo (24)), temos que

2
’/f191d$+/f292d$
= ’/ ov +/x\11*8—\11dm
ox
_ /2 :
o 0

Fazendo a integragdo por partes, [udv = u.v — [vdu,
escolhendo u = x e dv = 9/0x(V*W¥)dx, obtemos

9 0
/ o (V) do =30 |t 7/\11*\Ildx:71.
x
(29)
Assim, para que possa ter significado fisico, a expressao
(x - U*W) deve tender a zero para || — oo. Portanto,

2

(28)

’/:ca v ds| - -1 (30)
Ox
Obtemos entao a desigualdade
doio > |—1]% (31)
72
E, portanto,
Ox0p > = (32)

5"

Diferentemente da derivagao de Heisenberg, que deter-
mina a relacdo de incerteza entre posi¢do e momentum
apenas para o caso gaussiano, com a derivagao de Weyl,
temos a relagdo para quaisquer formatos de pacote de
onda.

4.3. Incerteza entre dois observaveis quaisquer
A e B — Derivagao de Robertson (1929)

Até esse momento, apenas a expressao do Principio da
Incerteza para as variaveis posicdo e momentum havia
se mostrado consistente com o formalismo da Mecanica
Quantica. Entretanto, como foi discutido anteriormente,
Heisenberg havia afirmado que todas as variaveis cano-
nicamente conjugadas deveriam obedecer a tal relagao.
A prova matemadtica para isso s6 veio em 1929 no artigo
publicado por Robertson [54]. Neste artigo, Robertson
utiliza a expressdao para a desigualdade de Schwarz, as-
sim como proposto por Weyl, para relacionar o quadrado
do desvio padrao de dois observaveis representados por
operadores Hermitianos. Portanto, (conforme apéndice
B) para um observdvel arbitrdrio K, podemos escrever
sua varidncia como

o4 = (A~ (A)T)?
sendo 0A = A — (A)

o~

~2 ~ ~2
)= (A7) —(A)?=(dA"), (33)
f sendo I o operador identidade

(evidentemente (I) = 1). A varilncia pode ser calculada

como
2 * 2
Op = )\ (A —
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Considerando que para dois observéveis quaisquer (A

e B), podemos escrever suas variancias, respectivamente,
como

o2 = (5A) = / (A" — (A )ude,  (35)
o2 = (6B”) = /\1/*(1§2 —(BY)Wdz.  (36)

Agora, tomando as expressoes f1 = (K—(K))\Il*, fo=
(A-(A)Y, 91 =(B—-(B))¥eg=—(B-(B)¥"e
substituindo na desigualdade de Schwarz , no lado
direito da inequacao temos

{2/\1:*(1&2 - <A>2)\11dx] : [2/@*(@2 - <1§>2)wx}

(37)

De modo que, levando em conta as expressoes para as

variancias AA e AB dadas pelas expressoes e ,
obtemos:

4 U (A <K>2)w4 : U v (B” - <]§>2)\Ilda:]

=40%0%

— 4(5A%)(sB%). (38)

Substituindo as expressoes para f e g no lado esquerdo
da desigualdade de Schwarz , temos

] [~ Eyw® - @)

— (B)U*dx (39)

Abrindo os termos da expressao , e utilizando o
fato de que [ U*AVdy = i A U de temos que o lado
direito da expressdo resulta em

2
‘ / v*(AB — BA)Wdx

A relagio AB — BA pode ser expressa como [K,ﬁ]
(operagdo de comutacdo entre os observéiveis A e

Unindo as expressoes e na expressao ,

obtemos
130k = 4(OR?)(B)) = (A, BY. ()
Entao
7405 = \/((6A)((6B)2) = (ARY(AB) > 5|(A, B
(42)

Na expressao acima, definimos as dispersoes médias
dos observéveis A e B respectivamente como (AA)

=2 ~ ~ 2

((0A) ) e (AB) = 1/ {((6B) ). Assim, a afirmagdo de
Heisenberg sobre a conexdo entre as relacoes de incerteza
e a propriedade de comutacao foi finalmente provada.
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Assim, podemos concluir que para dois observaveis
que nao comutam, as suas respectivas variancias sao
relacionadas por meio de uma desigualdade que depende
do comutador entre esses mesmos observaveis. A relacéo
(42) mostra que um sistema ndo pode ser preparado
em um estado quéantico tal que duas grandezas fisicas
cujos observaveis que as representam nao comutam
entre si sejam livres de dispersdo. Uma dispersdao baixa
em uma das grandezas (baixa incerteza) acarreta uma
dispersao alta na outra (incerteza alta). Se os observéveis
comutam, essa limitacdo nao existe.

4.4. A derivagdo do principio da incerteza por
Schrédinger (1930)

Erwin Schrodinger [55] também parte da desigualdade
de Schwarz (apéndice C), mas neste caso, escrita por
meio da expressao simplificada

/ff*dw-/gg*dw > ’/fgdw 2

Entretanto, o passo que diferencia a derivacdo de
Schrodinger da derivacdo de Robertson é o fato de que
Schrédinger propoe escrever o produto de dois operado-
res (supostos hermitianos) como uma soma simétrica

(43)

AB- 22154 A (44)

Agora, tomando f = BV e g = IAXT\IJ*, podemos
escrever

P PORPY P ?

/B\IIB \Il*das./A U*AVdz > ‘/B\IIA U*dz| .

(45)

De modo que, seguindo [56], temos

/qzﬁQ\p*dx-/q/*ﬁwx
R 2
> ‘/\IJAB\I/*dm

— </ w&ﬁm*m) (/ @*ﬁ&qfdx). (46)

No lado direito de foi usada a propriedade

(AB)I = B'A" - BA Supondo, sem perda de
generalidad que (A) = (B) =0, temos
9 ~2 L2
o =(A) = [ A Wwdr (47)
e
) 2 L2
oy =(B)= [ B Vdz (48)

~1

8 Qualquer operador o pode ser reescrito em outro operador
~1 o~
cujo valor esperado é nulo. Basta simplesmente fazer O = O —

(6)/1\ Nesse caso, por construgio, (6/) =0.
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Entao,
(AB)(BA) = ’ / VABY*dx 2. (49)

Temos
(A%)(B) > (AB)(BA). (50)

Escrevendo (AB)(BA) em termos da soma simétrica

dada por (44), obtemos

- LAB-BAY (1)

(A%)(B") > {(AB + BA)) - |

Usando a propriedade |<./AX]§ - ﬁ@)f = f(<;&]§ —
BA))2, a expressio pode ser reescrita como

1 ,~an A~ 2

(<AB + BA>) + 1‘<AB —BA)|, (52)

—~
.
==
-~

»JM»—'

Definindo o anticomutador {A B} AB + BA, e
lembrando que [A,B] = AB — BA, substituindo as

expressoes . em ., obtemos

1, ~ ~.. 2 1~ &2
+ 1A, B) = ot (A, B)I
(53)

O segundo termo no lado direito da equagdo é
igual a expressao de Robertson e o primeiro termo no
lado direito pode ser reconhecido como a covariancia
oap = (1/2)({0A,6B}) = (1/2)({A,B}) — (A)(B) =
(1/2)({A,B}) entre os observaveis A e B (lembrando
que seus respectivos valores esperados sdo nulos por
hipétese) [57, B8]. No caso em que os valores esperados
dos observéveis A e B nio sao nulos, é facil mostrar que
basta inserir em a expressao completa para UABﬂ
Nesse sentido, pode-se entender que a Incerteza de Hei-
senberg é um caso especial de Incerteza de Schrodinger,
no qual nao se leva em conta a covariancia entre as duas
observaveis.

Por fim, é importante notar que o primeiro termo do
lado direito da equacgao é estritamente positivo (li-
mite inferior), e isso, por si s6, j é suficiente para provar
a relagdo de incerteza conhecida quando os operadores
envolvidos ndo comutam (quantidade positiva bem como
na equagao (53) — o primeiro termo s6 pode aumentar
a contribui¢do do segundo termo). Como a propriedade
importante é, se o produto de AxAp der um ntmero
positivo, diferente de zero, temos o que precisamos: se a
precisao no conhecimento de um aumenta, a precisao do
outro deve diminuir, e vice-versa.

1 ~ ~..2
Aok = (A BY)

9 A variancia o2 % nada mais é do que um caso particular da co-
Varlanma podendo ser entendida como a covaridncia do observavel
A con51go mesmo. Basta fazer 6% = o4 = (1/2)({6A 6A})

(0R”) = (&%) — (A",
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5. Segundo Nivel do Principio da
Incerteza: Fenomenologia

Na Teoria Quantica o processo de medi¢do esta di-
retamente associado ao colapso da fungdo de onda
(Apéndice A). Se, por exemplo, sabemos que uma
particula passou por uma fenda entao, naquele instante,
o pacote de ondas deve ter colapsado para o tamanho
da fenda e, portanto, de acordo com a transformada de
Fourier, a distribui¢do do momentum nao podera ser re-
presentada por um tnico valor (devendo ser, entdo, uma
distribuicao de valores). Entretanto, propomos que nesta
secao o estudo dos experimentos propostos por Werner
Heisenberg permaneca apenas a nivel fenomenoldgico,
de modo que algumas das possiveis interpretagoes de
tais fend6menos subatémicos serao discutidas no proximo
nivel.

5.1. O Microscépio de raios Gamma

No artigo de 1927 o primeiro argumento utilizado para
justificar o Principio da Incerteza também é o primeiro
experimento mental proposto por Heisenberg, que ficou
conhecido como o Experimento do Microscépio. Nessa
andlise fenomenolédgica, Heisenberg discute a possibili-
dade de determinar a posi¢do de um elétron utilizando
um microscépio [1].

Por exemplo, vamos iluminar o elétron e
observa-lo ao microscépio. Entao, a maior
precisao alcangdvel na medi¢do da posicao é
governada pelo comprimento de onda da luz.
No entanto, em principio, pode-se construir,
digamos, um microscoépio de raios gama e,
com ele, realizar a determinacao da posicao
com a precisdo desejada. Nesta medigao, ha
um recurso importante, o efeito Compton.
Toda observacdo de luz espalhada prove-
niente do elétron pressupée um efeito fo-
toelétrico (no olho, um no plano fotografico,
na fotocélula) e, portanto, também pode
ser interpretada de forma que um quantum
de luz atinge o elétron, é refletido ou es-
palhado, e entdo, mais uma vez dobrado
pela lente do microscépio, produz o efeito
fotoelétrico. No instante em que as posigoes
sdo determinadas — portanto, no momento
em que o féton é espalhado pelo elétron —
o elétron sofre uma mudanca descontinua
no momento. Essa mudanca é tanto maior
quanto menor for o comprimento de onda
da luz empregada — ou seja, mais exata serd
a determinacado da posi¢ado. No instante em
que a posicao do elétron é conhecida, seu
momento, portanto, pode ser conhecido em
magnitudes que correspondem a essa mu-
danca descontinua. Assim, quanto mais pre-
cisamente a posi¢ao é determinada, menos
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precisamente o momento é conhecido e vice-
versa. Nesta circunstancia, vemos uma inter-
pretacao fisica direta da equagdo pq — gp =
—ih. Seja ¢ a precisdo com a qual o valor g
é conhecido (¢ é, digamos, o erro médio de
q), portanto aqui o comprimento de onda da
luz. Seja p; a precisdo com a qual o valor
p é determinavel; isto é, aqui, a mudanca
descontinua de p no efeito Compton. Entao,
de acordo com as leis elementares do efeito
Compton, p; e g1 estdo na relagdo p1q; ~ h
(1983, p. 64, traducao livre) [I].

Uma simplificagdo corrigida do experimento de Hei-
senberg é proposta por [I8] e estd representada na
Figura[I]

Suponhamos que um feixe de fétons de raios gamma
estd inicialmente ao longo do eixo da lente do mi-
croscopio. Supondo que a lente possui um didmetro D,
a resolugdo angular 66 pode ser descrita como

A
00 =~ D (54)
Tomando F' como a distancia focal da lente, temos que
0 objeto estd a uma distancia dq descrita por

AF

O féton originalmente possui um momentum p., que,
apos ser elasticamente espalhado pela lente, adquire um
componente transversal no intervalo compreendido entre
—p, € +p,. Além disso, para angulos pequenos, temos
que

seng ~ tan ¢ = % (56)

Dessa forma, a incerteza no componente transversal
do momentum do f6ton sera

D hD
by = <F> by = BVl (57)

>|[< 8

D

3q

£7

raio-y

Figura 1: Representacdo esquematizada do microscépio de raios
gamma.
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e pela conservagdo do momentum, a incerteza do mo-
mentum do elétron torna-se

hD
op ~ —
Y (58)
De modo que, multiplicando as equagoes (55) e (58)),

temos a relagdo de incerteza de Heisenberg

0qdp ~ h (59)

5.2. Um elétron passando por uma fenda

Outro experimento mental a qual Heisenberg faz re-
feréncia ao longo do texto de 1927 é o de um elétron
atravessando uma fenda. O fendmeno consiste em fazer
com que um elétron atravesse uma pequena abertura,
seja ela um orificio ou uma fenda, de maneira que a onda
associada ao movimento do elétron sofrerd o efeito de
difracao, resultando na alteracao de sua trajetéria. Dessa
forma, a partir do momento em que o elétron atravessa a
fenda, torna-se impossivel prever exatamente o local em
que o mesmo serd detectado na chapa fotografica [59].

“Esta deflexdo deve ser de pelo menos a
mesma ordem de magnitude que o alar-
gamento natural do feixe provocado pela
difracao pelas fendas, se qualquer medigao
for possivel. O dngulo de difracdo é aproxi-
madamente A/d se A denota o comprimento
de onda de Broglie; portanto, \/d ~ FE1t1dp,
ou como A\ = h/p, Eit; ~ h” (1983, p. 67,
traducdo livre) [I].

Para calcular a incerteza associada ao experimento é
preciso ter em vista que, antes de atravessar o diafragma,
o estado de movimento da particula pode ser represen-
tado por uma série de ondas planas de comprimento de
onda A, e seu momentum p é associado a A segundo a
relacao de de Broglie:

pP= By (60)

Entretanto, apds a passagem pelo orificio, a onda
associada ao movimento da particula sofre o efeito de
difracdo e, além disso, é possivel interpretar que a
particula adquire um momentum em sua componente
paralela & extensdo da fenda (p,). Tendo em vista que
o padrao de distribuicao gerado na chapa fotografica
por um conjunto de particulas incidindo sucessivamente
por uma fenda é muito semelhante a um padrdo de
interferéncia, tal padrao pode ser determinado por meio
de uma descricao ondulatéria. Quando se incide luz
coerente, a franja de maximo central concentra quase
toda a energia luminosa, de modo que podemos consi-
derar analogamente que a probabilidade de detecgao da
particula se concentra quase que totalmente nessa regiao.
Para determinar a largura dessa regiao basta calcular a
posicao da primeira franja de minimo, dada pela equacao

(61) [60]:
arcsen(f) = A (61)
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em que a é a largura da fenda e 6 é a posicao angular do
minimo. Expandindo a fun¢ao sen() em séries de Taylor
podemos considerar sen(f) a2 6. Usando tal aproximacao

na equagao obtemos

0 ~ A (62)
a

A incerteza associada ao momentum adquirido pela
particula Ap estd, também, associada a largura do
méaximo central, de modo que quanto maior for o
momentum p adquirido, maior serd o desvio da sua
trajetéria e, portanto, mais proxima as extremidades
dessa regido a particula sera detectada. Dessa forma, a
incerteza Ap corresponde ao maior valor que pode ser
adquirido por p em sua componente p,. Relacionando
o médulo de ambos os vetores através de uma andlise

trigonométrica, temos

Py
senf = —= 63
) (63)

de modo que

py ~ Op (64)

e podemos descrever Ap como

Ap = pymaz = Op (65)
substituindo as equacdes e na equagao :
h
Ap ~ — 66
P (66)

Além da incerteza no momentum, existe também
uma incerteza Aq na medida da posi¢do da particula
no instante em que atravessa a fenda. Sabemos que a
particula passa pela fenda, mas ndo sabemos em que
ponto exato da extensdo da fenda ela esta localizada. J&
que os limites em que é possivel encontrar a particula
correspondem ao espago no interior da fenda, podemos
definir Ag como sendo a proépria largura a da fenda, de
modo que

h
Ap~ 5 (67)

Reorganizando a expressao ((67)), obtemos a equagao
nos mostra que as incertezas associadas estao de acordo
com a relagdo de indeterminacao.

ApAg ~h (68)
6. Terceiro Nivel do Principio da
Incerteza: Interpretacoes do Principio

da Incerteza para as Variaveis Posicao
e Momentum

O terceiro nivel, que diz respeito interpretacdo de uma
teoria ou conceito fisico, estd sempre na fronteira entre
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a Fisica e a Filosofia. possivel que, em cursos de gra-
duacdo, possa-se evitar o terceiro nivel, quando o foco da
disciplina estd mais voltado para o desenvolvimento do
dominio do formalismo matematico. Entretanto, cursos
voltados a abordagens histéricas e conceituais podem ser
mais favoraveis a sua incorporagdo de maneira integral
a teoria, tal como Pessoa Jr. [34].

Apresentamos aqui quatro interpretacoes que a litera-
tura aponta para o Principio da Incerteza, que podem
ser discutidas por professores que tenham interesse em
trazer a dimensao interpretativa da Teoria para o ensino.
Por outro lado, aqueles e aquelas que perceberem nessa
se¢do aspectos que fujam do escopo da Fisica podem
optar por nao a utilizar.

Depois de mais de 90 anos da primeira apresentacio
do Principio da Incerteza de Heisenberg uma ampla lite-
ratura foi desenvolvida com o objetivo de abordar seus
diferentes significados e implicagdes [61]. Ao longo desta
se¢do, iremos seguir a discussao e classificagdo proposta
por Jijnasu [23]. Rigorosamente, as interpretagdes utili-
zadas para a incerteza nas variaveis posicao e momentum
podem ser divididas entre versoes oOnticas e versoes
epistémicas. As versoes do tipo Onticas sdo aquelas que
propbe que a incerteza é uma caracteristica inerente
da matéria, independentemente de qualquer medida,
enquanto as versoes do tipo epistémicas propdem que
a incerteza é uma caracteristica do procedimento de
medida, embora, ainda assim, ndo possa ser evitada.
Cabe destacar que a formulacdo original de Heisenberg
mistura ambas concepgoes. Ao longo do artigo de 1927,
na apresentacao do experimento do microscopio de raios-
gama e durante a derivacao do Principio da Incerteza
utilizando o formalismo de Dirac-Jordan, Heisenberg
assume uma postura epistémica — atando as incertezas
a medicdo. Entretanto, ao final do artigo, Heisenberg
assume uma inclinagdo positivista e interpreta todos
os resultados como se a indeterminacdo fosse uma
caracteristica intrinseca da matéria.

Definimos como perspectiva Ontica aquilo que Jij-
nasu [23] chama de perspectiva “incerteza intrinseca” (e
designa pela letra grega A). A visdo de uma “realidade
néo definida” foi posteriormente recuperada por Heisen-
berg [60] com o conceito de potencialidade, que, por sua
vez, deu origem a Fisica Aristotélicalﬂ Além disso, em
1935 Popper [63] discutiu o fato de que as relagoes de
Heisenberg poderiam ser interpretadas estatisticamente,
isto é, o Principio da Incerteza nao trataria de even-
tos singulares, mas de dispersdes de conjuntos. Nesta
concepgao, nao podemos falar de qualquer limitacgao
da precisdo em uma tnica medi¢do. Em principio, po-
deriamos medir a posi¢do e 0 momentum com qualquer
precisao arbitraria. O que ndo podemos fazer é preparar
um conjunto tdo nitidamente definido em posicdo e
momentum quanto desejamos. Tal visdo também foi

10 Este conceito também foi proposto recentemente por Busch
e Jaeger [62] no Ambito das Medidas de Operador Positivo
(valorizado) (POMs).
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endossada por interpretagoes mais contemporaneas da
Mecanica Quantica [55] e pode ser considerada, também,
como uma perspectiva Ontica, uma vez que reconhece
as relagoes de indeterminacdo como uma caracteristica
natural da matéria (independentemente das medidas),
e difere do primeiro caso, porém, por nao considerar
que elas possam ser aplicadas a uma unica medicdo.
Jijnasu [23] a chama de perspectiva “estatistica” (e ele a
designa pela letra grega o). Os adeptos da interpretaciao
da indeterminacao intrinseca entendem que a “inter-
pretagao do conjunto” apenas descreve como a realidade
“nao afiada” pode se manifestar nas medic¢oes, sendo a
manifestacdo pragmética da incerteza intrinseca [64].

Além disso, a interpretacdo estatistica ndo impoe
qualquer restrigao de precisdo ou exatidao em medicoes
simultaneas. No entanto, os experimentos mentais de
Heisenberg indicam que algum tipo de restricao pode
acontecer (embora o formalismo que ele desenvolveu nao
tenha sido capaz de demonstrar isso). Motivados por esse
problema, muitos estudos tém sido desenvolvidos a fim
de determinar a restricdo em medidas simultaneas — que
sdo classificadas como versoes epistémicas. Jijnasu [23]
divide essas versoes em dois grupos: o primeiro trata da
relagdo entre a precisao de uma medida e a perturbacao
que essa medida causa na variavel conjugada, como faz
Heisenberg no caso do microscépio de raios gama [59].
Nesse caso, o momentum do elétron nao foi medido —
apenas a posicao foi medida — e sobre o momentum
foi apenas inferida sua faixa de possivel perturbacao.
Jijnasu [23] chama essa perspectiva de incerteza de
distirbio de erro (e ele a designa por e—n), sendo possivel
encontrar muitas criticas  versdo perturbagao [30} GO}E
Ademais, em vez de relacionar o resultado de uma
unica medi¢ao com o disturbio que ela causa, também é
possivel realizar uma segunda medicdo para determinar
o momentum do elétron. Nesse caso, também é possivel
provar que as incertezas entre o erro de posi¢do e o
erro de momentum obedecem a uma relacao de incer-
teza [, [6IH63], Jijnasu [23] denomina tal perspectiva de
incerteza como erro-erro (e ele a designa por € — ¢).

As quatro versdes do Principio da Incer-
teza/Indeterminagdo (duas énticas e duas epistémicas)
estdao resumidas abaixo na Tabela [1

7. Consideracoes Finais

Cabe ressaltar que, embora percebamos que a distingao
entre as diferentes categorias de um conceito pode ser
considerada uma maneira simplista de apresentar a
Fisica, tendo em vista que tais aspectos nao sao desen-
volvidos de maneira isolada, identificamos, também, seu

11 Recentemente, Ozawa [65} 66], desafiou a apresentacio original
de Heisenberg do Principio da Incerteza, introduzindo “uma
generalizacdo da relacdo de Heisenberg comprovada como véalida
para medigoes arbitrarias é proposta e revela dois tipos distintos de
possiveis violacGes da relagdo de Heisenberg”. No entanto, Busch,
Lahti & Werner [67] mostraram que a relacdo de Ozawa néo era
universalmente valida.
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Tabela 1: Interpretacdes do Principio da Incerteza.

Interpretacdes do Principio da Incerteza

Versao Principais Aspectos

Refere-se a uma

(A) indeterminagao intrinseca na
estrutura da matéria. Quando
o momentum de uma
particula é conhecido, suas
coordenadas ndo tém
significado fisico. A discussao
de Heisenberg no inicio de
1927 sobre a descontinuidade
e a impossibilidade de
determinar a velocidade é um
exemplo dessa abordagem.

Onticas Intrinseca

Estatistica As indeterminagoes nao se
(o) referem a um vnico quantum,
mas a um conjunto. A
indeterminacao deve ser
entendida como uma

divergéncia estatistica.

Erro-
perturbagao
(e—=m)

Epistémicas No caso do microscépio de
raios gama, a posicao é
realmente medida e g1 é o erro
de medicao, p, entretanto, nao
é medido e, portanto, p; é a
perturbacdo maxima do
sistema.

Erro-erro

(e—¢)

Refere-se a medigdo real da
posi¢do (e seu erro) e
momentum (e seu erro). Nesse
caso, duas medigoes sdo

realizadas concretamente.

valor didatico, pois, sabendo do nivel de abstragdo do
Principio da Incerteza, entendemos que estudar cada as-
pecto isoladamente pode ajudar os estudantes a entender
melhor o conceito.

Nesse contexto, tendo em vista o papel central do
livro didatico na formacado de cientistas e professores
de ciéncias, o presente trabalho pode ser compreen-
dido como uma ferramenta de apoio para o Ensino de
Fisica, uma vez que os livros didaticos ndo costumam
distinguir entre as diferentes interpretacoes do Principio
da Incerteza e, geralmente, apresentam apenas algumas
das possiveis formas de demonstra¢do do mesmo. Sendo
assim, como material complementar, o presente trabalho
pode enriquecer o estudo do conceito e ajudar em sua
compreensao.

Como po6de ser percebido, existem varias formas de
demonstrar o Principio da Incerteza e investir mais
tempo na deducdo, ao invés de fornecer os alunos as
férmulas prontas, pode contribuir para que os estudantes
adquiram mais familiaridade com as equagOes e possam
desenvolver seu raciocinio matemético. Além disso co-
nexao do Principio da Incerteza com sua fenomenologia
pode tornar a compreensao, tendo em vista a aplicacao
do conceito, mais nitida, além de ressaltar a importancia
da experimentacao, mesmo que mental, em uma teoria
Fisica. Demonstrar a pluralidade interna do Principio da
Incerteza implica em demonstrar, também, a riqueza da
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Diferentes proposi¢oes do principio da incerteza para posi¢do e momentum

Teoria Quantica e contribui para passar aos estudantes
uma no¢ao de sua grande complexidade. Ademais, muito
se discute sobre abordagens de Fisica Moderna na
Ensino Médio, mas s6 podemos falar em ensinar Fisica
Quéntica na educacdo bésica se discutirmos, primeiro, a
formacao de professores.

Uma possivel maneira de trabalhar o presente material
é através de uma abordagem didatica que, complementar
ao estudo do livro, permita dividir os alunos segundo
qual das trés diferentes categorias mais se identifiquem.
Tal abordagem, apesar de possuir suas limitacoes, res-
peitaria a pluralidade existente em sala de aula, a
diversidade dos alunos, e permitiria, assim, atingir mais
estudantes e em niveis de abstragdo mais profundos.

Material Suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice A: Postulados da Mecanica Quantica
Apéndice B: Conceitos da Teoria Estatistica

Apéndice C: Desigualdade de Cauchy-Schwarz
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