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O presente estudo aborda a histéria do desenvolvimento da teoria musical sob um olhar fisico e matemaético das
propriedades do som por meio do software Spectrum Lab. O programa de andlise espectral de livre acesso é uma
ferramenta a qual permite a visualizagdo da formacéo das sequéncias harmonicas e dos harmonicos que compéem
um sinal sonoro. O trabalho propde o uso dessa ferramenta no ensino de Musica e Fisica para a verificacdo da
formagao de séries harménicas produzidas por cordas vibrantes, partindo da investigagdo teérica das fungoes
periddicas, da série de Fourier e da formacgdo de harmdnicos pelo nicleo de Fejér.

Palavras-chave: Andlise Espectral, Séries Harmonicas, Cordas Vibrantes, Série de Fourier, Nicleo de Fejér,
Masica, Fisica.

The present study deals with the history of the development of musical theory from a physical and mathmatical
perspective of the sound’s properties using the software Spectrum Lab. The free spectral analysis’s software is a
tool that allows the view of harmonic sequences and the harmonics that compose a sonorous signal. The study
proposes the use of this tool in the Physics and Music teaching to verify the formation of harmonic series produced
by vibrating strings, based on the investigation of periodic functions, Fourier’s series and the harmonic formation
by Fejér’s kernel.
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Music: a mathematical physical study about the sound athwart the Fourier series and the Fejér’s kernel

Physics.

1. Introducao

A musica é sem duvidas uma das formas mais instigantes
do ser humano expressar sua historia, seus sentimentos
e emocgoes. Um exemplo disso sdo os modos gregos, uma
formatagdo na organizagao dos sons em setes escalas
realizada na Grécia Antiga, em que se destacou dois tipos
de modos, o chamado Jonio e o Edlio, que atualmente
se referem as escalas maiores e menores respectivamente.
A diferenca entre esses dois modos estd na sensacio cau-
sada ao serem entoados: o Jonio possui uma sonoridade
alegre, de mais euforia, enquanto que o Edlio passa uma
sensagao introspectiva e de tristeza. Como citado por
David B. Monro em sua obra The Modes of Ancient
Greek Music [1]:

Na Grécia antiga, haviam certos tipos ou
formas de musica, as quais eram conhecidas
por nomes de nagdes ou tribos (Déricos,
Jonios, Frigios, Lidios etc.), cada uma dessas
era acreditada ser capaz ndo somente de ex-
pressar emocoes particulares, mas de agirem
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sobre a sensibilidade de tal maneira a exer-
cer uma influéncia poderosa e especifica na
formagao do carater. Consequentemente, a
escolha dentre essa variedade de formas mu-
sicais daquelas que deveriam ser admitidas
na educagao do estado era questao da mais
séria preocupacao. (MONRO, 2012, p. 20).

A Fisica unida com a teoria musical explica os feno-
menos da natureza do som e de como tal é emitido em
diferentes instrumentos. A forma com que é escolhida
uma escala (ou o modo musical) influencia na construcao
das séries harménicas (sequéncia de frequéncias com-
posta por uma fundamental e suas multiplas inteiras)
em um instrumento de corda ou de sopro, ou ainda
como a superposi¢do de ondas é capaz de transmitir
um sentimento por meio da musica, o que ja era uma
preocupagao de estudo dos gregos a 500 a.C. De uma
forma muito bem definida pelo escritor inglés Aldous
Leonard Huxley em sua obra Muisica na noite & outros
ensaios [2):

Depois do siléncio, aquilo que mais se apro-
xima de exprimir o inexprimivel é a miisica.
E, de modo significativo, o siléncio é parte
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integral de toda boa misica. [...] Numa mo-
dalidade diferente, em outro plano de exis-
téncia, a musica é o equivalente de algumas
das mais significativas e mais inexpressivas
experiéncias do homem. Por uma misteriosa
analogia, ela evoca na mente do ouvinte por
vezes o fantasma dessas experiéncias e por
vezes até mesmo as proprias experiéncias em
sua plena forga vital — é uma questdao de
intensidade. (HUXLEY, 1975, p. 13).

Um notavel estudo das propriedades do som se deu
com Pitdgoras [3] por volta do século VI a.C. O filésofo,
por meio de um monocérdio (instrumento de apenas uma
corda tensionada sob uma caixa actustica), o fez vibrar
em diferentes fragées do comprimento da corda. Notou
que quando se dividia a corda em duas partes, fazendo
vibrar apenas uma, o som produzido era muito parecido
com o primeiro s6 que mais agudo. Foi assim que
Pitdgoras formulou a lei das cordas vibrantes, também
conhecida por Miusica das Esferas, pois associava a cada
orbita planetaria um respectivo som, e tal lei baseava-se
em escrever as razdes entre os comprimentos da corda
do monocoérdio postos a vibrar.

Partindo da teoria ondulatéria, podemos configurar
a seguinte situacdo: tomando uma corda fixa em suas
extremidades e de comprimento L, fazendo-a vibrar de

modo a formar um harmodnico, seu comprimento L sera
v

em que v é a velocidade de propagacao da onda2£a
corda e A o comprimento de onda, neste caso definido
por A = 2L. Tomando agora metade da corda (vibrando
no segundo harmonico), ou seja, A = L, a frequéncia

A
igual a 5 € sua frequéncia fica definida como f; =

v
correspondente serd fo = —. A relagdo obtida entre

a razao das frequéncias é que fo = 2f;, ou seja, a
razao para o som emitido por metade da corda vibrando
em relagdo a toda a corda vibrando é igual a dois,
denominada na musica como intervalo de oitava (que
contém a fundamental e a respectiva com o dobro de
sua frequéncia).

Pitdgoras observou que as razoes formadas por nu-
meros inteiros menores soavam em consonancia com a
fundamental, e que quanto maior fosse essa razao de
nimeros inteiros, menos consonante soava a nota com
a fundamental. Na Tabela [T] sdo apresentadas as razoes
entre as frequéncias e temos que quando o Dol (C1) de
frequéncia f é tocado junto com o Mil (E1), ou com o
Fal (F1), ou com o Soll (G1) ou com o Lal (Al), um
som é formado e é agradavel, pois a razdo entre suas

Tabela 1: Razdes das frequéncias das notas de uma oitava em
relacdo a fundamental Dol (C1).

Cl DI E1I F1 Gl A1 Bl C2
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frequéncias é “pequena”. Entretanto, caso o Dol (C1)
seja tocado junto com o Rél (D1) ou com o Sil (B1),
o som formado serd dissonante (néo agradével), pois a
razao “é grande”.

1.1. Teoria Musical Ocidental: o Sistema
Temperado

O numero de frequéncias expressas por uma razao
numeérica, como abordado na Tabela|l} é vasta e compli-
cada para a construgdo de instrumentos musicais num
mesmo sistema. O que vimos é aplicado para cordas,
ja para tubos como em flautas, trompetes etc. seria um
outro sistema para representar e tabelar as frequéncias
das notas musicais. Houve entdo uma necessidade e
uma curiosidade dos compositores em trabalhar com
as notas que nao soam em consonancia num arranjo
melédico. No séc. XVII foi tomado como referéncia o
novo modelo de afinagdo denominado Sistema Tempe-
rado [4]. “Temperado” é uma palavra que vem do latim
temperare, que significa mistura correta, regular. Tal
sistema reduz a menor distdncia entre duas notas num
intervalo denominado semitom, em que a frequéncia de
uma nota a sua posterior é dada por um multiplo que
se aplica igualmente a todos esses semitons, ou seja, ha
um regulamento igual em toda a formacao das notas e
consequentemente das escalas musicais.

Dentro de uma oitava (representagio: [l [2]) hd doze
notas, logo, doze frequéncias, doze semitons. Se quere-
mos dar um temperamento igual, podemos imaginar a
seguinte distribuicdo num teclado de um piano: cada
tecla comportard um termo @, que representa a base
de uma poténcia, tal que a frequéncia de uma nota
serd dada pelo multiplo da frequéncia de sua anterior
por esse termo. Suponhamos que a frequéncia de Dol
(C1) assuma o valor arbitrario de ¢° = 1, a fim de
exemplificarmos a demonstragao ilustrada na Figura

Sabemos que a razao da frequéncia do Do (C) da
segunda oitava (fc2) com o Do (C) da primeira (fc1)
é igual a dois, ou seja:

12
fc @ (1)

é<p12:2<:><p:2117

Sendo assim, determinamos o valor da base de uma
poténcia a qual descreverd a funcao da frequéncia do
Sistema Temperado. O temperamento proporciona uma
distribuicao regular que pode ser aplicada a qualquer
instrumento musical, desde que se adote o semitom como
a menor distdncia entre duas notas, tal que a razao
da frequéncia de uma nota com a da sua anterior é
sempre igual a ¢, fato que ndo ocorre na escala justa (ou
também chamada de Escala Pitagoérica, advinda da lei
das cordas vibrantes). Portanto, a frequéncia de uma
nota qualquer pode ser dada multiplicando a frequéncia
de uma fundamental adotada pelo termo *, em que
k é o numero de semitons da fundamental até a nota
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Figura 1: Representacdo da distribuicdo do termo de poténcia
® num intervalo de uma oitava em um piano. (Fonte: Elaborada
pelos autores.).

que buscamos encontrar a frequéncia (fx), podendo ser
negativo, quando a nota estd abaixo da fundamental, e
positivo, quando a nota esta acima da fundamental. No
sistema ocidental adota-se a nota L4 (A4) de frequéncia
igual 440 Hz como fundamental, logo, podemos formali-
zar matematicamente uma igualdade para encontrarmos
as frequéncias de qualquer nota como:

fn(k)=440-272 YV k€ Z (2)

Ou seja, o sistema do temperamento igual se baseia
em uma curva exponencial (equagao ) Na Figura
foi adotado o La4d (A4) de 440 Hz como fundamental
(¢°) e a frequéncia para semitons acima e abaixo dela.
Por exemplo, a nota Fa5 (F5) dista oito semitons acima
do Lé4 (A4), logo sua frequéncia pode ser encontrada
utilizando a equacdo [2| e adotando k igual a + 8.

1.2. Séries de Fourier

Ao vibrarmos uma corda, por exemplo, criamos um
sinal sonoro o qual carrega uma informagio sobre as
caracteristicas da frequéncia entoada pela vibracao. Um
sinal sonoro nao representa apenas a frequéncia do som
que escutamos, mas sim uma série de outras frequéncias
que se formam juntamente com o sinal, denominadas
por harmoénicos. No entanto, percebemos com maior in-
tensidade a frequéncia a qual essa corda estéd tensionada
para emitir (o harménico fundamental), porém a reunido
dos demais harmoénicos, juntamente com a fundamental
é que caracteriza o som emitido e suas propriedades, ou
seja, a percepcao sonora se da em conjunto, nao é algo
tnico e um exemplo disso é o timbre, uma propriedade
do som a qual discutiremos mais a frente. Um sinal
sonoro € periddico, ou seja, se repete em intervalos de
tempos iguais, e isso se deve a frequéncia do sinal, que
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Figura 2: Relac3o entre a frequéncia de uma nota fy com o n°
de semitons k que dista em relacdo a fundamental L34 (A4) de
440 Hz.

estd diretamente relacionada com sua repeticao, logo,
podemos dizer que o som ¢ uma fungéo periédica [5].

Definicdo 1 (Fungoes Periddicas). Uma fungio f(t) €
dita ter periodo T ou ser periddica com periodo T se,
para todo t € Dy, vale que f(t +T) = f(t), em que
T eRY.

A fungao peridédica mais simples que existe é
f(t) =Asin(wt+ ) (3)

em que A, w e ¢ sdo constantes. Denominamos tal fungao
por harménico de amplitude |A|, frequéncia angular w e

fase inicial ¢, em que o periodo de cada harmonico é T' =

2w
—. A partir dessa formatacdo, podemos representar

infinitos sinais sonoros, modulando suas amplitudes,
frequéncias e fases. Podemos expandir essa representacao
utilizando polinémios trigonométricos [6], os quais nos
retornaram quais sdo as fungoes peridédicas relacionadas
aos harmonicos envolvidos na formacdo de um sinal
sonoro mais complexo por exemplo.

Defini¢ao 2 (Polinémios Trigonométricos Reais). Uma
funcio da forma

p(t) = % T Z a; cos (jt) + Z b; sin (jt),  (4)

em que a;, b; € R, é denominada polinomio trigonomé-
trico real.

Polinémios trigonométricos sdo periddicos de periodo
T = 27 satisfazendo a Definicdo 1. Isso levou o fisico e
matemadtico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768—
1830) a questionar: se uma fungdo é dita ser periddica,
tal pode ser expressa como um limite de polinémios
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trigonométricos? Para isso, Fourier [7] considerou a
funcao f(t) de periodo 27 a qual tem a seguinte expansiao

ag
=5 Z ap, cos (nt) + by, sin(nt)].  (5)

Integrando ambos lados da igualdade na equagéo (5)) no
intervalo [—7, 7], teremos

:T ft)dt = map. (6)

Agora, multiplicando ambos lados da equacéo por
cos (nt) e em seguida integrando o resultado no mesmo
intervalo, encontraremos que

i f(t) cos(nt)dt =7 ay,. (7)

Realizando o mesmo procedimento mas agora multi-
plicando ambos os lados da equacdo (5) por sin (nt),
obteremos

! f(t) sin (nt) dt = 7 by, (8)

—T

Finalmente, das equacgoes @, @ e temos que

1 us
o = p . f(t)
an, = 1 f(t) cos(nt)dt, VneZ" (9)
T —T
1 .
b, = — f(t) sin(nt)dt, ¥ n € N.
7T

—T

Portanto, os valores ag, a, € b, calculado pelas igual-
dades em @[) sdo denominados coeficientes de Fourier.
Sendo assim, a série de Fourier de f(t) é dada por

t) ~ % + Z ap cos (nt) + Z b, sin (nt).  (10)
n=1 n=1

Podemos reescrever a expressao (|10 considerando a
férmula de Euler (e = cost + i sint), logo:

i Cp et (11)

em que o termo ¢, é dado por
en = =(an —iby) (12)

Dizemos que a quantidade ™ da equacdo sS40 0s
harmonicos de f(t), enquanto que o termo ¢,, representa
a amplitude desses harmonicos. Perceba que até agora
definimos a série de Fourier utilizando o simbolo ~ ao
invés do de igualdade, e isso se deve ao fato de que
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mesmo considerando uma funcdo continua, a soma de
sua série pode nao convergir.

Se dizemos que um sinal sonoro pode ser descrito por
uma f(t) e que tal possui uma determinada frequéncia,
significa que o sinal se repete (é o mesmo) quando esse
valor é adicionado a um ponto ¢ € Djy. Além dessa
propriedade de periodicidade das ondas sonoras, tais
podem ser analisadas mais a fundo quando expandidas
por uma série. Essa percepcao é formatada pela série
de Fourier, que consiste em encontrar a partir da
expansao da funcdo que descreve um sinal sonoro as
demais frequéncias que compbem o sinal, porém com
amplitudes menores, e a esse conjunto denominamos
por Série Harmonica. Esse método matematico em suma
diz que um sinal ondulatério periédico, como é o caso
das ondas sonoras, pode ser decomposto em sinais de
onda mais simples, com amplitudes bem definidas. Para
que uma fungdo possa ser aproximada por uma série
de Fourier, ou seja, para que possamos trocar ~ por
uma igualdade, precisamos que certas condi¢bes exis-
tam, e tais sdo as seguintes denominadas condigoes de
Dirichlet [8]:

1. f(t) deve ser absolutamente integrdavel em T, isso
significa que a area entre f e a abscissa € finita, ou
seja

T
/ f@)dt =a, a €R;
0

2. f(t) deve ser de variagdo finita em 7', ou seja, o
nimero de maximos e minimos locais de f sao
finitos;

3. f(t) deve ter um nimero finito de descontinuidades
em qualquer intervalo limitado e as descontinuida-
des devem ser finitas;

Dadas as condi¢bes que tornam uma funcao valida
para ser aproximada por uma série de Fourier, segue o
teorema de Dirichlet:

Teorema 1 (Teorema de Dirichlet para séries de Fou-
rier). Seja uma uma fungdo f periddica com periodo T
que satisfaz as condicoes de Dirichlet, entdo ¥Vt € Dy,
temos que a série resultante quando substituimos t na
série de Fourier converge para f(t).

= .
Do @ = f(t) (13)

n=—oo

O Teorema 1 nos garante que seja uma funcdo f(¢)
continua num intervalo T = [—[,I] de periodicidade,
para todos os pontos t de continuidade, tal pode ser
desenvolvida por uma série de Fourier, e tal série con-
verge para a prépria f(t). Dado uma fungao que modela
um determinado harménico n de frequéncia angular

n = 27 fn = T, a seguinte configuragao da equacao
corresponde a forma trigonométrica da série de Fourier
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para um sinal sonoro:

F(t)—ﬁ—ki)( cos nt +Y, sin nat
2 T ! " !

(14)

Essa série ird decompor a curva f(t) incrementando a
essa uma parte cossenoide escalonada a ondas senoidais
de frequéncias iguais a multiplos inteiros de uma funda-
mental. Xy, X, e Y,,, os coeficientes de Fourier, podem
Ser expressos por:

1 l
Xo=7K1f<t>dt

X, = }/_ll £ (1) cos (”;”) dt (15)

1/ . [ nmt
Y, = 7/_lf(t)sm <l> dt

Novamente, utilizando a férmula de Euler, podemos
reescrever F(t) da equagio na forma complexa

F(ty= Y Z,e"T", Z,=""_"" (16)

Na representacdo do som usamos tal configuracgao
matematica para descrever os sinais advindos da vi-
bragdo de instrumentos e objetos em geral. Um pulso
sonoro é descrito graficamente por uma funcao a qual
é expandida por uma série de Fourier, haja vista a
periodicidade das fungoes que descrevem as ondas sono-
ras. Uma corda ao vibrar estd emitindo uma frequéncia
fundamental, a qual percebemos com maior intensidade,
e uma série de outras frequéncias, as denominadas
frequéncias harmonicas, com uma intensidade menor.
Podemos observar pela Figura[3]um exemplo do emprego
da expansao de um pulso sonoro em uma série de
Fourier.

2. O Spectrum Lab

O objetivo deste estudo é elucidar as questoes sobre
a formagdo do som dado pela vibracdo de uma corda
através do software Spectrum Lab, um programa de
acesso gratuito que nos permite analisar sinais sonoros
gravados em formato .wav. Para argumentar a formacao
das séries harmoénicas partimos de uma investigacao
fisica matemdatica sobre o som e da representacao das
ondas sonoras a fim de formalizar os conceitos para
a interpretacdo dos dados que obteremos com o soft-
ware. A justifica reside em fornecer uma fundamentacéao
tedrica acerca da natureza do som juntamente com
a histéria da musica e sua construcdo no Sistema
Temperado, base para a teoria musical em todo o
Ocidente.
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e (s)
f(t)=a+b+c

Figura 3: Aproximacdo de um sinal por uma série de Fourier,
a qual representa os sinais sonoros (harménicos a, b e c) que
compdem o pulso f(t). Em f = 0 temos o plano que representa
o sinal sonoro f(t), e em ¢t = 0 temos o plano que representa a
amplitude de cada harmdnico correspondente da série (perceba
que quanto maior o harmdnico, menor é sua intensidade).
(Fonte: Elaborada pelos autores.).

O estudo da natureza ondulatéria do som geralmente
se distancia da parte tedrica advinda da musica e de
sua construgao, o que acaba desviando o entendimento
do por que certas igualdades sdo satisfeitas como o
caso da apresentada na equagao . O entendimento
de que todo o sistema musical ocidental se baseia em
uma curva exponencial é de fundamental importancia
para o entendimento da formagao de séries harmonicas
em diversos instrumentos musicais, em especial os de
cordas. O Spectrum Lab permite a unido entre a parte
tedrica na descricio do som juntamente com a parte
pratica proveniente da musica. O uso desse programa
permite esclarecer e visualizar os fenémenos sonoros
de forma didatica e clara, evidenciando a beleza da
interdisciplinaridade entre Fisica e Misica.

Para elucidar as questoes apresentadas, utilizando o
software, obteremos o espectro das frequéncias que se
formam quando uma corda oscila. Usaremos neste es-
tudo um audio .wav da nota Do4 (C4) de um piano. Exe-
cutando o programa seguiremos o seguinte caminho: File
— Audio File € Stream Analysis — Analyse audio file
(without DSP). Uma janela se abrird e selecionaremos
0 arquivo a ser analisado. O documento serd analisado
automaticamente, gerando uma informacdo na janela
espectral (janela principal) e apés, terminado o processo,
seguiremos em: Quick Settings — For Musicians —
Logarithmic display with Musical Note Frequencies e
com isso, logo acima do Spectrum Graph aparecerao as
notas musicais. Sendo assim fica visivel quais frequéncias
compdem o som em andlise e suas linhas espectrais (seus
harmonicos). A Figura |4 mostra a janela de anédlise do
programa para os dezessete primeiros harménicos que
compdem a série harménica do Do4 (C4) do dudio que
foi utilizado.
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Figura 4: Janela de andlise do Spectrum Lab a qual mostra a série harménica do Do4 (C4) de f = 261 Hz para seus primeiros
dezessete harmdnicos. A janela inferior corresponde ao espectrograma das frequéncias harmonicas: quanto mais claro as faixas
espectrais sdo, mais intenso é som relacionado a elas. No topo, a variacdo dos valores de frequéncia (segundo equacio ) e na

direita, variacdo na intensidade dos harménicos (escala em decibéis).
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Figura 5: (a) Diagrama de espectro de amplitude (funcio da equacdo (22))) para £ (t) com n = 1 e (b) derivada de |Z,| (w) da

curva em (a). (Fonte: Elaborada pelos autores.).

3. Anailise das Fungoes Harmonicas pela
Série de Fourier

A partir do espectro que obtivemos pelo software, é
possivel visualizar que a intensidade dos harmonicos di-
minui com o aumento da frequéncia desses, ou seja, suas
amplitudes diminuem. Podemos representar o termo Z,,
da série de Fourier na forma complexa (equagio )
através de um diagrama de amplitudes, conhecido como
Espectro de Amplitudes [9], e para isso precisamos
extrair o valor absoluto de Z,,, ou seja, seu mddulo.
Tomemos por exemplo que um sinal sonoro de uma nota
qualquer pode ser aproximado pela fungao periddica da
equacao com fase inicial ¢ = 0, amplitude A e
frequéncia angular w quaisquer:

£ (t) = Asin (wt) (17)

Calculando a série de Fourier em sua forma trigono-
métrica para f(t) = £ (t) [10], obtemos

 2Asin (wr) —
D

n=1

F(t) = (18)

W2 —n2

[
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Reescrevendo a equagdo (|18)) na forma exponencial:

F(t):MSi%(wW)Z (,1)71%...

n=1

e agora tomando somente a parte com termos expo-
nenciais maiores que zero (haja vista que a andlise
de frequéncias harmonicas se dd para aquelas que séo

positivas), obtemos
enit
— ). 2
()] @
n=1

Comparando a equagdo (20) com equagdo (|16]), che-
gamos a conclusao que o termo Z,, desse caso particular
vale

(-1)"n

w? —n?

_ 2Asin (wr) {

(=1)" - A-n-sin(wr)

Z =
" im(w? —n?)

(21)
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Tomando o seu valor absoluto concluimos que | Z,| é uma
fungdo de w (|Z,| = |Zx| (w)) dada por
A-n | sin(wm)

W —n?)|’

Portanto, o gréfico de |Z,| x w resultard no diagrama
de espectro de amplitude. Isso se deve ao fato de que
o termo Z, na equagao representa a amplitude
como uma funcdo das frequéncias harmonicas geradas
por um sinal sonoro descrito em sua expansido numa
série de Fourier. A Figura (a) representa um exemplo de
diagrama de espectro de amplitude para um sinal do tipo
() comn=1e A= 10u.a. (unidades de amplitude).

Na Figura[5|(b) temos a funcdo derivada da curva des-
crita no grafico da Figura a). As frequéncias da série
harménica correspondem aos pontos de méaximo de | Z,],
ou seja, somente quando a derivada da equagao é
igual a zero e concomitantemente quando a sua segunda
derivada é menor do que zero é que teremos um ponto o
qual representa a amplitude de um harmoénico. Portanto
existem duas condigoes (equagoes e ) que fazem
uma frequéncia pertencer ou nao a série harmonica em
estudo, tais que quando obtemos o diagrama de espectro
de amplitude e tomamos o valor absoluto de Z,, em
fun¢do de w, para acharmos os pontos representantes
das intensidades dos harmoénicos, as seguintes relagoes
devem ser satisfeitas:

|Z0] (w) = o (22)

d|Z,|
Sk 2
o =0 (23)
d?|Z,|

24
7z <0 (24)

4. Espectro de Amplitudes e os Ntcleos
de Dirichlet e Fejér

Podemos relacionar o que encontramos no espectro de
amplitudes com os nicleos de Dirichlet e Fejér [1I]. Tais
definigbes em suma teorizam que a série de Fourier con-
verge para a propria f(t) em estudo devido a distribuicao
dos harmoénicos que compoem a série.

Definicdo 3 (Nucleo de Dirichlet). Seja f(t) uma fun-
¢do periodica de periodo T = 2I, VI € R e continua
nesse intervalo, definimos o nicleo de Dirichlet de f
como o polinémio trigonométrico escrito na forma

1 & em
Dnlt) = 5 > et (25)
k=—n

A convolugido de ® com qualquer fungido f que satisfaga
as condicdes de Dirichlet implica na aproximagao da
série de Fourier de f. Como tal série converge para
f(t) segundo o teorema de Dirichlet, entdo tal é dita
ser somavel em Cesaro [12].
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Definigdo 4 (Soma de Cesaro). Seja a,, uma sequéncia
e S a k-ésima soma parcial dessa sequéncia. Dizemos
que a, € somdvel no sentido de Cesdaro se o sequinte
limite existir e for igual a .

100
lim | — Wl = 26
%120<n2> a (26)

Sendo assim, podemos fazer um paralelo a série de
Fourier, a qual é somével no sentido de Cesaro, pois
nesse caso o « da definigéo é a prépria f(t). Vamos agora
definir o nticleo de Fejér [13], um nicleo composto por
uma familia de fung¢bes periddicas e integraveis utilizado
para expressar a consequéncia da soma de Cesaro na
série de Fourier.

Definigao 5 (Nucleo de Fejér). Seja f(t) uma fungio
periodica de periodo T = 21, VI € R que satisfaz as
condigoes de Dirichlet, definimos o nicleo de Fejér por

Bnlt) =55 [Z ( G l)] (27)

k=—n

em que Yy p_ ¢t ¢ 0 miicleo de Dirichlet (D,(t)). De
forma fechada, definimos F,(t) como

5alt) =3 [t (28)

Teorema 2 (Teorema de Fejér). Seja f: R — C uma
funcdo continua de periodo T = 2l, Y1 € R, entdo a
sequéncia o, da soma de Cesaro significa a sequéncia Sy
de somas parciais da série de Fourier de f, que converge
uniformemente para f em [—1, l]. Temos entdo

k=—n
1
on(z) = 2% lf(x t)En(t)dt, (30)
logo seque que
Jim (@ f)) = ) (31)

Sendo assim, a partir do teorema de Dirichlet (Teorema
1), provamos que a série de Fourier converge para a
prépria funcdo em andlise desde que tal satisfaca as
condi¢oes de Dirichlet, e isso se deve ao fato de que
as somas parciais da série, ou seja, os harmoénicos da
funcdo, convergem uniformemente para a funcdo devido
ao teorema de Fejér. Em resumo, o nucleo de Fejér
nos retorna os valores dos harmoénicos presentes em
uma série de Fourier e suas intensidades, assim como o
espectro de amplitudes, porém, nesse momento, estamos
generalizando o comportamento dos harmonicos para
um conjunto de fungdes que, primeiramente, satisfazem
as condigoes de Dirichlet, e que modelam um sinal sonoro
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Figura 6: Nicleo de Fejér (§5(w)) para n = 5 (cinco harmé-
nicos) numa escala linear e abaixo o mesmo niicleo porém em
decibéis (escala log 10). (Fonte: Elaborada pelos autores.).

mais geral. Antes expandiamos uma f(¢) numa série
de Fourier e extraiamos o médulo do termo referente a
amplitude na notagdo complexa da série (equagdo )
para encontrar os harmoénicos presentes no espectro de
amplitudes, agora podemos determinar a presenca desses
harmonicos partindo de uma anélise do porque a série
de Fourier converge para a prépria f(¢) no seu intervalo
de periodicidade.

Os gréficos da Figura [0] representam os nicleos de
Fejér para uma funcdo arbitréria (equagio ) que
modela um sinal sonoro, o qual buscamos encontrar o
espectro de amplitudes referentes a intensidade sonora
do sinal. Define-se o nicleo de Fejér de tal fungdo como

ale) = 3 | Tt (32)

n | 1—cos(w)
em que w € a frequéncia angular do sinal sonoro.

Portanto, mesmo realizando uma anélise mais abran-
gente do que a de espectro de amplitudes, podemos
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Misica: um estudo fisico matemético sobre o som através da série de Fourier e do nicleo de Fejér

415,20 815,70 2489,00 +f(Hz)

1567,98

8
+A(dB)

Piano

Flauta

Figura 7: Janela de andlise do Spectrum Lab: no retangulo
vermelho temos a série harménica de L44 (A4) numa flauta p3 e
no retangulo azul a série harmonica da mesma frequéncia sé que
num piano. Perceba que na flauta apenas os harménicos impares
se formam com maior intensidade, enquanto que no piano todos
os harmdnicos mdltiplos da fundamental se formam.

perceber que um sinal sonoro sempre reduzira sua am-
plitude de harmoénicos conforme aumenta-se o ntimero
desses. Essa é a caracteristica que faz com que tenhamos
a percepcao de escutar apenas uma unica frequéncia
quando tocamos a nota de um piano por exemplo, pois
a amplitude da fundamental (nota que foi tocada) serd
sempre maior (as vezes muito maior) que a amplitude
dos harmoénicos que a formam. Possivelmente essas
amplitudes harmoénicas possam estar abaixo do limiar
da audi¢do humana, fazendo com que nossos timpanos
nao as captem.

Uma outra propriedade sonora que deriva dessa ana-
lise é o timbre: caracteristica do som que permite dis-
tinguirmos fontes sonoras (instrumentos) as quais estao
entoando uma mesma frequéncia. Ao ouvirmos uma nota
X em um piano e em um violino ao mesmo tempo,
sabemos sem vé-los que sdo instrumentos diferentes, e
essa percepcao se da pela diferenca entre seus timbres.
Dependendo da anatomia do instrumento musical, a
formacdo de seus harmonicos difere da de outro ins-
trumento, por exemplo, uma flauta de pa possui uma
extremidade aberta e outra fechada, o que propicia a
formagao de harmoénicos impares somente, enquanto que
num piano, em que a corda é fixa em ambas extremida-
des, a formacao de harmoénicos é linear (pares e impares).
A Figura [7] representa uma comparagdo entre a série
harménica da nota Ld4 (A4) num piano e numa flauta
de pa. Em instrumentos eletrénicos como guitarras e
alguns teclados é possivel usar a ferramenta denominada
distor¢cao, que consistem em amplificar determinados
harménicos (distorcer os sinais sonoros) a fim de mudar
o timbre de uma nota, causando um efeito de variacao
de tom que geram sons mais difusos e nao uniformes.
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5. Conclusao

A miusica nem sempre foi fixa como a conhecemos hoje,
com uma teoria consolidada. Sua construg¢éo passou por
mudangas e avangos para a entendermos e descrevermos
suas caracteristicas e propriedades melhor. Em suma é
impossivel desvincularmos essa historia da matematica,
pois desde o primeiro estudo formal sobre o som reali-
zado na &rea feito por Pitdgoras, a relacdo matemaética
sempre manteve-se muito presente. A ideia de que nas
cordas tensionadas existia uma espécie de “sequéncia”,
“padrao”, é que moldou a forma com que o ser humano
poderia estabelecer uma regra, uma norma para “medir”
as notas (frequéncias). O norte desse estudo foi guiado
com a constru¢ao dos instrumentos musicais, os grandes
responsaveis pelo salto da afinagao justa (ou Pitagérica)
para a afinacdo temperada, a qual englobou uma métrica
igual aplicavel a maioria dos instrumentos no ocidente.

O interesse no estudo do som sempre se manteve em
sequenciar as relacoes existentes entre as notas. Esse
sequenciamento reside simplesmente na formacao das
frequéncias sonoras, a série harmonica, que explica a
presenca de demais frequéncias dentro da formagao do
espectro de um sinal sonoro, a relagdo de amplitude
(intensidade) dessas frequéncias, que vimos matemati-
camente no espectro de amplitudes e no nticleo de Fejér,
sendo esse ultimo relacionado diretamente a sequéncia
da soma dos harmdnicos, ou seja, ao proprio sinal sonoro,
descrito pela série de Fourier.

Com o uso do Spectrum Lab, evidencia-se que o
som tem muitas propriedades caracteristicas e que sua
formacdo é complexa, ndo provem de algo Unico, mas
sim de uma formacao de varias sequéncias de vibragoes.
Conforme aumenta-se o niimero de harmonicos, diminui-
se a amplitude desses, ou seja, suas intensidades, o que
explica o por que de nao conseguirmos capta-los numa
série quando entoamos uma nota num instrumento.

Com o avanco da producao e uso de tecnologias, novos
olhares foram dados a todas as dreas do conhecimento,
em especial a Fisica e a Mtsica. O estudo da formagéao
das séries harmonicas as quais sao modeladas pela
expansdo de uma funcdo na série de Fourier é de fun-
damental importancia para compreendermos a natureza
do som e suas propriedades ondulatorias no ambito
tedrico e de ensino de Fisica. A ferramenta Spectrum
Lab nos mostra esse avango na tecnologia e no estudo da
ondulatoria, moldando o aprendizado de uma forma mais
visual e dindmica na anélise da formacao de sequéncias
harmoénicas. O presente estudo é o resultado de uma
detalhada investigacao do software para a compreensao
e elucidacao das propriedades sonoras.
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