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Neste trabalho nos propomos a apresentar a teoria lunar de Ptolomeu presente no Almagesto. Para descrever
o complexo movimento da Lua, ele propde um sistema intrincado formado por objetos mateméticos comuns aos
astronomos de sua época, tais como o epiciclo, o deferente e o excéntrico. A partir de sua teoria lunar, Ptolomeu
conseguiu determinar com boa precisdo a longitude e a latitude eclipticas da Lua em relagdo ao centro da Terra.
Ele também se propos a determinar a distancia da Terra & Lua, tendo que, para isso determinar primeiro a
paralaxe lunar. Embora tenha obtido relativo sucesso em descrever as posi¢des da Lua, sua determinagdo das
distancias entre ela e o centro da Terra ndo estavam corretas, principalmente devido ao fato de seu modelo lunar
nédo ser uma boa representacdo do movimento da Lua.
Palavras-chave: Ptolomeu, Almagesto, latitude ecliptica, longitude ecliptica, paralaxe, Lua.

The purpose of this paper is to present Ptolemy’s lunar theory in the Almagest. In order to describe the complex
Moon’s motion, he proposes an intricate system formed by mathematical objects common to astronomers of his
time, such as epicycles, deferents and eccentrics. From his lunar theory, Ptolemy determined with good precision
the ecliptic longitude and latitude of the Moon relative to the center of the Earth. He also set out to determine
the distance from Earth to the Moon, having first to determine the lunar parallax. Although he was relatively
successful in describing the Moon’s position, his calculations of the distances from Earth to the Moon were not

correct, mainly because his lunar model was not a good representation of the Moon’s motion.
Keywords: Ptolemy, Almagest, ecliptic latitude, ecliptic longitude, parallax, Moon.

1. Introducao

Da antiguidade grega até a Idade Média, o estudo dos
movimentos celestes era guiado, principalmente, pela
astronomia matematica ptolomaica, que se preocupava
em descrever o movimento dos astros e prever suas posi-
¢Oes através da geometria, juntamente com a cosmologia
platonico-aristotélica, que procurava justificar e buscar
as causas destes movimentos. A principal motivacgéo
dos astrénomos da época era descrever da forma mais
correta possivel a posicao dos astros no céu, prevendo
seus movimentos e, consequentemente, os fendmenos
deles resultantes, tais como os eclipses, as fases da Lua,
as conjuncoes e oposicoes.

Uma das bases da astronomia e da cosmologia antigas
era o azioma platéonico (assim nomeado pelos histori-
adores e filésofos da ciéncia), uma hipé6tese conforme
a qual os corpos celestes se moveriam em movimentos
circulares uniformes ou combinacées de movimentos
circulares uniformes [I]. Tal ideia foi atribuida a Platao
por Simplicio da Cilicia, que em seus Comentdrios da
obra Do Céu de Aristételes, escreveu:

Platdao admite, em principio, que os cor-
pos celestes se movem com um movimento

* A . . . .
Endereco de correspondéncia: cicero.souza@pesqueira.ifpe.edu.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

circular, uniforme e constantemente regular;
ele coloca entao este problema aos matemati-
cos: quais sao os movimentos circulares, uni-
formes e perfeitamente regulares que convém
tomar como hipétese, a fim de poder salvar
as aparéncias apresentadas pelos planetas?
(Simplicio, 1894, apud Ref. [2 p. 7]).

Além do axioma platonico, os astronomos também se
baseavam na concepg¢ao aristotélica de universo segundo
a qual a Terra estaria imével no seu centro, sendo a
regido sublunar (abaixo da esfera da Lua) composta
pelos quatro elementos terrestres (terra, agua, ar e
fogo), cujos movimentos seriam do tipo ascendente ou
descendente, e a regidao supralunar (acima da regido
sublunar), na qual todos os corpos seriam constituidos
do elemento éter. Segundo a concepc¢io aristotélica, o
éter seria um elemento divino, primario e incorrupti-
vel ou inalteravel, e cujo movimento teria que ser o
mais perfeito de todos, ou seja, o circular, de forma
que se concluiu a “inexisténcia de qualquer movimento
no espaco distinto do circular” [3, p. 52]. Assim, os
astronomos estavam “autorizados” a tentar descrever
a cinematica celeste da melhor maneira possivel desde
que mantivessem resguardadas as concepg¢oes platonico-
aristotélicas.
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Nesse contexto, a astronomia matemaética de Ptolo-
meu surgiu como uma tentativa de “salvar as aparéncias”
dos movimentos dos astros, sem que necessariamente
as hipéteses usadas possuissem uma realidade fisica [2].
Para descrever seus complexos movimentos, Ptolomeu
propde, em seu famoso livro Almagesto, um sistema
igualmente complexo, onde utiliza um intrincado con-
junto de circulos concéntricos e excéntricos. O que
tornou seu modelo ainda mais enredado foi o fato de a
Terra nao ser o centro exato do movimento circular dos
planetas (e também do Sol e da Lua), diferentemente
do que foi proposto por Aristételes e em outros sistemas
anteriores, como no de Eudoxo [4], embora continuasse
sendo o centro imével da esfera celeste e do universo [5].
Assim, com o objetivo explicito de explicar ou prever
as posigoes dos astros, Ptolomeu tentou ajustar seu
modelo as crencas antigas e passou a utilizar uma série
de artificios matematicos para cumprir tal designio.

Neste trabalho nos propomos a descrever o caso
particular da teoria lunar ptolomaica utilizando fungées
e relagoes trigonométricas, enquanto no Almagesto Pto-
lomeu usou uma ferramenta equivalente, o0 comprimento
da corda subtendida pelo dngulo dado na circunferén-
cia [6]. Ptolomeu considerou a Lua girando em um
“epiciclo” cujo centro estava localizado em um circulo
maior, chamado “deferente”. Em seu modelo final, o
centro do deferente ndo é a Terra, mas sim um ponto
chamado de “excéntrico”, de forma que a Terra estaria
deslocada do centro do deferente a uma certa distan-
cia do excéntrico [5]. Uma das maiores influéncias de
Ptolomeu na Astronomia foi a introdugéo do “equante”,
ponto sobre o qual o movimento de um planeta é
visto como uniforme [7]. Embora o equante tenha sido
utilizado no Almagesto apenas na teoria planetaria de
Ptolomeu, segundo Neugebauer, “as raizes do conceito
de equante” [8] p. 86] j4 apareciam na sua teoria lunar.

A partir de seu modelo, Ptolomeu conseguiu deter-
minar com boa precisdo a posi¢do da Lua em relacao
ao centro da Terra, o que lhe permitiu inclusive prever a
sua posi¢ao em momentos futuros. Ele também se propds
a determinar a distancia da Terra a Lua em termos do
raio terrestre, tendo que, para isso determinar primeiro a
paralaxe da Lua em um determinado instante. Enquanto
seus resultados para a posi¢ao da Lua vistos da Terra
possuem boa precisao, a sua determinacao das distancias
da Terra a Lua em determinados pontos da érbita lunar
contém um erro significativo, devido principalmente ao
fato de que sua teoria lunar ndo estava correta. No
entanto, o erro nas distancias nao era conhecido na
época, de forma que nao foi um fator determinante
contra o modelo lunar ptolomaico.

2. O Problema da Paralaxe

A determinacdo da posi¢do exata da Lua ou de qual-
quer outro astro por observacoes realizadas a partir de
um ponto sobre a superficie da Terra encontra sérias
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dificuldades quando o astro estd distante do zénite do
observador. Um dos problemas encontrados é o desvio
da luz pela refracdo atmosférica, que é proporcional
a distancia zenital do astro. No entanto, existe outra
dificuldade que surge ao se observar um objeto celeste
da superficie da Terra: dois observadores em locais
diferentes sobre a superficie do planeta e que observam
0 mesmo astro ao mesmo tempo irao discordar quanto a
posicao exata deste, mesmo que descontados os efeitos da
refracdo atmosférica. Isso ocorre porque as coordenadas
verdadeiras do astro, ou coordenadas geocéntricas, cha-
madas assim porque sao tomadas com o centro da Terra
como ponto de referéncia, sdo diferentes das coordenadas
observadas sobre a superficie do planeta (exceto nos
casos em que o objeto observado estd localizado no
zénite) [5].

Este efeito ja era conhecido pelos astronomos da anti-
guidade e surge devido ao angulo de paralaxe do astro. Se
0 astro estiver muito distante da Terra, como as estrelas,
seu angulo de paralaxe é muito pequeno e os desvios
observacionais despreziveis. No entanto, no caso da Lua,
que estd muito mais proxima da Terra em comparagao
com as estrelas, a paralaxe é significativa, proxima a um
grau, o que influencia consideravelmente a determinacao
de suas coordenadas. Antes de Ptolomeu, Hiparco de
Nicéia ja havia determinado o angulo de paralaxe da
Lua como sendo 589”14", o que lhe permitiu concluir
que a distdncia da Terra a Lua era aproximadamente
igual a 59 raios terrestres [9].

O método utilizado por Ptolomeu para determinar a
paralaxe consiste em primeiro determinar a distancia
zenital da Lua em relagdo ao centro da Terra, o que
ele fez a partir do desenvolvimento da sua teoria lunar,
que inicialmente foi baseada em dados retirados de
observagoes de eclipses lunares, pois

Estas sao as tUnicas observacdes que per-
mitem determinar com precisdo a posicao
lunar: todas as outras, sejam elas tiradas de
passagens [da Lua] perto de estrelas fixas, ou
de [avistamentos com] instrumentos, ou de
eclipses solares, podem conter um erro con-
siderdvel devido & paralaxe lunar [5], p. 173].

Uma vez determinada a distancia zenital geocéntrica
da Lua e medida diretamente a sua distancia zenital
aparente em relacao a latitude de observacao, a diferenga
entre estes resultados corresponde ao angulo de paralaxe
da Lua naquele instante.

Uma vez de posse do valor da paralaxe, Ptolomeu
pdéde determinar a distancia da Terra & Lua em termos
do raio terrestre no momento da sua passagem pelo
meridiano local. Além disso, a teoria lunar ptolomaica
também permite determinar a aproximacio e o afas-
tamento maximos da Lua em relacdo a Terra, embora
estes valores nao estejam em consonancia com resultados
atuais devido, principalmente, ao fato de a teoria lunar
de Ptolomeu nao ser a melhor descrigdo do movimento
da Lua.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0092



Souza et al.

Equador

Asol + 180°

Lua

Ecliptica

Figura 1: Longitude ecliptica da Lua determinada a partir de
um eclipse lunar.

3. A Necessidade da Observagao de Trés
Eclipses Lunares

Para desenvolver seu modelo de movimento lunar, Pto-
lomeu primeiro precisou determinar com precisao a
posicdo verdadeira da Lua, ou seja, sua posicdo em
relagdo ao centro da Terra em certo instante.

A longitude ecliptica do Sol Age1, isto é, o angulo
entre a posicdo do Sol e o ponto Vernaﬂ T tomado
sobre a ecliptica, podia ser determinada através da sua
teoria solar (que nédo serd discutida neste trabalho). Uma
vez encontrada a longitude ecliptica do Sol, a posicdo
geocéntrica da Lua pode ser determinada durante um
eclipse lunar total, onde a Lua e o Sol estao em oposigao,
como observado na Figura[I] e, portanto, Apya = 180° +
Aol Assim,

Se encontrarmos o ponto na ecliptica que
o sol ocupa no momento do eclipse médio
(que é, com a maior precisdo que podemos
determinar, o momento em que o centro da
Lua é diametralmente oposto ao do Sol em
longitude), entdo, ao mesmo tempo do meio
do eclipse, a posicdo precisa do centro da
Lua serd o ponto diametralmente oposto [5]
p. 174].

Dessa forma, durante o eclipse lunar, “a verdadeira
longitude geocéntrica da lua é conhecida independente-
mente de quaisquer efeitos de paralaxe na superficie da
Terra” [10, p. 200]. Para encontrar os pardmetros de sua
teoria lunar, Ptolomeu se baseou em eclipses observados
por ele mesmo e em uma série de dados de eclipses
observados e registrados na Babilonia, desde o ano 721
AEQ? [T, 2.

Na primeira versao de sua teoria lunar, basicamente
uma versao herdada de Hiparco [13], Ptolomeu conside-
rou que a Lua estava se movendo em um epiciclo cujo

I Ponto imaginario na esfera celeste onde o Sol cruza o equador
celeste no equinécio de outono no hemisfério sul.
2 Antes da era comum.
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Figura 2: PosicGes da Lua em dois eclipses sucessivos.

centro estd sobre o deferente centrado na Terra. Ele
mostrou que era possivel descobrir o tamanho do epiciclo
da Lua a partir dos dados obtidos da observacao de trés
eclipses lunares, onde a longitude da Lua em cada um
pode ser determinada a partir da longitude do Sol.

A Figura [2] representa o primeiro modelo lunar ptolo-
maico e apresenta as posi¢coes da Lua em dois eclipses
diferentes, sendo P; e P, os pontos no epiciclo em
que a Lua se encontra no primeiro e segundo eclipses,
respectivamente. O epiciclo tem centro em C e raio
r = CP a ser determinado. O observador se encontra
no ponto O que, na primeira teoria lunar de Ptolomeu,
coincide com o centro do deferente (circunferéncia na
qual esté localizado o centro do epiciclo e que realiza um
movimento circular cujo centro coincide com o centro
da Terra). A distancia do observador até o centro do
epiciclo é R = OC. O ponto A corresponde ao apogeu
da Lua, ou seja, o ponto onde ela se encontra mais
distante da Terra. Os adngulos a; e as sdo chamados
de anomalia e correspondem aos angulos A,CLP; e
AQC'QPQ, respectivamente, que sdo os angulos formados
entre o apogeu, o centro do epiciclo e a posicao da
Lua, sendo, portanto, A« o incremento de anomalia que
ocorre no intervalo de tempo At entre as observagoes
dos eclipses, de modo que as = a7 + Aca. Temos ainda
A\, que é a diferenga na longitude verdadeira entre
as duas posigoes P; e P, correspondente ao angulo
P,OPy; e AN, que é a variagdo na longitude média e que
corresponde aos angulos Py OP{ ou C;0C,. A diferenga
entre as variacoes de longitudes A\ — AN, corresponde
ao angulo sob o qual o arco de A« é visto a partir de O.
Como podemos ver ao observar a Figura [2] a diferenca
AX — A\ depende do tamanho do raio r do epiciclo,
de modo que Ptolomeu a utilizou para calcular o valor
da razao R/r. No entanto, para atingir este objetivo foi
necessario ainda os dados de um terceiro eclipse, onde a
nova posi¢ao da Lua seria Ps.

Segundo Pedersen [14], o problema a ser resolvido por
Ptolomeu era encontrar o raio r de um circulo sobre
o qual dois arcos consecutivos sob angulos Aa; e Aas
(em relagdo ao centro C do epiciclo) sdo vistos sob os
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Tabela 1: Dados dos trés primeiros eclipses utilizados por Ptolomeu.

Momento médio do eclipse

Eclipse Local de observacao (ap6s o meio-dia) Longitude ecliptica da Lua Data do eclipse

Ey Alexandria 8h40min 174°30 19 de marco de 721 AEC
Es Alexandria 11h10min 163°45’ 8 de margo de 720 AEC
E3 Alexandria 7h40min 333°15’ 1 de setembro de 720 AEC

angulos dados AXis — A)ia € Adoz — Adgs a partir do
ponto O, a principio localizado no centro do deferente,
a uma distdncia dada R do centro do epiciclo. Aqui,
os indices 1, 2 e 3 referem-se aos eclipses utilizados em
ordem cronolégica.

Ainda conforme Pedersen [14], p. 169],

A teoria lunar do Livro IV do Almagesto
baseia-se em um total de 15 eclipses, distri-
buidos por quase 900 anos, sendo o primeiro
um eclipse observado na Babilonia em 721
AEC: De acordo com o registro existente,
ocorreu no primeiro ano de Mardukempad
em Thoth 29/30, foi total, e comegou, diz-
se, uma hora apds o nascer da lua [grifo do
autor].

A partir de dados do Almagesto [5, [T, 12], podemos
elencar na Tabela [T as informagdes dos trés primeiros
eclipses (E,) utilizados por Ptolomeu e cujos dados
foram adquiridos por ele através de registros da época.

A partir dos dados da Tabela [I} sendo Ay, Ay e A3
as longitudes verdadeiras da Lua nos eclipses F1, Fs e
FE5, respectivamente, podemos determinar as diferencgas
entre as longitudes verdadeiras:

Adia = Ao — A\ = 349°15/ (1)

Adoz = A3 — Ao = 169°30 (2)

E sendo tq, t5 e t3 os instantes de tempo na metade
dos respectivos eclipses, também podemos determinar os

intervalos de tempo entre os eclipses E e E5, e entre os
eclipses E5 e Fs:

Atlg = t2 - tl = 354d 2h34min (3)
Atgg = tg - t2 = 176d 20h12min (4)

Pela tabela dos movimentos médios da Lua, presente
no Almagesto [5, p. 184], podemos obter os valores de
longitude e anomalia médias, bem como os incrementos
nestes valores devido a passagem do tempo. Primeira-
mente, Ptolomeu definiu as velocidades angulares médias
de longitude da Lua, por dia e por hora, como iguais a:

w}\, dia = 13010/34//58///3311//30//11/30///////dia (5)
wk, hora = OO32/56//27///26////2311///46/11////hora (6)

De forma que o incremento de longitude média da Lua
pode ser calculado do primeiro para o segundo eclipse e
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do segundo para o terceiro eclipse a partir das equagoes
B, @ @ e ©:
X2 = A1 + (@Wh, dia + @, hora) - At12 => Adio
= 345°50'54" [345°51'] (7)
X3 = X2 + (wk, dia T+ wk, hora) . At23 — AX23
= 170°10'52" [170°7] (8)
Neste trabalho, os valores apresentados entre colchetes
nas equacOes representam os resultados obtidos por
Ptolomeu e presentes no Almagesto [5].

Ja para o movimento médio em anomalia, temos as
seguintes velocidades angulares médias:

wa7 dia = 1303/53//56///17////51/////59///////dja (9)
wa7 hora = OO32/39//44///50////44/////40///////hora (10)
O que resulta, com base em , , @ e , nos

seguintes incrementos em anomalia:

az = a1 + (Wa, dia + Wa, hora) - At12 = Ao
—306°24'4"  [306°25] (11)
a3 = a2 + (Wa, dia + Wa, hora) - Ataz = Aaas
— 150°26'0"  [150°26'] (12)

Estes resultados podem agora ser utilizados para
determinar o raio do epiciclo lunar.

4. Calculo do Raio do Epiciclo

Na Figura [3] apresentamos um esquema das posigoes da
Lua no epiciclo nos trés primeiros eclipses usados por
Ptolomeu, sendo, portanto, P;, P> e P53 as posigoes da
Lua na metade do primeiro, segundo e terceiro eclipses,
respectivamente, observadas a partir do ponto O [5]. Os
angulos 0; = PQéPl e by = Plé’Pg, formados entre as
posi¢des da Lua e o centro do epiciclo C, podem ser
facilmente determinados:

51 =360° — Aayy = 6, = 53°35'56"  [53°35']

82 = AO&23 — 81 — 52 = 96°50"4" [96051/] (14)

Os segmentos de reta R = OC e r = C'A continuam
sendo, respectivamente, os raios do deferente e do epi-
ciclo. Tracamos os segmentos OP;, OP, e OP;5, entre o
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Figura 3: Posicdes da Lua no epiciclo nos trés primeiros eclipses
utilizados por Ptolomeu, observadas a partir de um ponto O.

ponto de observacdo e as posigoes da Lua no epiciclo;
0 segmento OA, entre o ponto de observagdo e o ponto
A e que também passa pelo centro C' do epiciclo; e os
segmentos C Py, CP, e C'P3, tracados entre o centro do
epiciclo e a respectiva posicao da Lua. No ponto em que
o segmento OP; cruza o epiciclo, colocamos o ponto @,
de onde tracamos os segmentos de reta tracejados QC,
QP, e QPs. O segmento OP; pode ser dividido no ponto
Q, formando outros dois segmentos OQ =z e QP = y.
O angulo entre os segmentos CP; e QC em relacdo a C
ée= Pgé’Q. O éangulo 6; = P10P2 é o angulo sobre o
qual o arco de §; é visto de O, assim como 8y = PQOPg
é o angulo sobre o qual o arco de dy é visto de O.

A partir do ponto O, os arcos de 6; e §, aparecem sob
os angulos AXjs — AXj2 e Adgg — Adgs, de forma que:

01 = AXig — Axlg = 0 = 3°24'6" [3024,] (15)
(52 = A)\23 — AXQS — (52 = —0°40'52" [—0037/}
(16)

Analisando o triangulo A P,QO da Figura 7com
base em e , e considerando PiQP, = 01/2,

pois Pi@P, é um angulo inscrito no circulo do epiciclo,
podemos ver que todos os dngulos internos sao dados:

QOP, = §, = 3°24'¢"

A ]
P,QO = 180° — 51 = 153°12'20”

QP,0 = %1 — 6y = 23°23'52" (17)

E aplicando a lei dos senos a este tridngulo, com os
angulos dados em , obtemos o segmento P> em
termos de x:

sen QOP.
PzinQ 2

— -1~ 0,14941 x (18)
sen QPO

Da mesma forma, considerando PQQPg = 09 /2 e os
resultados dados em e (L6)), o tridngulo A P;QO
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tem todos os dngulos internos definidos:
P;0Q = 6, + 0, = 2°43'14"

360° — J,
2

360° — (3, + 02)
2

P;QO = 180° — = 48°25'2"

QP30 = — (01 + 02) = 128°51"44"
(19)
E a partir da lei dos senos e dos dngulos definidos em
(119), podemos escrever o segmento P3@) em termos de z:

sen P;0Q
sen QP;0

P;Q = -z~ 0,06096 = (20)

O segmento P, P3 corresponde a corda do angulo 01+
9, de forma que a partir de e podemos escrever:

— 81+ 6
PyPs = 2r - sen (1;2> ~1,93379 r (21)

A lei dos cossenos aplicada ao tridngulo A P,Q P3 nos
leva a:

(P2P3)2 = (P2Q)2 + (P3Q)2 —2-PQ PQ

- Ccos l360° — (51 +32)

: (22)

A equagdo (22)), nos permite, a partir dos resultados

, , (18], (20) e (21)), obter uma relagéo entre os

segmentos . = OQ e r = C'A, de forma que:

x
— = 11,03906 (23)
r
No entanto, também podemos escrever a corda PsF
em termos de r, bastando para isso relaciond-la também
com o angulo e:

P;Q = 2r - sen(e/2) (24)
Que a partir de e resulta em:
€~ 39°19'15" (25)

A corda y = P,Q ¢é dada por:

y=PQ =2r-sen (5226) (26)

O que nos permite obter, de (14), e (26), uma

relagdo entre y e r:

REES

~ 0,96218 (27)

Utilizando Os Elementos de Euclides [15], particular-
mente o Livro II, proposi¢do 6, e o Livro III, proposicao
36 [16], Ptolomeu determinou que o produto entre os
comprimentos dos segmentos PO =z +y e QO =z é
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constante para qualquer posicdo de P; sobre o epiciclo e,
portanto, pode ser escrito em termos do raio r do epiciclo
e do raio R do deferente:

(x+y)-z=(R+7)-(R—7)=R?>—71? (28)

Dividindo ambos os lados da equacdo por 72,
fazendo algumas manipulagoes algébricas e utilizando as
equacoes e , obtemos o valor da raziao R/r:

? ~ 11,55347 (29)
A teoria lunar de Ptolomeu, até este ponto, nao
permitia conhecer o comprimento do segmento R = OC
em termos de alguma unidade de comprimento fisica
absoluta, este problema é contornado por ele ao adotar,
como outros autores gregos anteriores, um valor padrao
para o raio do circulo em unidades sexagesimais. O
circulo padrao, na trigonometria moderna, “geralmente
tem um raio igual a uma unidade de comprimento; mas
para usar o sistema de numeracdo sexagesimal tanto
quanto possivel, Ptolomeu deu ao seu circulo padrao
um raio de 60 unidades de comprimento” [I4, p. 56].
Dessa forma, em numeracao sexagesimal e considerando
R = 60, a partir da equacéo obtemos:
r=25; 11,36 [5;13] (30)
Essa notagao sexagesimal foi empregada por Ptolomeu
em todo Almagesto e era de uso comum pelos astrénomos
da antiguidade, que foram influenciados pelos dados
astronomicos dos babilonicos, que utilizavam um sistema
de numeracao de base 60 [8]. Podemos converter valores
do sistema sexagesimal para o sistema de numeragao
decimal, assim, por exemplo, o raio do epiciclo calculado
acima se torna 5;11,36 = 5 + 11/60 + 36/60? ~ 5,193.
Em outro trio de eclipses que ele proprio observou, Pto-
lomeu encontrou um valor ligeiramente diferente para r,
de forma que passou a adotar o valor arredondado [I7]
de r = 5% ou r = 5;15 (ou 5 + 15/60 = 5,25, em
numeragao decimal).

5. A Excentricidade do Deferente

Vamos considerar o arranjo da Lua no epiciclo em
um eclipse lunar de forma que a posi¢ao da Lua P é
observada do ponto O, conforme a Figura [dl O angulo
de anomalia & = PCA ¢ o éangulo formado entre a
posicao da Lua e o apogeu da Lua (ponto A) em relagéo
ao centro C' do epiciclo. Uma vez tendo encontrado o
raio do epiciclo, Ptolomeu determinou o dngulo maximo
sob o qual o arco da anomalia « é observado a partir de
O. Este angulo p, chamado de equacdo da anomalia ou
prosthaphaeresis [17], é nitidamente uma funcao de a e
a partir da Figura [4] esta fungao pode ser determinada:

r sen «

= 1
R+ rcos« (31)

tg p(a) =
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Figura 4: Posicdo da Lua no epiciclo em um eclipse lunar
observada a partir de um ponto O.

O valor maximo encontrado por Ptolomeu para a
equagao da anomalia da Lua a partir de suas observacoes
foi pmax = 5°1’ [A]. E fcil obter um resultado préximo
a este a partir da equagao utilizando o céalculo
diferencial moderno, bastando para isso derivar essa
equacao e igualar o resultado a zero, de onde chegamos a:

14+ Rcosa =0 (32)

Que, utilizando a convencdo R = 60, é satisfeita
quando a = 90°57'18"” ou a = 270°57'18", de forma
que, substituindo este resultado em 7 temos pmax ~
5°0/26".

A partir da Figura[4] também podemos escrever uma
expressao para a distdncia do centro da Terra ao centro
da Lua D = OP em funcio da anomalia a:

D= \/(R + reos @)’ + (r sen a)? (33)

Até este ponto, a teoria lunar de Ptolomeu permitia
determinar a longitude da Lua quando ela estava em
oposicdo (Lua cheia) e em conjungdo (Lua nova), ou
seja, nas duas sizigiasﬂ de forma que era possivel prever
a ocorréncia de eclipses com boa precisdo [18]. No
entanto, era ainda necessario colocar a teoria a prova
nas quadraturasﬂ da Lua (quarto crescente e quarto
minguante). Com esse objetivo, Ptolomeu realizou uma
primeira observagdo da Lua em Alexandria, no dia 9
de fevereiro de 139 ECP|as 5h15min antes do meio-dia,
obtendo o seguinte resultado para a longitude da Lua,
)\Lua [14]:

ALua = 219°40/ (34)

Tomando como referéncia a data padrao ty da época
(meio-dia de 26 de fevereiro de 747 AEC) [5, [10], o

3 Alinhamentos da Terra, da Lua e do Sol, que ocorrem nas Luas
novas e cheias.

4 Ocorrem quando metade da face visivel da Lua est4 iluminada,
ou seja, nas fases quarto crescente e quarto minguante.

5 Era comum.
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intervalo de tempo At entre esta data e a data t de sua
observacao foi:

At =t — tg = 885 anos 203 dias 18 horas 45 min
(35)

O valor da longitude média da Lua na data padrao,
A0, Lua, foi obtido por computagdo através das tabelas
de longitudes médias e da posicao da Lua em um eclipse,
e era igual a [19]:

No, Lua = 41°22/ (36)

Novamente a partir das tabelas do Almagesto [5]
p. 184}, a velocidade angular média por ano em longi-
tude era:

w}\, ano = 129022/46//13///50////32/////30///////ano (37)

O que nos permite, a partir de , @, , e
, determinar a longitude média da Lua na data da
observacgao:

>\Lua = )\O, Lua T (w)\, ano T w)\, dia + w)\, hora) - At

=227°19'53"  [227°20'] (38)

Que corresponde a uma diferenca A\ entre a longitude
média da Lua e a sua longitude verdadeira
igual a:

AN =X — )\ =T7°39'53" [7°40] (39)

E essa diferenca é exatamente igual a equagdo de
anomalia p, ou seja, A — A = p. No entanto, esse
valor é maior que o resultado obtido anteriormente
(7°40" > 5°1’), o que contradiz a primeira teoria lunar
de Ptolomeu, que é incapaz de explicar a diferenca
na equagao de anomalia observada. Essa diferenga nos
valores maximos da equacao de anomalia é chamada de
evecgdd?] e sua descoberta ¢ considerada uma das mais
relevantes contribuicoes de Ptolomeu para a Astronomia
e “teve uma influéncia de longo alcance nas técnicas da
astronomia antiga e medieval” [8, p. 69].

A partir de suas observagoes, Ptolomeu concluiu que
Pmisx = 5°1’ nas sizigias e ppax = 7°40’ nas quadraturas,
e para explicar tal diferenca ele assume que o tamanho
aparente do epiciclo da Lua varia, ficando maior nas
quadraturas do que nas sizigias. Essa variacao aparente
foi justificada por Ptolomeu considerando que a dis-
tdncia entre o centro C' do epiciclo e o centro O da
Terra varia no decorrer do tempo. Assim, ele propoe
substituir o deferente concéntrico do primeiro modelo
por um deferente excéntrico, de forma que a posicao do
observador O, que corresponde ao centro da Terra, nao é
mais o centro do deferente, como observado na Figura

6 A maior irregularidade no movimento da Lua produzida pela
variagdo da acdo do Sol durante sua revolugdo mensal ao redor
da Terra, que ocorre devido a excentricidade da érbita da Lua e
produz uma variagdo em sua longitude ecliptica.
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Pmax = 5°1'

Pmax = 7°40,

Figura b: Deferente excéntrico da Lua.

Na Figura[p] P é a posicdo da Lua, O é o observador
que corresponde ao centro da Terra, A agora é o ponto
onde o centro do epiciclo estd mais distante de O
(apogeu) e II é o ponto onde o centro do epiciclo estd
mais préximo da Terra (perigeu). A excentricidade e é o
comprimento do segmento OM, onde M é chamado de
excéntrico, o novo centro do deferente.

Com esse segundo modelo, Ptolomeu conseguia expli-
car por que o epiciclo parecia maior quando seu centro
se encontrava em II. Utilizando a equagao de anomalia
maxima , a convencio ja adotada OA = R = 60
e o valor definido por Ptolomeu como sendo o raio do
epiciclo, » = 5;15, podemos determinar o comprimento
do segmento OII:

r

SH—.__ T
0 sen (7°39'53")

= 39;21,45 [39;22]  (40)
Dessa forma o raio do deferente excéntrico pode ser
encontrado:

7MA:R—€:OA+OH

=49:40,52  [49;41]

(41)

E, a partir de (41)), podemos também determinar a
excentricidade e:

e=0M=R—- MA=10;19,8 [10;19] (42)

Assim, de acordo com a Figura [5] a segunda teoria

lunar de Ptolomeu prevé a maxima e a minima distancia

entre o centro da Terra e o centro da Lua, Dyax € Dmin,
respectivamente:

Dyax = OA 41 =65;15 [65; 15] (43)

Diin = Ol — 7 = 34;6,45  [34;7] (44)

A razéo destas distancias é Dpax/Dmin = 1,91, ou
seja, estes valores tém quase a proporgdo 2 : 1 o
que deveria ser refletido na relacdo entre os didmetros
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aparentes da Lua no céu. Dessa forma, a Lua deveria
aparecer aproximadamente duas vezes maior quando
estivesse mais préxima da Terra do que quando estivesse
mais distante. Porém, isto nao estava de acordo com os
dados observacionais [I]. Apesar desta incoeréncia nao
poder ter passado despercebida por Ptolomeu, ele nao
aborda este problema no Almagesto [20].

Devemos chamar atengdo para o fato de que os
resultados obtidos por Ptolomeu estdo em unidades
convencionadas a partir do raio do circulo padrao R =
60. Portanto, ele ainda necessita de um parametro para
obter uma unidade de medida de comprimento fisica
absoluta, o que ele conseguird a partir da analise da
paralaxe da Lua.

Com esse novo modelo lunar, Ptolomeu foi capaz de
descrever com boa precisao a posicao da Lua tanto nas
sizigias quanto nas quadraturas. No entanto, ao coloca-lo
em teste nas posicoes intermediarias, como nas oitantesm
quando a Lua estd em forma de “foice”, suas obser-
vagoes mostraram que a Lua estava em uma posicao
levemente diferente daquela prevista teoricamente pelo
segundo modelo, de forma que foi necessario ainda um
terceiro modelo do movimento lunar. A diferenca entre
a posicao observada da Lua nas oitantes e a prevista por
Ptolomeu é explicada por ele “dando ao epiciclo o que
ele chama de mpdovevis ou inclinagdo” [14] p. 192].

6. O Modelo Final da Teoria Lunar
Ptolomaica

Uma das ferramentas mais importantes na astronomia
matematica ptolomaica era o equante, “um dispositivo
[...] desenvolvido na antiguidade para ajudar na recon-
ciliagdo da teoria dos epiciclos com os resultados das
observagoes exatas” [7]. O equante tem uma caracteris-
tica importante: a velocidade de rotacdo do deferente
deve ser uniforme em relacdo a ele, ou seja, o planeta
se desloca de forma que o segmento que o une ao
equante gira uniformemente com o tempo [7]. Portanto,
ao introduzir o equante em seu modelo, além de tentar
“salvar as aparéncias” das observagoes, Ptolomeu estava
também, de uma forma bastante peculiar, tentando
satisfazer o axioma platonico, pois assim o movimento
era circular em relacdo ao ponto excéntrico e uniforme
em relagdo ao ponto equante.

Ptolomeu fez uma mencgao direta ao conceito de
equante apenas no Livro IX do Almagesto, quando ele
apresentou o inicio de sua teoria planetaria e, portanto,
depois de ja ter discutido sua teoria solar e lunar
(Livros III, IV e V). Porém, os fundamentos do conceito
do equante ja estavam implicitos em seu modelo de
movimento da Lua, onde ele admite que o movimento é
uniforme em relagdo a um determinado ponto (definido

7 Fases intermedisrias da Lua, ocorrem entre duas fases principais,
existindo, portanto, quatro oitantes: entre as fases cheia e quarto
crescente, entre o quarto crescente e a cheia, entre a cheia e o
quarto minguante, entre o quarto minguante e a nova.
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por ele como o centro da ecliptica) e ndo-uniforme em
relagdo ao centro do deferente [2I]. De fato, na sua
teoria lunar final (representada esquematicamente na
Figura @, Ptolomeu fez “a Lua girar em torno de seu
epiciclo a uma taxa ndo-uniforme em relagdo [ao seg-
mento OA,], mas uniforme em relagdo [ao segmento

M'A], onde o ponto [M'] é tal que [O] é o ponto médio
do [segmento M M'])” |22, p. 73]. O ponto equante, por
sua vez, é definido na teoria planetaria de forma que a
Terra é o ponto médio do segmento que une o equante
ao centro do deferente [22].

Atualmente sabemos que o movimento orbital da Lua
e dos planetas é melhor descrito através das trés leis
do movimento orbital propostas por Johannes Kepler.
A primeira lei de Kepler afirma que as Orbitas dos
planetas (e da Lua) sdo elipses, com o Sol (ou a Terra, no
caso do sistema Terra-Lua) ocupando um dos seus focos,
sendo a excentricidade da elipse a distdncia entre os
dois focos. A segunda lei, conhecida como lei das dreas,
diz que a linha que une o centro do Sol aos planetas
cobre areas iguais em tempos iguais, o que implica que
a velocidade do planeta varia conforme ele se aproxima
ou se afasta do centro gravitacional do seu sistema, de
forma que, no caso da Lua, sua velocidade orbital é maior
quando ela se encontra no perigeu e menor quando esta
no apogeu. Uma aproximacao da segunda lei de Kepler
pode ser enunciada em termos do foco vazio da elipse:

Tirando algumas pequenas corregoes pro-
porcionais ao quadrado da excentricidade, a
segunda lei de Kepler é igual a assercao de
que a linha até o planeta a partir do outro
foco (aquele onde nédo estd o Sol) gira numa
velocidade constante — isto é, gira no mesmo
angulo a cada segundo. Assim, para uma
boa aproximagao, a segunda lei de Kepler
apresenta as mesmas velocidades planetarias
da velha ideia de um equante, um ponto do
lado oposto do centro do circulo em relagao
ao Sol (ou, para Ptolomeu, em relagdo a
Terra) e & mesma distancia do centro, em
torno do qual a linha até o planeta gira numa
velocidade constante. O equante, portanto,
revelou-se como o foco vazio da elipse [20)
p. 165].

Dessa forma, sabemos que a razao de o equante
ter funcionado, pelo menos de forma aproximada, esté
relacionada a verdadeira érbita dos corpos, que é uma
elipse, e do fato de que o movimento do astro em
sua Orbita deve obedecer a lei das areas de Kepler.
Porém, se a excentricidade da érbita ndo for muito
grande, podemos aproximar o movimento considerando
que ao invés de obedecer a lei das areas, o astro se
movimenta com velocidade uniforme em relagao ao foco
vazio, que seria o equivalente na elipse ao ponto equante
na circunferéncia.
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Figura 6: O terceiro modelo lunar de Ptolomeu.

Para compreendermos o terceiro modelo lunar de Pto-
lomeu, vamos nos basear em Pedersen [14], pp. 192-195]
e comegaremos examinando a Figura [6] Nela temos o
ponto O, que é o centro da Terra; o ponto M, que
é o excéntrico e possui uma caracteristica importante,
ele realiza um movimento circular uniforme em relagéo
a posicio média do Sol S e com centro em O; M’ ¢é
o ponto diametralmente oposto a M; e A e Il sdo o
apogeu e o perigeu, respectivamente. Vamos nomear
a distdncia do centro da Terra, O, até o centro do
epiciclo, C, de p. O raio do deferente é R — e e D
é a distancia do centro da Terra ao centro da Lua.
A inclinagao proposta por Ptolomeu significava que o
movimento médio em anomalia @(t) = AC'P, agora seria
tomado em relacdo a um ponto médio, A, chamado de
apogeu médio do epiciclo, enquanto o angulo «,(t) =
AUC'P era o movimento verdadeiro em anomalia, que
deveria ser tomado em relagdo a um ponto A,, chamado
de apogeu verdadeiro do epiciclo. Essa substitui¢do do
apogeu verdadeiro A, pelo apogeu médio A é a tnica
diferenca entre a segunda e a terceira teoria lunar.

Partindo da data da época padrao, ty, a anomalia
média em uma data especifica pode ser determinada, por
computagado a partir da equagao:

a(t) = alte) + wa - (t — to) (45)

O angulo ¢, chamado de equacao do centro, é uma
funcdo de ¢ e é oposto pelo vértice ao angulo A,C4,
de forma que as anomalias média e verdadeira estdo
relacionadas por:

ay(t) = a(t) +q(c) (46)

O angulo ¢(t) é uma fungdo do tempo, chamada de
centrum, e é duas vezes a diferenca entre as longitudes
médias do Sol e da Lua:

C(t) =2- (XLua - XSol) (47)

Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo A MCO
e resolvendo a equagdo resultante para encontrar p,
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obtemos o seguinte resultado:

p(c) = ecosc + \/(R —e)? — €2 sen2c (48)

Pelo tridngulo A M’'CO, podemos obter o dngulo ¢(c):

e sen(180° — ¢) }

)= 9

e sen ¢
= arctg [ C ]

AR — 4
p(c) +e-cosc (49)

Com estes novos parametros a equacao da anomalia
(31) e a equagdo da distdncia da Terra a Lua da
segunda teoria lunar podem ser reescritas de uma forma
mais geral, que engloba todas as posi¢oes da Lua:

T Sen Qv

p(c) + recos ay, (50)

tg p(ava C) = -

D(ay,c) = \/[p(c) +reosay]? + (r sen )’ (51)

Com isso, a teoria lunar de Ptolomeu estd completa,
sem que ele considere necessario testa-la em outras posi-
¢oes fora das sizigias, quadraturas ou oitantes. Agora, a
partir dela, é possivel determinar a longitude e a latitude
verdadeiras da Lua com uma precisao que as outras duas
versoes do modelo nao possuiam.

7. A Determinacao da Longitude e
Latitude Ecliptica da Lua

Para compreender como Ptolomeu utilizou sua teoria
lunar, vamos considerar como exemplo a data especifica
de 1 de outubro de 135 EC, as 5h50min depois do
meio-dia, onde ele realizou uma observacao da Lua no
meridiano, e que resulta em um intervalo de tempo, em
relacdo a data padrao, igual a:

At =t — ty = 882 anos 72 dias 5h20min (52)

Partindo de sua teoria solar, Ptolomeu também obtém
a longitude média do Sol, igual a Ag; = 187°31/, e sua
longitude verdadeira, igual a Ag, = 185°28’. A partir

de , @, , e , podemos determinar a

longitude média da Lua na data da observagao:

)\Lua = )\0, Lua T (wk, ano T w)\, dia w)\, hora)

- At = 265°43'15" [265°44’] (53)
A anomalia média da Lua na data padrao era [19]:
Ty = 268°49' (54)

E a partir das tabelas do Almagesto [5 p. 184],
a velocidade angular média por ano em anomalia da
Lua era:

wa7 ano = 88043/7//28///41////13/////55///////an0 (55)
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O que nos permite, utilizando @, 7 , e
, determinar a anomalia média da Lua na data da
observagao:

a=ap+ (wa, ano + wa, dia t+ wa, hora)

CAt=262°19'51"  [262°20'] (56)

Com o valor de Ago € com as equagoes e ,
obtemos o valor da equacao do centrum c(t) para a data:

ct) = 2 (265°43'15" — 187°31)

= 156°24'30 [156°26'] (57)
A partir de , , , e , obtemos os

resultados:

p(c) = (10;19, 8)cos(156°24'30")

+ \/(49;40, 52)% — (10;19,8)* sen2(156°24'30")
= 40;3,10 [40;4] (58)

(10;19,8) sen (156°24/30")
40;3,10) + (10; 19, 8)cos(156°24'30")

[7°40'] (59)
Substituindo e em , chegamos a:

a,(t) = (262°19'51") 4 (7°41'14")
= 270°1'5" [270°0'] (60)

q(c) = arctg [ (

= 7°41"14"

Considerando r = 5; 15, e substituindo e em
(50), podemos obter o valor da equacgdo de anomalia:

(5;15)sen (270°1'5")
405 3,10) + (5; 15)cos(270°1'5")

[7°26/] (61)

p(ow, c) = arctg 1
— 7°28'2"

Como vimos na equagao , existe uma relagdo
entre a longitude ecliptica verdadeira da Lua em um
determinado instante, A(t), a longitude média neste
instante, \(t), e a equagio de anomalia, p(ay,c), que
pode ser expressa de forma mais geral da seguinte
maneira:

At) = At) + plow, ©) (62)

Substituindo e em (62), encontramos a

longitude verdadeira da Lua na data da observacao:
A(t) = (265°43'15") 4 (7°28'2")
=273°11"17" [273°10'] (63)

Segundo dados obtidos a partir do software Stella-
rium [23], a longitude ecliptica verdadeira da Lua na
data e hora da medida de Ptolomeu era Aru, ~ 274°49’,
que é bem proximo ao valor obtido por ele.
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Orbita

Ecliptica

Figura 7: Inclinacdo da érbita da Lua em relacdo a ecliptica na
esfera celeste.

Uma vez resolvido o problema de encontrar a lon-
gitude ecliptica da Lua, Ptolomeu se debrugou sobre
o problema de determinar a sua latitude ecliptica.
Vamos analisar a Figura [7] que representa um esquema
simplificado da esfera celeste cujo centro C' coincide com
o centro da Terra. O ponto Y é o ponto vernal, 2 é o nds
ascendenteﬁ P ¢é a posicao real da Lua, P’ é a projecao
da posicao de P na ecliptica e (Q é um ponto sobre a
ecliptica cujo comprimento do segmento Q2 é igual ao
comprimento do segmento QP. O angulo i é a inclinacao
da érbita da Lua em relacdo a ecliptica, A, é a longitude
do n6 ascendente, Ay = QC P’ = QCP é o angulo entre
a posicao da Lua e o n6 ascendente em relagdo ao centro
da Terra que é o mesmo angulo entre o né ascendente
e a projecao da posicdo da Lua na ecliptica em relagao
ao centro da Terra. Além disso, 8 é a latitude ecliptica
da Lua.

Podemos escrever a seguinte relagao entre as longitu-
des A\g, A, e a longitude da Lua A:

A=A—An (64)

Onde A, pode ser obtido por computagdo a partir do
movimento angular retrégrado do né (cuja velocidade
angular é wq) e do intervalo de tempo em relagao a época
padrao, ou seja:

An(t) = An(to) + woAt (65)

A partir da regra de tridngulos esféricos [24, p. 54]
aplicada ao tridngulo retangulo AQPP’, obtemos:

sen § =sen i-sen \g (66)

No entanto, Ptolomeu nao utiliza o valor de Mg
diretamente nos seus calculos, mas sim o valor Ag, que

8 Ponto no qual a érbita da Lua cruza a ecliptica em trajetéria
ascendente.
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corresponde a longitude de um ponto que estd a 90° a
leste do n6 na orbita lunar, e que é, portanto, a longitude
do ponto sobre a Orbita que estd mais afastado, ou mais
ao norte, da ecliptica. Assim, também podemos escrever:

sen 3 =sen i-sen (Ag+ 90°) (67)

A longitude Mg corresponde & longitude verdadeira
da Lua quando se encontra no maximo afastamento da
ecliptica, o que tornava mais facil a determinacao de seu
valor e, consequentemente, do valor de A4.

Para determinar o valor da inclinagao da 6rbita lunar 4
em relacao a ecliptica, Ptolomeu fez observagoes da Lua,
a partir de Alexandria, numa data proxima ao solsticio
de verao e com a Lua perto de seu afastamento méximo
da ecliptica, pois

Na regiao desses pontos a latitude da Lua
permanece sensivelmente a mesma durante
um intervalo consideravel e, além disso, como
a Lua estd muito proxima do zénite no
paralelo através de Alexandria (no qual fi-
zemos nossas observagoes), sua posigao apa-
rente é aproximadamente igual a sua posicao
real. Em tais situacOes, verificou-se que a
distdncia do centro da Lua ao zénite era
sempre cerca de 2'/8°. Portanto, por este
método também a maior latitude da Lua em
ambos os lados da ecliptica mostra-se igual
a 5° [5l p. 247].

Dessa forma, com a Lua na sua aproximag¢ao maxima
do zénite (consequentemente passando pelo meridiano
local), os efeitos de paralaxe sdo despreziveis sendo,
portanto, sua posicao observada muito préxima de sua
posicao verdadeira. Essa situagdo é ilustrada na Figura
[l na qual Z representa o zénite do observador O, H é o
horizonte do mesmo observador e onde, segundo os dados
observacionais de Ptolomeu, z = 21/8° ~ 2°7’ é a distan-
cia zenital da Lua. Como a Lua se encontra préxima ao
meridiano, o arco formado neste instante entre o equador
e a ecliptica sobre o meridiano, corresponde exatamente
a obliquidade da ecliptica (sua inclinagdo em relagao
ao equador), cujo valor determinado por Ptolomeu na
época era € = 23°51’. Além disso, Ptolomeu utiliza o
valor ¢ = 30°58' para a latitude de Alexandria, o que
resulta em 8 = ¢ — e — z &= 5° como sendo a latitude
ecliptica méxima da Lua. A partir da esfera apresentada
na Figura[7] podemos perceber que essa latitude méxima
corresponde a inclinagdo da 6rbita da Lua em relagao a
ecliptica, de modo que i = Bna.x = 5°. Entao a latitude
a qualquer instante pode ser determinada através desse

resultado e da equacéo ou (67):
B = arcsen[sen (5°) - sen A\j]
= arcsen[sen (5°) - sen (Ag + 90°)] (68)

A longitude do né ascendente na época padrao
era Ap(tp) = 317°7" [19]. De modo que a longi-
tude do né A(n) pode ser obtida a partir de (52),
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Figura 8: Parametros lunares durante uma observac3o realizada
préxima ao solsticio de verdo.

(65) e do valor da velocidade angular do né, wq =
—0°3'10"41""15""26"""7""" /dia [8] em relag¢do ao ponto
vernal:

An(t) = 181°3'45"
Substituindo e em , obtemos:
[92°7'] (70)

[181°4] (69)

Ag = 92°7'15"

Que quando substituido em , resulta no valor da
latitude ecliptica da Lua na data:
B = 4°59'25" [4°59'] (71)

Com base no Stellarium [23], a latitude ecliptica da
Lua na hora e data da observagao era Sp.. ~ 5°18&,
que mais uma vez esta proximo ao resultado obtido por
Ptolomeu.

Dessa forma, a teoria lunar de Ptolomeu permitiu a ele
determinar a longitude ecliptica da Lua e, a partir dela, a
sua latitude ecliptica. De posse desse resultado e sabendo
que no instante da observacao a Lua estava proxima
da culminagéo, ou seja, préxima a uma passagem dela
pelo meridiano local, Ptolomeu conseguiu determinar
o angulo de paralaxe da Lua, como veremos na segdo
seguinte.

8. A Determinacgao da Paralaxe da Lua

No fim do capitulo V do Almagesto, Ptolomeu apresen-
tou sua discussao acerca da determinacao da paralaxe
lunar. Como vimos na segio[2} a paralaxe é um problema
que surge ao observar astros relativamente préximos
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Figura 9: A paralaxe da Lua.

a Terra, como é o caso da Lua, e que faz com que
a posicao dela seja ligeiramente diferente da posicao
real, ou da sua posi¢do em relacdo a um observador no
centro da Terra. Para compreender as observagoes de
Ptolomeu e seus cdlculos vamos considerar a Figura [0]
Nela temos dois observadores, O localizado no centro
da Terra e O’ localizado sobre a superficie do planeta.
Os dois observam a Lua no ponto P ao mesmo tempo.
A distancia entre o observador O’ e o centro da Lua é
D', e a distancia entre o centro da Terra (de raio rr) e
o centro da Lua é D. Enquanto a distdncia zenital z é
medida em relagao a O, z’ é medida pelo observador O’,
e as duas se relacionam com a paralaxe 7w pela equacgao:

m=2 -2 (72)
Assim, segundo [10, p. 233], podemos dizer que:

O modelo lunar fornece posicoes geocéntricas
da Lua que sdo independentes da localiza-
¢do do observador na superficie da Terra.
Assim, a diferenca entre a distancia zenital
observada e calculada da Lua em um circulo
vertical, ou seja, um grande circulo perpen-
dicular ao horizonte, é uma medida direta da
paralaxe lunar.

A observacdo de Ptolomeu se deu no dia 1 de outubro
de 135 EC, as 5h50min depois do meio-dia (mesma data
utilizada como exemplo na se¢do anterior). O angulo 2’
é medido diretamente por observacao e o valor obtido
por Ptolomeu foi:

7 = 50°55’ (73)

Ja o angulo z é determinado a partir da teoria lunar
de Ptolomeu, que utiliza apenas parametros geocén-
tricos. Na data e hora da observacao, a configuracao
da posicao P da Lua, da ecliptica S e do equador F,
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Z

0

Figura 10: Configuragcdo do céu durante a passagem da Lua
pelo meridiano local na data da observacio.

é mostrada na Figura A elongagéiﬂ da Lua era
ALua — Asol = 273°11717” — 185°28’ = 87°43/17", o que
nos permite encontrar a partir da tabela de declinagdo
do Almagesto [5, p. 72], que relaciona um arco sobre a
ecliptica com um arco sobre o meridiano, a declinagao do
ponto ecliptico 0 (ou seja, o &ngulo do arco formado entre
o ponto meridiano da ecliptica e o equador). Podemos
calcular os valores desta tabela a partir de trigonometria
esférica em um processo semelhante ao que nos levou a
equagcao , o que vai resultar em:

sen § = sen ¢ - sen (ALuya — Asol) (74)

E uma vez que conhecemos a elongacdo da Lua na
data e a obliquidade da ecliptica (¢ = 23°51"), podemos
obter o seguinte resultado:

d = arcsen [sen (23°51) - sen (87°43'17")]
= 23°49/48" [23°49'] (75)

Dessa forma, sendo a latitude local considerada por

Ptolomeu ¢ = 30°58’, e a partir de e , podemos

obter a distancia zenital verdadeira (ou geocéntrica) da
Lua:

2=+ 06— [ =49°48'23"

E substituindo e em , chegamos ao

angulo de paralaxe obtido por Ptolomeu:

[49°48')  (76)

T =1°'37"  [1°7] (77)

9 Angulo entre a posicio do Sol e a posicio da Lua.
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No entanto, este valor contém um erro significativo,
causado pelo valor errado da latitude local utilizada
por Ptolomeu (o valor correto seria ¢ = 31°13') e
por imprecisdes do instrumento que ele utilizou, sendo,
portanto, o valor correto igual a m = 0°44’ [14].

9. A Determinagao da Distancia da
Terra a Lua

Tendo obtido o dngulo de paralaxe 7, Ptolomeu foi capaz
de determinar a distancia entre o centro da Terra e
o centro da Lua no instante da medida (1 de outubro
de 135 EC, as 5h50min depois do meio-dia) em termos
do raio terrestre. Consideremos novamente a Figura [0
Aplicando a lei dos senos ao tridngulo A OPQ’, obtemos
o seguinte:

D _ rr (78)

sen m

sen 2z’

Onde D ¢ a distancia entre os centros da Terra e da
Lua e r1 o raio da Terra. Se substituirmos os valores de

e em 7 o resultado é a distancia da Terra a
Lua em termos do raio terrestre:
_sen (50°55")

= sen (1°6'377) T

=40;3,35 17 [39;45 r7] (79)

Mas, como vimos, esta distdncia também pode ser
obtida utilizando a equacao , do terceiro modelo
lunar, que, a partir do raio do epiciclo r = 5;15 e dos
parametros anteriormente calculados para a data, e

, resulta em:

b \/[(40; 3,10) + (5; 15)cos(270°1'5"))2

+[(5;15) sen(270°1'5"))2

= 40; 23,49 [40; 25] (80)

A distancia dada por foi calculada com base na
convencdo R = 60, sendo R o raio do deferente no
primeiro modelo lunar de Ptolomeu. Portanto, temos
agora uma forma de escrever todas as distdncias lunares
obtidas por Ptolomeu em termos do raio terrestre a
partir da seguinte relagao:

D(ry)  3%45 59
D(R=60) 40;25 60

(81)

Assim, a partir da relacao , podemos montar os
valores da Tabela [2, com os resultados das distancias
considerando R = 60 e em termos do raio da Terra r.

Utilizando o software Stellarium [23], podemos verifi-
car a distancia D na data da observacao de Ptolomeu, o
que nos leva ao valor D = 59;51 rp, com rp = 6371 km.
Este resultado difere do valor obtido por ele, pois o
angulo de paralaxe encontrado estava incorreto. Caso ti-
vesse encontrado o valor correto da paralaxe (m = 0°44'),
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Tabela 2: Distancias determinadas por Ptolomeu [5].

Distancias Considerando R = 60 Em termos de rr
r 5; 15 5; 10
e 10; 19 10; 8
r—e 49; 41 48; 52
Diax 65; 15 64; 10
Din 34; 7 33; 33

a distancia D encontrada seria muito mais préxima a
distancia obtida através do Stellarium. Além disso, as
distancias médias no perigeu e apogeu determinadas
por métodos modernos sao, respectivamente, Dy, =
56;55 17 € Dpax = 63;38 rp, 0 que corresponde a uma
variacao de aproximadamente 12%, muito menor que
a variagdo prevista na teoria lunar de Ptolomeu. Nem
mesmo as posicoes onde a Lua se encontraria no perigeu
e apogeu, que segundo Ptolomeu ocorreriam sempre nas
quadraturas e sizigias, respectivamente, foram previstas
de maneira correta.

10. Consideracgoes e Discussoes Finais

O uso de deferentes e epiciclos foi uma tentativa reali-
zada pelos astronomos mateméaticos da antiguidade de
manter valido o axioma platonico e, ao mesmo tempo,
explicar com precisdo a posicdo dos astros. A inclusdo
do equante e do excéntrico na teoria ptolomaica foi
realizada com o intuito de fazer ajustes mais precisos
nas posigoes do Sol, da Lua e dos planetas.

O Almagesto é, além de um livro que influenciou a
Astronomia por séculos, também um grande tratado
matematico de importancia e alcance semelhantes no
desenvolvimento posterior da Matematica de sua época
(de fato, o nome original da obra era, em latim, Syntaxis
Mathematica). Nele Ptolomeu realizou célculos trigono-
métricos e demonstragoes geométricas que formaram a
base da matematica de toda sua obra e influenciaram
astronomos-matematicos de muitas geragoes posteriores.
Utilizando o sistema de numeragao sexagesimal babilo-
nico e baseando seus cédlculos dos lados de tridngulos no
uso de arcos e cordas, ferramentas matematicas equiva-
lentes a fungoes trigonométricas elementares modernas,
Ptolomeu criou um complexo sistema matematico capaz
de explicar, até certa medida, a posicdo dos astros
no céu. Como exemplo, ao invés de utilizar a fungao
tangente (desconhecida na época), Ptolomeu aplicava o
teorema de Pitagoras para determinar o comprimento da
hipotenusa do tridngulo estudado. O fato de usar estas
ferramentas fez com que fossem necessarios um numero
maior de calculos e computacoes do que aquele que seria
necessario utilizando fungoes e identidades trigonométri-
cas, o que faz com que os modelos ptolomaicos se tornem
ainda mais dificeis de decifrar. No mundo Ocidental, a
utilizacdo de fungdes trigonométricas pelos astrénomos
s6 comegou a ocorrer a partir do século XV [9], sobre
influéncia da Matemaética e Astronomia dos drabes:
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[...] Quando os europeus voltaram a se
ocupar com a ciéncia, encontraram a astro-
nomia praticamente no mesmo estado em
que Ptolomeu a deixara no século II. Mas os
arabes colocaram uma ferramenta poderosa
em suas maos, transformando o calculo das
cordas de Ptolomeu no célculo dos senos ou
na trigonometria, e assim influenciaram o
avancgo da astronomia de uma maneira muito
importante [9, pp. 279-280].

Considerando que o principal objetivo do modelo
lunar ptolomaico era salvar as aparéncias das posi¢oes
da Lua, podemos dizer que a sua teoria foi razoavelmente
bem-sucedida durante um longo tempo. No entanto, em
relagdo a determinacgdo da sua distancia entre o centro
da Terra e o da Lua a teoria ptolomaica nao obteve
o mesmo éxito. Depois de Ptolomeu, outras tentativas
de determinar esta distancia foram realizadas, sendo
que, atualmente, o método mais preciso consiste em
determinar o intervalo de tempo entre a emissao de
um laser e recepcao do seu sinal refletido em espelhos
colocados na superficie da Lua pelas missdes Apolo [25],
no fim da década de 1960 e inicio da década de 1970.

Além da discrepancia na variacdo das distancias que
deveria resultar em uma alteragao muito maior no tama-
nho aparente da Lua, o sistema de epiciclos de Ptolomeu
tinha ainda outra obje¢ado, levantada por astrénomos
posteriores a ele. Segundo Aristételes [3, pp. 119-121],

[...] Como entdo nem o movimento de am-
bos [os astros e o céu inteiro] nem aquele
dos astros isoladamente revelam-se razoaveis,
s6 nos resta concluir pelo movimento dos
circulos e o repouso dos astros que, nao
possuindo movimento préprio, sdo movidos
com os circulos nos quais estdo fixamente
instalados. E a tinica forma de ndo acarretar
o irracional. [...] Por outro lado, outra coisa
que se evidencia é os astros nao executarem
um movimento de revolugao, posto que esta
implica necessariamente rotacao, ora, tudo o
que a Lua nos exibe é o que denominamos
face [grifos do autor].

Assim, Aristoteles acreditava que os astros nao pode-
riam ter um movimento préprio de rotagdo, sendo seu
movimento resultado apenas do movimento do circulo
no qual estava posto. Um exemplo disso era a Lua, que
sempre mantinha a mesma face voltada para a Terra, o
que podia ser inferido pela observacao de suas manchas,
e da mesma forma os planetas deveriam ter esta mesma
caracteristica [26]. Baseados nesta concepgdo aristoté-
lica, alguns dos sucessores de Ptolomeu acreditavam que
o uso de epiciclos era incompativel com o fato de a
Lua sempre mostrar a mesma face para a Terra, pois,
se a Lua era transportada por um epiciclo ela deveria
manter sua face sempre voltada para o centro deste,
o que faria com que apresentasse uma face diferente
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quando vista da Terra em posi¢oes diferentes no epiciclo.
No entanto, nenhuma das dificuldades levantadas contra
a teoria lunar foi considerada relevante por Ptolomeu,
visto que “ele considerava sua teoria simplesmente um
dispositivo para calcular a latitude e longitude da Lua,
e ndo um modelo fisico da realidade” [22} p. 75].

O sistema de epiciclos, equantes, deferentes e excén-
tricos foi tdo bem-sucedido em seu objetivo de descrever
os céus que dominou a astronomia matematica até o
tempo de Copérnico, tendo inclusive este utilizado um
sistema semelhante, porém sem o uso do equante, na
sua obra principal, As Revolugcées dos Orbes Celestes,
conhecida também pelo nome abreviado em latim, De
Revolutionibus [27]. O sistema ptolomaico se manteve
aceito por um longo periodo, sofrendo apenas algumas
pequenas corregoes em seus parametros no decorrer
dos anos pois, como o seu sistema nao estava correto,
com o tempo ele foi se degenerando, fazendo com que
se tornasse necessario recalcular a velocidade angular
média dos astros, a posicdo do excéntrico, o tamanho
do deferente e do epiciclo etc., de forma a permitir que o
modelo ainda funcionasse. As dificuldades encontradas
por Ptolomeu para descrever o movimento da Lua s6
seriam justificadas a partir da inser¢do da dindmica
do movimento dos corpos na Astronomia, através do
trabalho de Isaac Newton, onde ficou claro que a Lua
tinha um movimento tao dificil de ser entendido, quando
comparado aos dos planetas, porque ela estd sobre
forte influéncia gravitacional de dois corpos, a Terra
e 0 Sol, enquanto os planetas sofrem influéncia quase
inteiramente apenas do Sol [20].

Os modelos mateméticos de Ptolomeu tiveram grande
impacto na Astronomia durante os séculos que se se-
guiram & escrita do Almagesto, sendo utilizados por
astronomos Arabes e medievais, e considerados a grande
referéncia em astronomia matematica até a aceitacao da
teoria de Copérnico, que no De Revolutionibus apresenta
e critica o modelo ptolomaico. Apenas a partir das
observagoes telescopicas de Galileu e da descoberta das
leis de Kepler é que o sistema ptolomaico se tornou
insustentavel, pois nao conseguia explicar de forma
satisfatoria muitas das novas observacbes que estavam
sendo realizadas, como foi o caso das fases de Vénus,
nem ser tao preciso quanto era o modelo kepleriano de
orbitas elipticas.
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