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Neste artigo descrevemos uma das plataformas mais promissoras para a constru¢do de um computador quantico
universal, que consiste em uma cadeia de N ions aprisionados em um potencial harmonico, cujos estados internos
funcionam como qubits e sdo acoplados a modos vibracionais coletivos da cadeia. A partir de tal acoplamento, é
possivel construir interagdes entre diferentes ions, isto é, interagdes qubit-qubit que, juntamente com operagoes
individuais sobre os ions, permitem construir um computador quintico como primeiramente proposto por Cirac
e Zoller na década de 90 [Phys. Rev. Lett. 74, 4091 (1995)]. Aqui discutimos desde a fisica envolvida no
aprisionamento de fons em armadilhas eletromagnéticas até a engenharia de hamiltonianos necessaria para gerar
um conjunto universal de portas logicas, fundamental para a execucdo de algoritmos quanticos mais complexos.
Por 1ltimo, apresentamos o atual estado da arte da computacdo quantica em sistemas de ions aprisionados,
destacando os recentes avangos obtidos por empresas e projetos governamentais que utilizam tal arquitetura,

como TonQ e AQTION.

Palavras-chave: Computacio quntica, fons aprisionados, Algoritmos quanticos.

In this paper we describe one of the most promising platforms for the construction of a universal quantum
computer, which consists of a chain of IV ions trapped in a harmonic potential, whose internal states work out as
qubits, and are coupled to collective vibrational modes of the chain. From such coupling, it is possible to build
interactions between different ions of the chain, that is, qubit-qubit interactions that, together with individual
operations on the ions, allow building a quantum computer as first proposed by Cirac and Zoller in the 1990s
[Phys. Rev. Lett. 74, 4091 (1995)]. Here we discuss from the physics involved in trapping ions in electromagnetic
potentials to the Hamiltonian engineering needed to generate a universal set of logic gates, fundamental for the
execution of more complex quantum algorithms. Finally, we present the current state of the art of quantum
computing in trapped ion systems, highlighting recent advances made by companies and government projects

that use such architecture, such as IonQQ and AQTION.

Keywords: Quantum computation, Trapped ions, Quantum algorithms.

1. Introducao

O principio da superposicdo encontra-se na origem de
uma série de atributos e propriedades de estados quanti-
cos, essenciais na descricao de sistemas fisicos. Entre suas
mais notaveis consequéncias, decorrem os fendomenos de
coeréncia [I] e emaranhamento [2], ambos fundamentais
para o entendimento da natureza de propriedades nao-
cldssicas e suas aplicagbes para o desenvolvimento de
novas tecnologias, empregadas, por exemplo, & compu-
tagdo e ao processamento de informacao [3]. Tem sido
demonstrado que, a partir desses fendmenos, maquinas
que operam sob as leis da Mecéanica Quéantica podem
executar cdlculos de forma mais eficiente do que aquelas
que operam sob as leis da Mecanica Classica [4], o que
possibilita um ganho substancial de poder computacio-
nal na realizagio de determinadas tarefas [5]. A extensédo
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do poder computacional dessas novas maquinas, denomi-
nadas computadores quanticos, depende da tarefa que se
quer realizar e pode se traduzir em ganhos exponenciais
no tempo de processamento [6] ou até mesmo na reso-
lucdo de problemas que nao poderiam ser resolvidos em
tempo habil pelos mais potentes supercomputadores da
atualidade [7].

Em geral, computadores quanticos sdo construidos de
forma que sejam programaveis em um entre os diferen-
tes possiveis modelos de computacao quintica [§]. Em
especifico, considerando o modelo de portas logicas em
variaveis discretas, um computador quantico é uma rede
de sistemas cujas dindmicas sdo restritas a dois niveis.
Individualmente, cada sistema é denominado qubit, a
unidade basica de memoéria da computagdo quantica na
qual a informacao é alocada e manipulada.

Os qubits diferem dos bits cldssicos no seguinte
aspecto: enquanto um bit apresenta comportamento
estritamente deterministico, dado por um estado bem
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definido, 0 ou 1, o comportamento de um qubit tem cara-
ter probabilistico, podendo se apresentar nos estados |0)
ou |1), que formam a base computacional da computagao
quantica, ou em superposi¢oes normalizadas destes [9].
No modelo de computacao considerado, a manipulacao
da informagao alocada nos qubits é realizada via apli-
cagdo de portas légicas quénticas, que s@o interagdes
aplicadas com o objetivo de rotacionar ou emaranhar
os estados dos qubits [10]. A engenharia por trds dessas
interagoes e o mapeamento dos autoestados na base
computacional sdo questoes inevitavelmente ligadas a
natureza dos sistemas que constituem o computador
quéntico [1I].

Ao longo das tltimas décadas, diferentes sistemas
fisicos foram considerados para a implementacao de
computagao quantica [IT],[12]. Entre os que se mostraram
mais apropriados, isto é, aqueles em que se obteve
maior grau de controle da dindmica do sistema, estao
os sistemas baseados em foténica [13], em circuitos su-
percondutores [I4] e em fons aprisionados [I5HIT7], cada
qual com suas particularidades. Em ions aprisionados, a
primeira proposta de um computador quantico escalavel
foi feita por Cirac e Zoller [18], que idealizaram um
sistema composto por uma cadeia linear de N {ons
confinados em uma armadilha de potencial aproxima-
damente harmodnico, na qual os estados dos qubits
sao manipulados via aplicacdo de pulsos de laser, que
acoplam os estados internos dos ions aos modos coletivos
de movimento da cadeia [I9 20]. Atualmente, com o
investimento financeiro de empresas como a IonQ [21]
e a AQT [22] e de projetos governamentais como o
AQTION |[23], arquiteturas inspiradas na proposta ini-
cial feita por Cirac e Zoller tém apresentado crescente
sucesso comercial e novos avangos tecnolégicos. Em vista
disso, o intuito desse artigo é expor de forma didatica a
implementacao de computacao quantica em sistemas de
ions aprisionados, discutindo alguns dos mais fundamen-
tais resultados alcancados até o momento.

Este artigo estd organizado da seguinte forma: Na
Segao 2] discutimos o armadilhamento de um tnico fon
em uma armadilha de Paul, onde tratamos as equagoes
classicas de movimento a fim de derivar o hamiltoniano
do movimento de um tnico ion em uma armadilha. Na
Secdo [3| consideramos dois diferentes esquemas quanto
a escolha do par de estados dentre os niveis internos dos
ions que serdo mapeados nos estados |0) e |1), adotando
o modelo matematicamente mais simples para as se¢oes
seguintes. Na Se¢ao[4] consideramos um fon aprisionado
interagindo com um pulso de laser ressonante ou quase-
ressonante a apenas uma transicdo atomica tal que a
dindmica do fon esteja de fato restrita a um sistema de
dois niveis. Discutimos também a engenharia necessaria
para construir diferentes interacoes que permitem con-
trolar a dindmica do sistema. Na Secéo [5] consideramos
o sistema escaldvel (e portanto mais interessante para
computacdo quintica) de uma cadeia linear de N {ons
submetidos a um potencial harmoénico, onde os ions
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da cadeia interagem entre si via repulsao coloumbiana.
Na Se¢do [0} construimos um conjunto de operagoes
elementares que podem ser aplicadas nos ions da cadeia
tal que quaisquer outras operac¢des unitarias possam
ser decompostas em termos destas, o que é essencial
para a implementacdo de algoritmos quénticos. Na
Secao [7} demonstramos como as interagdes previamente
construidas podem ser utilizadas para a implementacao
do algoritmo de teletransporte quéantico. Na Secdo [§]
discutimos o atual estado da arte dos computadores
quanticos baseados em ions aprisionados. E, por fim, na
Secao [0 apresentamos nossas conclusdes.

2. Armadilhas de Ions

Armadilhas capazes de confinar ions em uma regiao do
espago sao essenciais para a implementacdo de com-
putacao quantica em plataformas de ions aprisionados.
Nesse sentido, as formas mais conhecidas de armadilhar
ions sao as armadilhas de Penning e as armadilhas
de Paul, resultados dos trabalhos independentes dos
fisicos Hans Dehmelt [24, 25] e Wolfgang Paul [26],
que dividiram o prémio Nobel de Fisica de 1989 pelo
desenvolvimento das técnicas de armadilhamento utili-
zadas até os dias atuais [27]. Armadilhas de Penning
utilizam campos eletrostaticos e magnéticos para tal fim
enquanto armadilhas de Paul utilizam apenas campos
elétricos — estaticos e oscilantes. Dada sua crescente
popularidade em trabalhos de computacao quéntica,
o confinamento de ions em uma armadilha de Paul
serd o objeto de estudo dessa segdo. Posteriormente,
trataremos o problema do confinamento de uma cadeia
linear de NN ions em uma armadilha, mas, por ora,
dedicaremos nossos esforgcos ao armadilhamento de um
unico fon. Para isso, consideraremos o potencial elétrico
parcialmente dependente do tempo [28]

U U 2
O(Z,t) = 5 E it + ) cos(wyst) E ax?, (1)
i=1 i=1

onde (z1,x2,23) = (x,y,2) denotam as coordenadas
cartesianas, U (U’ ) denota a intensidade do potencial
independente (dependente) do tempo com dimensdo
apropriada e as constantes «; e &; sao paradmetros
geométricos da armadilha. Estamos supondo que a
frequéncia do campo oscilante, w.f, estd na faixa das
radiofrequéncias.

Como discutido nos cursos basicos de eletromagne-
tismo [29], o potencial elétrico deve satisfazer & equagio
de Laplace,

V20 (Z,t) = 0, (2)

0 que implica que o confinamento do ion na armadilha
é dindmico, uma vez que nao existe ponto de minimo
global no potencial, apenas pontos de sela. Além disso,
a equacao de Laplace gera restrigoes aos valores dos
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parametros geométricos, isto €,

ar+as+az =0,
(3)

&1+ +as =0,

sendo possivel, portanto, construir armadilhas com dife-
rentes configuragoes geométricas, dependendo da escolha
dos pardmetros a; e &;.

Como o potencial é separavel em coordenadas cartesi-
anas, o tratamento das equacoes classicas de movimento
se resume a determinar a trajetéria do fon sob a acao
da forca gerada pelo potencial elétrico em uma direcéo
e generalizar o resultado para as demais. Assim, para a
direcdo axial, temos a equagao diferencial ordinaria

d2 Z .
d—tf - —%[U&m + Udy cos(wrr))z, (4)

onde Z é o grau de ionizac¢ao do dtomo (diferenga entre
o nimero de elétrons e o ntimero de prétons), m é a
massa do fon e e é a carga eletronica. Introduzindo os
parametros

¢ Wyl 4Ze|Ua, 2Z|e|(~]6¢x (5)
= Ga=——35— G=—""—3,
2’ mw? 4 mw?
a equacao pode ser escrita como
d%z
et [az — 2¢, cos(28)]z = 0, (6)

que é conhecida como equacao diferencial de Mathieu
e possui solugdes conhecidas [30]. No regime em que
az,q> < 1 [28], é possivel demonstrar que

x(t) = Acos(vyt) {1 - %‘T COS(ert):|7 (7)

onde A é a amplitude de oscilagdo do ion na armadilha e

4 wee
ax—l—z 5 (8)

Vg =
As expressoes acima descrevem o movimento do fon
na dire¢ao axial: oscilagdoes harmoénicas de frequéncia v,
(movimento secular ou macromovimento) sobrepostas
por oscilagoes de menor amplitude e maior frequén-
cia (micromovimento). Como mostra a Figura |1} para
frequéncias do potencial oscilatério suficientemente al-
tas, na faixa das radiofrequéncias, o micromovimento
pode ser desprezado, aproximando a trajetéria do ion
na armadilha para um movimento harmoénico na direcao
axial, o que justifica a decisdo de denotar a frequéncia
do potencial oscilatério como wys desde o inicio.
Desta forma, no limite de altas frequéncias, a hamilto-
niana do movimento do ion em uma dimensao é dada por
Hy = 2y 2, 9
m = o YT (9)

isto é, a hamiltoniana do oscilador harmoénico livre.
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Figura 1: Gréafico da posicdo do ion em funcdo do tempo
para valores de (a) wyy = 0,1 GHz e (b) wys = 0,5 GHz, no
regime da equacdo , com g, = 0.17, v, = 8.9 MHz. Pode-
se perceber que, para valores de wys suficientemente grandes,
como ocorre em (b), o movimento do ion se aproxima de um
movimento harménico, sendo ent3o possivel desprezar o termo
de micromovimento, representado pela visivel deformacao em
relagdo ao movimento harménico nos picos e vales de (a), no
limite de altas frequéncias.

Quanticamente, ainda no limite de altas frequéncias, é
possivel aproximar o hamiltoniano do movimento do ion
em uma dimensao para o hamiltoniano de um oscilador
harmoénico de frequéncia v,, trocando a coordenada x
e o momento p pelos operadores & e p, que satisfa-
zem a relagio de comutacdo [#,p] = ih. Para isso,
a dependéncia temporal do potencial elétrico pode ser
considerada uma perturbacdo cujos efeitos, no regime
em consideragdo, ndo alterardo significativamente os
autoestados do hamiltoniano do oscilador harmonico.

3. Escolha dos Niveis Internos dos Ions

Em arquiteturas de ions aprisionados, as interacdes que
permitem manipular a informacdo alocada nos qubits
sao construidas de acordo com a teoria da interacgao
radiagdo-matéria [31], [32], aplicando-se pulsos de laser
com frequéncias ressonantes ou quase-ressonantes a ape-
nas uma transicao atémica do ion, tal que todos os outros
niveis possam ser desprezados, permitindo assim que
os dois estados internos da transicao selecionada sejam
mapeados na base computacional, isto é, reconhecidos
como [0) e |1). A escolha de quais niveis internos
devem ser mapeados na base computacional é feita
considerando a paridade das funcoes de onda desses
estados, que influenciam na engenharia por tras das
interagdes que sdo aplicadas ao sistema [33], conforme
serd explicitado nas préoximas segoes.

Existem dois principais esquemas para a escolha dos
niveis internos [20]: No primeiro, conceitualmente mais
simples, os niveis internos sdo escolhidos tal que as
fungoes de onda associadas aos estados tenham pari-
dades distintas. No segundo, experimentalmente mais
complexo, os niveis internos possuem a mesma paridade,
mas um terceiro nivel de paridade distinta deve ser
usado para intermediar a interacdo entre os estados da
base computacional. O nivel intermediario, em geral um
estado de tempo de vida curto, é utilizado para levar
o ion rapidamente para o nivel desejado inicialmente,
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Figura 2: Diagrama dos niveis de energia segundo o esquema de
(a) dois niveis e (b) trés niveis. Em (a), os estados |0) e |1) tém
paridades distintas. Em (b), os estados |0) e |1) tém paridades
iguais e é portanto necessario introduzir um estado intermediario
(com paridade distinta), em geral de tempo de vida curto, para
intermediar a dindmica entre os estados da base computacional.

que é escolhido para ser um estado com tempo de
vida mais longo. Uma grande dessintonia entre o nivel
intermediario e os niveis fundamentais faz com que ele
nao seja efetivamente populado, resultando assim em
uma interacdo efetiva que envolve somente os niveis
fundamentais e, consequentemente, se comportando de
forma equivalente a um sistema de dois niveis. Dessa
forma, daqui para frente toda discussdo considerara
os fons como sistema de dois niveis, por simplicidade.
Ambos os esquemas estao representadas na Figura

4. Hamiltoniano de um Unico Ion
Aprisionado

O grau de sucesso na implementacio de computacio
quantica em sistemas fisicos reais depende do controle
que se pode obter sobre a dindmica do sistema. Cada
sistema fisico tem métodos préprios a partir dos quais
é possivel gerar interacdes que permitem controlar sua
dindmica. Em plataformas de ions aprisionados, o con-
trole dos estados que descrevem o sistema é realizado
através da aplicacdo de pulsos de laser em frequéncias
especificas. Para uma discussdo mais profunda, esta
secdo tem como objetivo derivar o hamiltoniano de
um unico ion aprisionado em uma armadilha de Paul
interagindo com um pulso de laser e, a partir deste
hamiltoniano, construir as interacdes elementares que
permitem controlar a dindmica do sistema.
O hamiltoniano a ser derivado é dado por

H=H,,+H,+V, (10)

onde H,, é o hamiltoniano do movimento do fon apri-
sionado na armadilha, H, é o hamiltoniano do &tomo
ionizado e VI é o potencial de interacao entre o ion e o
feixe aplicado. Nas proximas subsegdes, vamos deduzir
expressoes para esses hamiltonianos, quantizando dife-
rentes aspectos do sistema.

4.1. Quantizacdo do movimento do ion

Como discutido, o movimento axial do fon na armadilha
é aproximadamente descrito pelo hamiltoniano do os-
cilador harmonico unidimensional, podendo o resultado
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ser generalizado para as demais dimensoes. Desse modo,
podemos descrever quanticamente o movimento do ion
trocando-se as varidveis de coordenada e de momento
pelos respectivos operadores & e p de um oscilador
harménico. Por conveniéncia, também definimos os ope-

radores
mvy, [ . T
Gy = 11
b=y (4 -p),
at = [ (o L 5 11b
=5 (4= op). ()

respectivamente chamados de operadores de aniquilagao
e criagdo do modo vibracional (axial). A fim de néo
sobrecarregar a notagdo, o subscrito da frequéncia se-
cular e dos operadores de criagao e aniquilagao do modo
serao omitidos daqui em diante, estando claro que em
todo momento nos referimos aos operadores e frequéncia
secular do modo axial. Da relacdo de comutagao entre &
e P, é possivel mostrar que |a, fﬂ] =1.

Invertendo as equagoes (|11a)) e , pode-se mostrar
que

h

- /\T N

z 2my(a +a), (12a)
h

=i - ), (12b)

tal que, substituindo na versao quantizada da equacao
@, obtemos

. 1
H,, = hw <a a+2), (13)

isto é, o hamiltoniano do movimento do ion em termos
dos operadores de criacado e aniquilagdo, cujos significa-
dos fisicos serdo discutidos a seguir.

As definicoes de @ e a' evidenciam a ndo-hermiticidade
de tais operadores, mas o produto a'é é hermitiano e é
util definir o operador niimero do modo vibracional,

A~

N =a'a, (14)
cuja equagao de autovalores e autovetores é dada por
Nn) =n|n), (15)

onde n assume apenas inteiros ndo-negativos [34]. Como
{Hm, N ] =0, H,, e N compartilham uma base comum

de autoestados [35]. Desta forma, o conjunto dos au-
toestados do operador ntimero forma também a base de
autovetores do hamiltoniano do movimento do ion, sendo
chamados de estados de Fock ou estados de ntimero do
modo.

As atuacbes dos operadores @ e a' nos estados de
Fock sdo — como esperado do tratamento do oscilador
harmoénico quéantico — dadas por

aln) =+vnin—1), (16a)
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aln) =vn+1n+1),

de tal forma que aplicar o operador de criagao (aniquila-
¢a0) no estado de nimero |n) gera um estado de nimero
acrescido (diminuido) em uma unidade, criando (ani-
quilando) uma excita¢do no modo vibracional, i.e., um
fonon. Os estados de de niimero, portanto, determinam
a quantidade de fénons no modo.

Por fim, realocando o zero de energia na equagao ,
obtemos

(16b)

H,, = hva'a (17)
como sendo o hamiltoniano do movimento do ion em
uma armadilha harménica. O resultado pode ser gene-
ralizado para as demais dimensoes, quando necessario.

4.2. Quantizacao da matéria

Supondo que o pulso de laser aplicado é ressonante ou
quase-ressonante com apenas uma transicdo atomica,
é possivel considerar os estados do ion como restritos
a dois niveis de energia, desprezando a interagdo com
todos os demais niveis, o que é de certo fundamental
para o mapeamento dos estados internos na base com-
putacional. Consideremos, dessa forma, os estados |g) e
le), que representam os estados da base computacional
definidos anteriormente |0) e |1)[T] com energia E, e E.,
respectivamente. Assim, o hamiltoniano do 4tomo na
base de autoestados é dado por

A

H, =101 = Eg|g)g| + Ec le)el, (18)

sendo 1 o operador identidade, tal que, a partir da
representagao matricial dos estados,

0= (3). 9=(g).

obtemos a forma matricial de H,,

N E. 0
Ha - ( 0 Eg) ) (20)

que pode ser escrita como
. 1 ~ 1
A, = 5(By+ B+ (B~ B (21)

onde 6, é uma das matrizes de Pauli, introduzidas no
Apéndice A.

Definindo wy = we —wy como a frequéncia de transi¢ao
entre o estado fundamental e o estado excitado do atomo
e realocando convenientemente o zero de energia do
hamiltoniano, obtemos

o hw
H, = 70” (22)

como sendo o hamiltoniano do atomo ionizado.

I Em textos de Mecanica Quéantica, a notagio |g) e |e) é
amplamente utilizada. J& em textos de Computagiao Quéantica,
em um andlogo da Computagdo Cléssica, a notacdo |0) e |1) é
a notac¢do usual. Aqui, usaremos ambas as notagoes, dependendo
do contexto, podendo os estados ser diretamente mapeados, isto
é, |g) «—10) e |e) «— |1).
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4.3. Quantizacgao da interacgao entre os graus
internos e externos do ion

Restringindo o comprimento de onda do laser para
valores muito maiores que as dimensbes do fon, o aco-
plamento com o campo elétrico gera um dipolo elétrico
induzido, cujo potencial de interacdo com o campo é
dado por [36]

Vi =—-d-E, (23)

onde d é o operador de dipolo elétrico e E o campo
elétrico do laser no dipolo. Na base de autoestados, o
operador de dipolo elétrico é dado por

d= Y di i)l (24)
1,j=g,e

onde os elementos
diy = Gy = el [ i) v v, dr, (25)

sao comumente chamados de transi¢oes de dipolo, uma
vez que estao associados as transigdes do estado |j) para
o |#), que podem ser permitidas (diferentes de zero)
ou proibidas (iguais a zero) dependendo da paridade
das funcées de onda ;(r) e 9,(r), como mostra a
equagao .

Assumindo que as fungoes de onda dos estados eletro-
nicos sejam fungoes de paridades distintas, obtemos

Vi = ~(dyet + duyty) - . (26)
onde 6 = |gXe| e 6+ = |e)Xg|, como discutido no

Apéndice A. Para campos elétricos propagantes, pode-
mos aproximé-los por ondas planas e, portanto, podemos
escrever

Vi = —(dgedy +dego_) - Eg(e! Tt 4 pe),
(27)

onde Eg é a amplitude vetorial do campo, k é seu o vetor
de onda, w é a sua frequéncia de oscilagado e ¢ é a fase
da onda. h.c. representa o hermitiano conjugado.
Assumindo que o elemento de matriz dg. é realﬂ
podemos definir a constante de acoplamento atomo-
campo,
Q e

9= ﬁ<9|f‘|€>'Eo7 (28)

que descreve a intensidade de acoplamento entre a
transicao atdmica (entre os niveis eletrénicos) e o campo.
Dessa forma, em termos da constante de acoplamento,
podemos escrever

~ (9) P
U= "o+ o) T L he)  (29)

como sendo o potencial de interacao atomo-campo.

2 Segundo D. Wineland et al. [28], é sempre possivel escolher uma
convencao no qual o elemento da matriz de dipolo elétrico é real.
Isso é possivel pois a fase geral (que governa a evolugdo do sistema)
é composta pela soma da fase que vem das fung¢des de onda e
a fase do campo externo (que é perfeitamente controldvel). Um
tratamento alternativo é feito em [37].
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4.4. Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Os resultados anteriores conduzem ao hamiltoniano total
do sistema na representacdo de Schrodinger,

H=tvata+ 70&2 + 5 (64 +5-) (et =wtd) L c).

O hamiltoniano de Rabi, como é conhecida a equacgao
acima, possui solugoes analiticas sofisticadas [38] [39].
E possivel, entretanto, encontrar solu¢des mais simples
para um problema aproximado. Esta aproximagao con-
siste em analisar a evolucao temporal do hamiltoniano
de Rabi e descartar os termos que oscilam mais rapida-
mente. A ideia é que, na média, os termos que oscilam
de forma mais lenta dominam a dindmica do sistema.
Para seguir o procedimento, entretanto, é necessario
reescrever o hamiltoniano de Rabi na representagao de
interacao.

A representacdo de interacdo é uma representacio
intermediaria entre as representaces de Schrodinger e
Heisenberg [35]. Na representagdo de interagdo, tanto os
estados do sistema quanto os operadores lineares que
atuam sobre esses estados possuem dependéncia tem-
poral. A representacido de interacdo pode ser utilizada
sempre que o hamiltoniano do sistema puder ser escrito
como a soma de dois termos

ﬁ:ﬁo—‘rﬁl, (30)

onde, tipicamente, a separacdo dos termos é feita de
forma que os termos mais simples do hamiltoniano
total — aqueles cujas dindmicas sdo conhecidas — sejam
incluidos em H, enquanto que os termos mais compli-
cados — cujas dindmicas ainda desconhecemos — sejam
inclufdos em H;. Em geral, os termos no ultimo hamil-
toniano descrevem a interacgao entre dois sistemas cujos
hamiltonianos sao incluidos em ﬁo, conhecidos como a
parte livre do sistema.

Os estados na representagdo de Schrédinger sdo co-
nectados com os estados na representacao de interacao
através da transformacao,

(), = U4 [0 (1) g = e (1) g, (31)

enquanto a conexao entre os operadores das diferentes
representacoes é dada por

Al(t) _ eiﬁot/hﬁse—iﬁot/ﬁ’ (32)

onde os elementos da representagdo de Schrodinger
(Interagao) sao representados pelo subscrito S ().
Relacionando os elementos de ambas as descrigoes,
podemos derivar a equacao que descreve a evolucao dos
estados na representacdo de interacdo. De fato, com
algumas manipulacoes algébricas, invertendo a equagao
e substituindo na equagdo de Schrédinger, obtemos

(0010 ~ ) (o, = in 2N (g
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que, levando em conta a evolucdo dos operadores na re-
presentagio de interagao, equacao (32)), pode ser escrito
como

- L O)Y(t

i) Iy, = A (34)
que é o andlogo da equagdo de Schrodinger na repre-
sentacao de interagao desde que o hamiltoniano H =
Hy + H; seja representado por

H =00, (35)

na representagao de interacao.

Dessa forma, a partir da equacao , com Hy = H,+
H,, eH = 171, o hamiltoniano de Rabi na representacao
de interacao fica dado por

=",

2 + o (p){e A Oettdl 4 p e,

(36)
onde 1 = kcos0+/h/2mv é denominado o pardmetro de
Lamb-Dicke, sendo # o d&ngulo entre a direcao do laser e
a dire¢do do movimento do fon na armadilha. A evolugdo
dos operadores presentes no hamiltoniano de Rabi é dada
por

<

at(t) = ate™, (t) = ae™™, (37)

(3'+ (t) _ 6’+6iw°t, & (t) (3'_677@0757 (38)

como ¢é possivel demonstrar pelo lema de Baker-

Campbell-Haussdorff' [40] a partir da equacao (32)).
Introduzindo o operador 4 = n(ae~"*+afe™?) apenas

com o intuito de simplificar a notacdo, podemos escrever

N hQ e RN
H= 7(6+e_“5t61("’+¢) + 6t L he), (39)
onde definimos § = w —wyp e @ = w + wy. Na

aproximagdo de onda girante, os termos que oscilam
mais rapidamente — as exponenciais com frequéncia w —
podem ser descartados, o que nos permite escrever

. hQ IS

Hjyc = ?(6+6715t62(7+¢) + h.c.), (40)
que ¢é conhecido como hamiltoniano de Jaynes-
Cummings semiclassico.

4.5. Interacoes elementares

No desenvolvimento do hamiltoniano de Jaynes-
Cummings semicléassico, o parametro de Lamb-Dicke,
n = kcosf\/h/2mv, foi introduzido. Este pardmetro
quantifica a amplitude das oscilagées do ion na arma-
dilha quando comparado com o comprimento de onda
da radiagdo aplicada [28]. Um regime muito ttil é o
regime de Lamb-Dicke, no qual n <« 1, ou seja, a
amplitude de oscilagdo é muito pequena se comparada
com o comprimento de onda do laser aplicado. Sob estas
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condicoes, expandindo a exponencial até primeira ordem
e desprezando termos de ordens superiores, temos

N [119] ; ; ;
Hip= 7{6_‘_[1 +in(ae” " + dTeWt)]el(qb_&) + h.c.},

que nos permite estudar as possiveis interacdes que
podem ser construidas alterando-se a frequéncia do pulso
de laser aplicado, acoplando os niveis internos aos niveis
externos (de vibragdo). A natureza dos operadores gera
diferentes frequéncias de transicdo para cada possivel
interagao entre ion e luz que sao, em geral, denominadas
frequéncias de Rabi [41].

Para § = 0, caso em que a frequéncia do laser aplicado
é ressonante com a frequéncia de transi¢ao entre os niveis
internos, temos

H= ?(@ew +6_ e, (41)
onde a aproximacao de onda girante foi aplicada, nesse
caso por conta de assumirmos v > 7f), permitindo
assim desprezar os termos proporcionais as exponenciais
temporais em H .b- A interacdo com o campo ressonante
induz transigoes do tipo |g,n) +— |e,n) com frequéncia
de Rabi €2, alterando o estado interno sem modificar o es-
tado vibracional do modo. Essa interacdo é denominada
interagao de campo ressonante (carrier interaction).

Para § = —v, o caso em que a frequéncia do laser
aplicado é dada por w = wy — v, temos
~ hQ , ,
H= 777(aa—+.el¢ +a'e_e™), (42)

onde a aproximagdo de onda girante foi aplicada (as-
sumindo entdo v > ). A interagdo induz transi¢oes
do tipo |g,n) <— le,n —1) com frequéncia de Rabi
Qo1 = OQny/n. Esse hamiltoniano é conhecido como
primeiro desvio para o vermelho (first red sideband
interaction) e produz interagbes nas quais o estado
interno é excitado ao custo da aniquilagdo de um fénon
no modo vibracional do ion, ou o estado interno é de-
excitado ao custo da criagdo de um fonon no modo
vibracional do fon.
Para 0 = v, entdao w = wy + v, e portanto,

N 19) , ,
H= 7n(aT Gye'? 4 ag_e?), (43)

onde a aproximagio de onda girante foi aplicada (nova-
mente assumindo v > Q) . A interagdo induz transigoes
do tipo |g,n) <— le,n+1) com frequéncia de Rabi
Qpnt1 = Onyvn+ 1. Esse hamiltoniano é conhecido
como primeiro desvio para o azul (first blue sideband
interaction) e produz interagoes nas quais tanto o estado
interno quanto o estado externo do fon sofrem excitagoes
ou de-excitagoes.

As interacoes construidas acima — nomeadamente,
interagao de campo ressonante, primeiro desvio para o
vermelho e primeiro desvio para o azul — podem ser
usadas para aplicar portas légicas (nesse caso, rotagoes)
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sobre os estados internos de um tnico fon aprisionado
por intermédio das matrizes 64 e 6_, bem como de
suas possiveis combinagoes. A engenharia de interagoes
por tras das portas logicas serd discutida na Segdo [6]
apo6s estudarmos as interacdes que podem ser geradas
em uma cadeia linear de N ions, isto é, um sistema de
ions aprisionados que seja escalavel e mais apropriado
para implementacao de computagdo quantica.

5. Hamiltoniano de Muitos Ions
Aprisionados

Processar informacgoes e resolver problemas complexos
de forma rapida e eficiente é um dos grandes desafios da
computacdo quantica. Um importante (mas nao tnico)
aspecto acerca da capacidade de resolver problemas
de um computador quintico é o nimero de qubits
disponiveis para a implementacdo de algoritmos [3]. Em
geral, problemas de interesse tecnologico e industrial
demandam um alto niimero de qubits, principalmente
quando sao considerados protocolos de corre¢cdo de er-
ros [42]. H&, portanto, uma preocupacao em desenvolver
computadores quanticos que sejam escalaveis, isto é, que
possam suportar um nimero progressivamente maior de
qubits. Em plataformas de fons aprisionados, uma das
formas de desenvolver computadores quénticos escala-
veis é obter o controle da dindmica de uma cadeia de N
ions, onde cada ion representa um qubit no qual se pode
alocar e processar informacao. Nesta se¢ao, discutiremos
a dindmica de uma cadeia linear de IV ions e as possiveis
interagbes que se pode gerar em um sistema como este,
o que de certo modo representa um passo essencial para
a caracterizacao de sistemas de fons aprisionados como
arquitetura viavel para implementacao de computacao
quantica.

Para isso, consideraremos uma cadeia de ions aprisio-
nados em uma armadilha de Paul na qual o movimento
dos ions é harmoénico na direcdo axial e fortemente
limitado (a ponto de ser negligencidvel) nas demais
dire¢oes. Em uma configuragdo como esta, a repulsdo
coloumbiana entre os fons tem um importante papel,
uma vez que o movimento de cada ion da cadeia
influencia o movimento dos demais, como em um pro-
blema de osciladores acoplados. Dessa forma, descrever
o movimento individual de N ions acoplados em termos
das coordenadas ordinarias pode se tornar uma tarefa
extremamente complexa. E sempre possivel, entretanto,
descrever o movimento geral do sistema como uma
combinacao de movimentos coletivos e oscilatérios mais
simples, que sdo denominados modos normais [43].

Os modos normais do sistema — um conjunto de
movimentos oscilatérios coletivos cujas combinagoes sao
lteis para descrever o movimento geral do sistema — sao
construidos de tal forma que sejam independentes (ou
desacoplados) entre si, ainda que exista um acoplamento
fisico entre os ions da cadeia. Identificar cada um dos
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modos normais permite construir uma imagem revela-
dora da dindmica do sistema, embora o movimento real
seja uma combinacdo por vezes complicada de todos
os movimentos periédicos independentes [44]. Por esta
razao, o tratamento classico das equacdes de movimento
de uma cadeia linear de N ions se resume a encontrar os
modos normais do nosso sistema. Posteriormente, quan-
tizaremos os modos normais de forma semelhante ao
que fizemos quando quantizamos os modos vibracionais
de um tnico ion aprisionado na tltima se¢do. Durante
a maior parte desta segdo, seguiremos o tratamento
matemadtico realizado nas referéncias [I8], 20], conside-
rando em varios momentos o exemplo mais simples de
uma cadeia de dois fons, um problema intuitivo e até
possivelmente conhecido pelo leitor.

Em um sistema como o descrito acima, é importante
entender como o movimento de cada ion da cadeia —
submetidos a um potencial harménico — é influenciado
pela repulsdo coloumbiana gerada pelos demais (N — 1)
fons. Para isso, vamos assumir que o deslocamento do m-
ésimo fon, enumerado da esquerda para a direita, possa
ser aproximado por

T (t) & 2 + g (2), (44)

onde xﬁfi) denota a posicao de equilibrio do m-ésimo
ion e qm(t) denota pequenos deslocamentos em torno
da posigao de equilibrio.

Sob essa notacgado, a energia potencial do sistema é
escrita como

N

v XN: YISO 2o !
- - vV -x
= 2 " L~ 8meg [T () — T (8)|
n;;én

(45)
onde M é a massa de cada ion, e é a carga eletronica,
Z é o grau de ionizacdo dos atomos da cadeia, ¢y é
a permissividade elétrica do vacuo e v é a frequéncia
secular na direcao axial. A energia cinética, a saber, é
simplesmente a soma das energias cinéticas de cada um
dos fons da cadeia.

Dessa forma, a posi¢ao de equilibrio do m-ésimo fon
da cadeia é dada por

oV
[8%} T 0, (46)
e definindo o parametro
1 7262\ Y3
= 47
(47T€0 M1/2> ’ (47)

que tem unidade de posi¢ado, podemos introduzir uma
variavel adimensional para a posicao de equilibrio do
m-~ésimo {on, isto é,

U = 29 /0. (48)

Reescrevendo a equagao (46]) em termos das posigoes
de equilibrio adimensionais, temos um sistema linear de
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N equagoes acopladas para cadan=1,..., N,
n—1

1 N 1
Um—27+ Z 7207

m=1 (um o un)Q m=n+1 (um o u")2
(49)

que pode ser resolvido para N arbitrario. Para N = 2,
por exemplo,
o _ 1 © _ 1
) = 22/3& Ty = 22/3€.

Mais do que conhecer a posi¢do de equilibrio, quere-
mos descrever o movimento coletivo da cadeia de fons a
partir da hamiltoniana do sistema. Para isso, a partir
das energias cinética e potencial, podemos escrever a
lagrangeana do sistema como

N N
M 1 o?V
L=— 2 — = min | 5 &
2 mz::lqm 2 Z 4mq {&cmaxn

m,n=1

b

:| qm=qn=0

(50)
onde a energia potencial foi expandida em série de Taylor
em torno dos pontos de equilibrio, reajustando o zero de

energia e desprezando termos de ordem superior.
Pode-se verificar que

N
M .
L= 7 Z Q%L - V2 Z Amn‘]an s (51)
m=1 m,n=1
onde os elementos da matriz A,,, sao dados por
a 1
1+2 — M=,
— |ton, — up|
A = pFEM (52)
-2
. 13 m # n,
‘Um - un|

sendo simples perceber que, além de possuir elementos
reais, a matriz A é simétrica por consequéncia da ordem
de derivagao ser arbitraria.

O problema agora se resume em encontrar uma trans-
formacao de coordenadas que diagonalize a matriz A,
tornando o problema mais simples [44]. Tais coordenadas
sdo encontradas a partir da equagao de autovalores e
autovetores,

N

> AP = ppd® (p=1,...,N),  (53)

n=1
com f, > 0. Os autovetores sdo enumerados pelo indice
p (do menor para o maior autovalor correspondente) e
normalizados tal que valham as relagées de completeza
e ortonormalidade,

N

D> bPbP) = Gy, (54a)
p=1

N
> bPbD = 6, (54b)
m=1
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E possivel demonstrar que o primeiro e o segundo
autovalor e autovetor sdo sempre dados por

1
b(l):\/% e om=1, (55a)
1
U
@ — Nl 2 bl (55b)
D=1 Ui .

onde as constantes u,, sao determinadas pela equacao
(49). Como ilustragdo, para N = 2, os autovetores da
matriz A séo

1 /1
b(l) = ﬁ <1> 5 ,ul = ]_7

1 /-1
b(g):\/i( 1>’ o = 3.

Os modos normais do sistema sao definidos por [44]

N
Qp(t) = Y bW (t). (57)

O primeiro desses modos, @Q1(t), denominado modo do
centro de massa, corresponde a um movimento no qual
todos os ions oscilam para frente e para trads como
se estivessem rigidamente presos uns aos outros. O
segundo modo, @Q2(t), denominado modo de respiragao,
corresponde a um movimento no qual cada fon oscila com
uma amplitude proporcional a sua distancia ao centro da
armadilha [45].
Invertendo a equacgao , obtemos

N
%n(t) = Z bgf:) Qp(t)a (58)
p=1

que permite reescrever a lagrangeana do sistema, equa-
¢do (51)), em termos dos modos normais,

M.
L= @ - v2Q7, (59)

p=1

onde v, = ,/fipv € a frequéncia do p-ésimo modo. Como
discutido anteriormente, a vantagem de encontrar os
modos normais que descrevem o sistema é que estes
permitem estudar o movimento do sistema como uma
combinacdo de movimentos oscilatérios independentes e
de frequéncias bem definidas, como se vé na equacao
acima, da qual a hamiltoniana do sistema pode ser
derivada.

Em termos dos modos normais, a hamiltoniana da
cadeia linear de N ions é, considerando o momento
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canonicamente conjugado P, = M Qp, dada por

N
ey
p=1

De forma semelhante ao que foi feito no estudo da
dindmica de um tnico ion aprisionado, podemos intro-
duzir os operadores de posicdo e momento do p-ésimo
modo normal como combinagao linear dos operadores
de criacao e aniquilacdo do respectivo modo normal,

|
ot 2Mu§Q§] : (60)

A h ~t v A —iv

Qp(t) =1/ e (ale™" +ape™ "), (61a)
N M . .

Py(t) =1 Tw (@Lewt — dpe*“’Pt) , (61b)

ja escritos na representagao de interagdo e definidos de
forma analoga aquela feita anteriormente, isto é, tal que
Q. B)| = ine [y, =1.

A partir da equagao , é possivel definir o operador
Gm(t), que denota o deslocamento do m-ésimo fon em
torno de sua posicdo de equilibrio, em termos dos
operadores de criagdo e aniquilacao dos modos normais,

Gn(t) =) 5@ (ahe™r" + aye"r"), (62)
p

onde definimos
(63)

como sendo a constante de acoplamento do modo. Assim,
para o modo do centro de massa,

sﬁ,? =1, 1=y,

e para o modo de respiragao,
52 — VN um
SREREN TS EN

m m

vy = V/3u. (64)

A equacao expressa um importante resultado
da secdo. Em suma, mostramos que é possivel dispor
de uma estrutura organizada de ions cujas posicoes de
equilibrio sdo determinadas pela repulsao coulombiana e
pelo potencial harmonico aos quais os ions estao subme-
tidos. Nesse sistema, entretanto, a repulsao coloumbiana
nao permite que estudemos o movimento de cada fon
separadamente, uma vez que o movimento de um fon
estd acoplado ao de todos os outros pela interagao entre
as cargas elétricas. Por outro lado, é possivel descrever o
deslocamento de um tinico fon a partir da superposicao
dos operadores de criacdo e aniquilagdo dos modos
vibracionais coletivos. Definidos os operadores de criagao
e aniquilacdo de cada modo, o proximo passo é analisar
a interacdo entre um unico laser e a cadeia de ions
aprisionados, conectando o que vimos até agora com o
objetivo de aplicar portas logicas em uma plataforma
escaldvel de ions aprisionados cujos estados internos
sdo mapeados na base computacional dos qubits de um
computador quantico.
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5.1. Interacoes elementares

Similar ao caso de um tnico ion aprisionado, o potencial
de interacao entre um pulso de laser e o m-ésimo ion da
cadeia linear é descrito pela interacao de dipolo,

A~

Vi =—d-E, (65)

onde d é o momento de dipolo do m-ésimo ion e E
é o campo elétrico no dipolo. Ainda seguindo a refe-
réncia [20], considerando agora, por conveniéncia, um
campo estaciondrio (onde trocamos a fungao exponencial
que apareceu anteriormente por uma fungio senoidal) e
realizando o mesmo procedimento de acoplamento do
potencial com os estados eletronicos discutido na secao
passada, obtemos

a= ? sin [kCpm (8] =P6_ + h.c., (66)

isto é, o hamiltoniano que descreve a interagao entre o
campo estacionario e o m-ésimo ion da cadeia na repre-
sentacao de interagao, tendo sido aplicada a aproximacao
de onda girante. Como antes, § é a dessintonia entre as
frequéncias, )y é a constante de acoplamento do campo
com o m-ésimo ion, k é o nimero de onda e ¢ é a fase
do campo. O novo operador introduzido, CAm(t)7 denota
a distancia entre o m-ésimo ion e o espelho plano usado
para formar a onda estacionaria, como esquematizado
na Figura

Ajustando a distancia ion-espelho tal que a posigao de
equilibrio do m-ésimo ion esteja em um nodo do campo,

A . N

Cm(t) = 5 + Gm/(t) cos b, (67)
onde [ é um inteiro, A é o comprimento de onda do laser
e 6 é o angulo entre a direcdo do feixe aplicado e o eixo
da armadilha. Logo, a interacao gerada é da forma

N h .
H = == sin [kgn(t) cos 0!+ L he  (68)
z
A
Espelho
Yy
= ° ° »
xr
Laser - fons

Figura 3: Representacdo esquematica da cadeia linear de fons
proposta por Cirac e Zoller em um sistema de coordenadas
cartesiano. O feixe de laser é aplicado em paralelo a direcdo
y. Adaptado de [20].
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Assim, como consideramos o deslocamento do m-
ésimo ion em torno do ponto de equilibrio suficiente-
mente pequeno, é possivel desprezar as ordens superiores
do operador §,,(t) na expansdao de sin [kg,(t) cosb)],
obtendo a interagao

A

7g) ,
~ = kcos O (1) OG5 4 hc. (69)

Por outro lado, ajustando a distdncia ion-espelho tal
que a posi¢ao de equilibrio do m-ésimo ion esteja em um
antinodo do campo,

s 201

Cm(t) T)\ + G (t) cos 9, (70)

o hamiltoniano da interagao sera dado por

~ hQ .

H= - cos (kG (1) cos 0]e! =0+ L he (1)

Novamente, como consideramos o deslocamento do
m-ésimo ion em torno do ponto de equilibrio sufi-
cientemente pequeno, podemos aproximar cos[kdy, (t)
cosf] =~ 1, obtendo a interagdo

H~ ?ei(ét—wﬂ/%, + h.c. (72)

Utilizando a equagao , podemos escrever o ope-
rador §,,,(t) em fungdo dos operadores de criagio e
destruicao dos modos coletivos, tal que

N
k cos g(jm(t) = \/77% Z(d;eiupt + &pe—il/pt)7 (73)
p=1

onde n = \/hk2%cos?0/2my é o pardmetro de Lamb-

Dicke da interacao. Dessa defini¢do, pode-se notar que a
interagao construida na equagao acopla os estados
internos do m-ésimo ion com os estados vibracionais
dos modos normais da cadeia enquanto que a interagao
construida na equacao altera somente os estados
internos do m-~ésimo ion, sem acoplar os estados internos
com os estados vibracionais dos modos coletivos.

As interagbes construidas nas equagoes e sa0
essenciais para a implementacdo de computacao quan-
tica em sistemas de fons aprisionados, como veremos na
préxima secdo. Antes disso, é importante notar que a
equagcao , diferentemente da equacgao , depende
do ntimero de ions na cadeia, o que pode se tornar
um problema complexo uma vez que os niveis internos
sao acoplados com todos os N modos coletivos a cada
pulso aplicado no sistema. No entanto, como observado
por Cirac e Zoller [I8], é possivel obter uma condicao
suficiente tal que a equagao possa ser aproximada
para a interacgao

Hoy = == (are™ ™+ ale ) el =g _ 4 hee., (74)

na qual o laser interage apenas com o modo coletivo do
centro de massa, de maneira que a interacao do laser com
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os demais modos possa ser desprezada. O hamiltoniano
acima é conhecido como hamiltoniano de Cirac-Zoller. A
condigdo na qual esta aproximagao é valida é dada por

2
Qn
<¢MJ <1 (75)

e demonstrada no Apéndice B.

6. Implementacao de Portas Loégicas em
Sistemas de Ions Aprisionados

Em um computador quantico, a informacao é armaze-
nada em qubits e manipulada via aplicacdo de portas
logicas. O objetivo dessa seg¢do é construir, a partir
das interacoes desenvolvidas em uma cadeia linear de
N f{ons, equagoes e , um conjunto de portas
légicas no qual quaisquer operacoes entre os qubits do
sistema possam ser decompostas. Um conjunto como
esse é chamado de conjunto universal de portas logicas
e ndo é unico [46]. Em 1995, Sleator e Weinfurter [47]
demonstraram que um conjunto universal de portas 16gi-
cas pode ser formado por rotagdes sobre um tnico qubit
e pela porta Controlled-NOT — uma porta quantica
que atua simultaneamente em dois qubits, controlando
seus respectivos estados. Em seguida, vamos construir
as interacbes supracitadas em um sistema de N ions
aprisionados, construindo assim um conjunto universal
de portas logicas para a arquitetura.

6.1. Rotagdes sobre um tinico qubit

Em um sistema de {ons aprisionados, o estado geral do
m~ésimo qubit da cadeia é representado pela superposi-
¢ao dos niveis internos do ion,

V), = @l0)y, + 511, (76)

onde mapeamos os estados internos do ion nos estados da
base computacional, sendo « e § coeficientes complexos,
que satisfazem |a|> + |8]> = 1, isto é, a condigdo de
normalizacao. Podemos, entdo, reescrever a equagao
como

|¥), =cosf|0), +e?sinfl) |, (77)

0 que nos permite representar qualquer estado de um
qubit como um ponto na superficie de uma esfera de raio
unitario, conhecida como esfera de Bloch [3], ilustrada na
Figura[d] A esfera de Bloch oferece uma forma simples e
intuitiva de visualizar o resultado de operagoes aplicadas
em um unico qubit, as quais chamamos de rotagoes.

A partir da representacao dos estados dos qubits como
pontos na superficie da esfera de Bloch, aplicar uma
rotagao arbitraria sobre o m-ésimo qubit de uma cadeia
de N ions é andlogo a realizar uma rotagao no ponto
|W), ., que representa o estado do qubit em relacdo a
algum eixo arbitrario. Em outras palavras, construir
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1)

Figura 4: Representac3o de um estado |¢) arbitrério na super-
ficie da esfera de Bloch.

uma rotacdo geral sobre o m-ésimo qubit da cadeia é
construir uma interacdo na qual um estado da base
computacional do m-ésimo qubit, |0),, ou [1), , é levado
para o estado geral cosf|0), + e’ sinf|1), .

Para construir uma interagdo com as propriedades
discutidas acima, partimos da equagao com 0 = 0,
ajustando a fase do campo e aplicando a intera¢do no m-
ésimo qubit da cadeia por um tempo t = k7w /€. Dessa
forma, o operador de evolucdo temporal da interagao se
torna

VE(p) = exp{—ikg (o1e7™ +o_e™?) }, (78)

onde k£ é uma constante que pode ser ajustada para
construir diferentes evolugbes temporais. Notemos que
a evolugao descrita acima nao atua sobre os modos co-
letivos, o que nos permite omitir os estados vibracionais
desses modos, sabendo que nao serdao alterados pela
interacao.

Aplicando a evolugdo temporal construida acima nos
estados da base computacional do m-ésimo ion, obtemos

00, 8 cos (kn/2)(0),, — i€ sin (kr/2) [1),,.

" (79a)

>

1, ™9 cos (km/2) 1), — e~ sin (km/2) [0)

m

(79b)

Assim, uma vez que os estados |0) e |1) formam a base
computacional, as equacoes e implicam que é
possivel transformar um estado geral como o da equacao
em um estado como o da equagao a partir
de aplicacoes de V;™(¢), permitindo realizar qualquer
rotacdo em um qubit da cadeia sem alterar os estados
coletivos ou individuais dos demais qubits.
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1)

Figura 5: Representacdo esquemaética dos niveis internos de
energia de um ion aprisionado para a realizacdo da porta
CNOT. As elipses com diferentes eixos representam diferentes
polarizacdes de um laser com mesma frequéncia, utilizado para
realizar transicdes entre os niveis. O estado |14+) é o estado
utilizado na base computacional e o estado |1_) é utilizado
como um estado auxiliar, por exemplo para se obter rotacSes
desejadas.

6.2. Porta Controlled-NOT

A porta Controlled-NOT (ou CNOT) é uma operagio
condicional realizada entre dois qubits, que serdao deno-
tados pelos subscritos m e n. Operagoes condicionais
consistem em alterar o estado do n-ésimo qubit, deno-
minado qubit alvo, dependendo do estado do m-ésimo
qubit, denominado qubit de controle. Particularmente, a
acao da CNOT pode ser descrita da seguinte forma: Se o
estado do qubit de controle for |0) (]1)), entdo o estado
do qubit alvo néo serd (serd) alterado. Em resumo:

CNOT
10}, ——10),,10)

CNOT

JU o O (1) ——10),, 1),

NOT

1) 100, T 1 11 1) D s (1), 10),

n

O objetivo agora é construir um conjunto de interagoes
que permita implementar a porta CNOT em uma cadeia
linear de ions aprisionados de tal forma que, junto com
as rotagoes aplicadas em qubits individuais, possamos
formar um conjunto universal de portas logicas no qual
uma operacao arbitraria entre os qubits do sistema possa
ser decomposta.

Para isso, primeiramente consideremos um esquema
experimental ligeiramente modificado: Cada fon possui
trés niveis internos, sendo dois estados excitados distin-
tos, |[1_) e |14), e um estado fundamental. As transi¢oes
entre o estado fundamental e os estados excitados sdo
feitas com a mesma frequéncia de transicdo, mas com
diferentes polarizacdes do laser incidente, como mostra a
Figura [5] Efetivamente, continuaremos lidando com um
sistema de dois niveis, onde o estado |14) é mapeado
no estado |1) da base computacional e o estado |1_) é
utilizado apenas como estado auxiliar para rotacionar
individualmente os qubits.

Agora, consideremos o operador de evolucao temporal
que resulta da aplicagdo da interacao representada pela
equacio por um intervalo de tempo t = kwv/N /Qn
com 6 = —vq, isto é,

Okt = exp{ =ik (@ofe +als2e?) |, (80)
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onde g = +, — representa as duas possiveis polarizagoes,
tendo sido a aproximacdo de onda girante utilizada.
Aplicando a evolucdo temporal acima sobre o m-ésimo
qubit — acompanhado do estado vibracional que sera
alterado pela interacao, temos que

U (#)
|0>m |0> 4 |0>m |0> )

10}, 1) “Z cos (k/2) [0),,, 1)
—ie'? sin (km/2) 114),,10)

1,10y 71 cos (kr/2) |1,),[0)
—ie""sin (km/2) |0),, [1).

Considerando o m-ésimo e n-ésimo ions da ca-
deia, a aplicacdo da evolugdo temporal Ucnyor =
714772, — 71+
Uy mUS~ULT leva a

Ut U= 057(0)

m

10}, 10),,10)  ——— [0),,,10),,10),  (82a)
00203 0)

10} 1), 10) ———— [0},,, [1),, [0}, (82Db)
Ut o= U0,4(0)

1),,10),,10)  ——— [1),,10),,10),  (82¢)
Ut U2 0,24(0)

onde ajustamos ¢ = 0 por conveniéncia. A primeira

vista, o estado final dessas evolugoes nao se parece com a
porta sugerida no comego. No entanto, definindo a base
de estados normalizados
IUETN 83
|£) = : (83)
V2

o hamiltoniano especificado atua de tal maneira que

100 12,1, 10) — 10}, [%£),, 10}, (84a)

m

1) [0 10) — (1), [F),,10) - (84b)

Logo, rotacionando o n-ésimo qubit tal que |0) — |+£)
e |1y — |F), é possivel implementar a porta CNOT em
uma cadeia de ions aprisionados. De fato, escolhendo

¢ =+7m/2 e k =1/2 na equagao (73),

TEIES

0),, 10) ——— |+),,10), (85a)
vE(5)

11),,10) ——— =), 10), (85b)
vEz

|=),, [0) ———[1),,10), (85c)
AICE

[4+),, 10) ———10),,[0) , (85d)
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N . a1
mostramos que o operador V2 (%)UCNOTVH 2( — g)

atua como uma porta CNOT em um estado geral.
Outra forma de gerar a porta CNOT, alternativa a
utilizacdo de lasers com polarizagoes diferentes, podem
ser encontradas em [48].

6.3. Decomposigdao de outras portas logicas

Além das representacoes utilizadas até o momento, as
portas légicas e estados podem também ser representa-
dos matricialmente. Na dlgebra matricial, os estados |0)
e |1) que formam a base computacional sdo definidos

0= 5): m=(3). 6o

enquanto as portas légicas sdo representadas como
matrizes unitarias e quadradas que atuam sobre os
estados dos qubits — superposigoes dos estados da base
computacional, modificando-os.

6.3.1. Portas légicas que atuam em um qubit

Considerando um sistema de um tnico qubit, as rotagoes
que atuam sobre o sistema — descritas pelas equagoes

(79a)) e (79b]) — podem ser matricialmente escritas como
a matriz unitaria 2 x 2

cos(km/2)

R(k,$) = <iei¢ sin(kr/2) e Sin(lmm) ’

cos(km/2)
(87)

tal que toda operacao no qubit pode ser decomposta em
aplicagdes sequenciais da matriz de rotagao.

Dentre as principais operacoes aplicadas em um tnico
qubit, é importante destacar as operagoes X, Y e Z, que
sao matricialmente representadas por suas respectivas
matrizes de Pauli. A fim de demonstrarmos o processo
de decomposicao de operagoes que atuam em um Unico
qubit, vamos construir essas portas — a menos de uma
fase global o — a partir da matriz de rotagao R(k, ¢).

Para a execucdo de uma porta X, podemos escolher
R(1,0) com fase global oo = 7/2 tal que

i /2 _ im/2 0 —i — 0 1
e"™*R(1,0) =e (—i 0)_<1 0). (88)

De maneira analoga, podemos gerar a porta Y utili-
zando R(1,7/2) com o = /2, obtendo

Y =e'™/? <(1) 01) . (89)

Por fim, para obter a porta Z, podemos utilizar a
relagdo Z = iY' X tal que

_ in/2 _ ismy2( 0 =i\ (0 -1
Z=e""YX =e¢ (—i 0)<1 0

- <(1) _01> . (90)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0218

€20220218-13

6.3.2. Portas légicas que atuam em dois qubits

Para sistemas onde sdo manipulados emaranhamentos
de n qubits, a base computacional é formada por 2"
matrizes colunas de 2" entradas e as portas logicas
sdo matrizes 2" x 2™ unitarias. No caso de um sistema
composto por dois qubits, as matrizes que formam a base
computacional sao

=)o) =)o)
we o). w=@)e() w

Além da base computacional, os estados de Bell |5,,)

o0) = —=(100) + 1) (923)
o) = —=(01) +[10)), (92b)
B10) = —5(00) = 1) (92¢)
1B11) = —=(101) — 10)), (924)

3

formam uma outra base importante para a computacao
quantica, sendo a primeira porta a agir em muitos
algoritmos quénticos, como os algoritmos de Shor [49],
Deutsch-Jozsa [50], Grover [51] e Bernstein [52].

Os estados de Bell podem ser facilmente gerados a
partir da base computacional utilizando a sequéncia de
operagoes exibidas no circuito da Figura [ que envolve
uma porta Hadamard, representada matricialmente por

H = G _11> :XR(;,D, (93)

e uma porta CNOT. Dessa maneira, utilizando o método
para gerar a porta CNOT obtido na segdo [6.2] e a
decomposicao da porta de Hadamard, é possivel gerar
a base formada pelos estados de Bell a partir da base
computacional.

|x) —{H

1Y) N

Figura 6: Circuito que representa as operacdes necessarias
para criar o estado de Bell |3.y) a partir de estados da base
computacional. A primeira operacdo H é chamada de porta de
Hadamard [3], e pode ser decomposta como uma rotacdo da
porta X. A segunda operacdo é uma porta CNOT, onde o qubit
|x) estd sendo controlado.
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7. Algoritmo de teletransporte quantico

Formulado por Bennett et al. [53] em 1993, o algoritmo
de teletransporte quantico foi experimentalmente verifi-
cado em sistemas de fotonica [54},[55] em 1997 e em siste-
mas de fons aprisionados por Riebe et al. [56] e Barrett
et al. [57] em 2004. O protocolo desenvolvido ndo tem
relagdo com o teletransporte de objetos fisicos, mas sim
com a transmissao de informacao — mais especificamente,
a transmissao do estado de um qubit — entre uma dis-
tancia arbitraria de forma segura e eficiente. O objetivo
dessa secao é discutir como o algoritmo de teletransporte
quantico pode ser implementado em sistemas de ions
aprisionados a partir das portas logicas construidas nas
secOes anteriores, seguindo a referéncia [56].

Para isso, imaginemos a seguinte situagao: Alice, que
possui o ion A, deseja enviar a informagao contida nos
estados internos do seu fon para um amigo distante,
Bob, que possui o fon C. Alice consulta a Figura [7]
que descreve o algoritmo de teletransporte quantico e
percebe que precisard de um fon auxiliar, também de
sua posse, o qual nomeia como ion B.

Na primeira parte do algoritmo, assumimos que os ions
de Alice e Bob foram previamente preparados no estado
1) 4 11) 5 |1)» e em seguida seja possivel gerar o estado
de superposicao

0) = 1), @ (10)5 Ve +11)510)c)/V2,

no qual um estado de Bell da forma explicitada na equa-
cao é construido entre os ions B e C. Preparada a
superposicdo, Alice entdo modifica, a partir de rotacoes
sequenciais representadas pela porta U,, o estado do
fon A para o estado a ser teletransportado para Bob,
Ix) =al0) +b]|1), tal que

(105 Ve +1)pl0c)
7 :

Em seguida, uma operacao controlada Hadamard-
CNOT-Hadamard — também conhecida como CZ, uma
operacao do tipo o, controlada pelo qubit B, que
também pode ser realizada a partir da sequéncia de
operagoes apresentadas pelas equagoes (82) — é realizada
entre os fons A e B seguida pela aplicacido de uma rotagéo

(W) = (a0), +b[1),) ®

1) 7y B ey M vy

fons Aprisionados como Arquitetura para Computacio Quantica

R(1/2,7/2) em cada ion. Nesse instante, o estado que
descreve o sistema é dado por

) =~ 100410} (al0)c: + b 1))

451004105 (10)c +al1)c)

1

+ 3 1) 410) 5 (—a|0) + 1))

* % D all)p (=0]0)c +all)o) .

O estado acima construido tem uma caracteristica
interessante que viabiliza o protocolo de teletransporte
quantico. Ao realizar uma medigdo sobre os estados dos
ions A e B, Alice faz com que o estado do fon C seja
projetado em um uma superposi¢do dos estados |0).
e |1), cujos coeficientes sao relacionados ao estado
que se deseja teletransportar. Essa nova superposicao
pode entao ser medida por Bob — ante a aplicacao das
operacoes condicionais Z e X que finalizam o algoritmo —
tal que, com um tratamento estatistico das medigoes, as
amplitudes do estado |x) antes conhecidas somente por
Alice podem agora ser conhecidas por Bob, tendo sido a
informacao teletransportada com sucesso. E importante
notar que, por conta das operagoes sequenciais realizadas
no ion A e a deteccdo realizada, o estado original é
apagado do fon A ao final da execugdo do algoritmo, o
que pode ser visto como uma consequéncia do Teorema
da néo-clonagem [3]. Como forma de confirmar o sucesso
do algoritmo, é possivel aplicar a porta U, ! no estado
teletransportado para Bob, esperando que se obtenha o
estado |1) a menos de uma fase global.

8. Estado da Arte

A arquitetura para computagdo quantica baseada em
fons aprisionados consiste em um sistema composto de
muitos atomos, que encontram-se confinados em uma
determinada regido do espago por armadilhas eletro-
magnéticas. Embora tal plataforma apresente resultados
promissores, possiveis pelo alto grau de controle sobre
a cadeia de fons e a elevada precisdo nos pulsos de
laser aplicados para a realizacdo de portas logicas,

Lp — ¢ /2

Estados de Bell

B

e — /2

-0 HA

Figura 7: Algoritmo de teletransporte quantico executado por um sistema de fons aprisionados. Adaptado de [56].
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sistemas de ions aprisionados encontram-se no centro de
importantes pesquisas que visam melhorar as condigoes
para sua implementacdo e para o desenvolvimento de
computadores quanticos para uso industrial e comercial.

Grande parte dos avangos alcancados em plataformas
de fons consiste em otimizar e aumentar o grau de con-
trole de operagbes ji implementaveis. Como exemplos
atuais de otimizacdo de operagdes e controle, podem
ser citados métodos para reduzir os custos de portas
que produzem emaranhamento entre dois qubits com
a utilizacao de pulsos otimizados que requerem menos
energia em certos regimes de pardmetros [58], procedi-
mentos para emaranhar pares arbitrarios de ions em uma
cadeia de maneira eficiente [59] utilizando pulsos de laser
com amplitude modulada aplicados diretamente a ions
individuais da cadeia,

Além dos avancos tecnolégicos, ha um grande interesse
em disponibilizar arquiteturas de ions aprisionados para
uso comercial. Nesse quesito, se destaca a empresa
americana IonQ [21], pioneira na drea, que utiliza 4tomos
de itérbio (Yb) em seus dispositivos. Fundada em 2015,
a IonQ disponibiliza acesso a seus computadores quan-
ticos por meio das plataformas Amazon Braket [60] e
Azure Quantum [61] das gigantes tecnolégicas Amazon e
Microsoft, respectivamente. Os computadores quanticos
disponibilizados nas plataformas possuem 11 qubits com
topologia totalmente interconectada, como mostra a
Figura permitindo que uma porta de dois qubits
atue em qualquer par de qubits da cadeia, um recurso
exclusivo de plataformas de fons. A fidelidade média
na aplicacio das portas logicas é acima de 99,5% para
portas atuando em um tnico qubit e acima de 97,5%
para portas que atuam em dois qubits. Mais informagdes
técnicas sobre o computador quintico e implementa-
¢oes de algoritmos podem ser encontradas em [62],
demonstrando o funcionamento (e interconectividade)
da maquina.

Figura 8: Topologia do computador quantico da empresa
americana lonQ com 11 qubits totalmente interconectados.
Extraido de [60].
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Recentemente, a TonQ anunciou o futuro lancamento
de uma maquina com 32 qubits interconectados, previsto
para o ano de 2022 [63]. Em seu roadmap publico [64],
existe a previsdo de lancar um computador quéantico
com 256 qubits até 2026 e com 1024 qubits até 2028.
Entretanto, apesar dos resultados altamente promissores
mostrados pelos sistemas de ions aprisionados, ainda
existem dificuldades e desafios que devem ser discutidos
quando consideramos o prospecto de um computador
quantico baseado em fons aprisionados de uso pratico,
com dezenas de milhares de qubits, incluindo protocolos
de correcao de erros e as decoeréncias do sistema.
Entre esses desafios, o de maior relevincia é aumentar
progressivamente o nimero de qubits nas armadilhas
sem perder o controle individual e, portanto, a alta
fidelidade na aplicacdo de portas logicas demonstrada
pelos computadores quinticos com poucos ions. Possi-
veis solugbes para diferentes modelos de computadores
quanticos baseados em arquiteturas de ions aprisionados,
incluindo a exposta neste artigo, podem ser encontrados
em (Sec. IV, [I7]). Uma dessas solugdes, por exemplo,
é compartimentar a cadeia linear em cadeia menores,
divididas em médulos, que tem como consequéncias as
dificuldades de manipular cada médulo sem prejudicar a
fidelidade obtida com as portas logicas e evitar qualquer
outro tipo de perda de informacao quéntica.

Por fim, entre as iniciativas em desenvolvimento que
atraem atencdo para a &area, vale ressaltar o projeto
intergovernamental AQTION (Advanced Quantum com-
puting with Trapped IONs) [23] que tem como objetivo
construir um computador quantico baseado em ions
aprisionados com uma previsao de arrecadamento de
1 bilhdo de euros entre 2018 e 2028. Em 2021, um
artigo publicado pela iniciativa no periddico cientifico
PRX Quantum demonstrou a capacidade de construir
um estado quantico com 24 fons emaranhados em um
computador quantico que ocupa o espaco de apenas
1,7m? [65], o que representa um primeiro passo para
a miniaturizagdo dos componentes necessarios na enge-
nharia de tais tecnologias.

9. Conclusoes

Neste artigo, tivemos como objetivo apresentar as ca-
racteristicas que garantem aos sistemas de ions aprisio-
nados a condi¢ao de arquitetura para implementacao de
computacao quantica. Para isso, considerando o modelo
circuital de computacdo quantica, discutimos como os
niveis internos de um tnico ion aprisionado podem ser
mapeados na base computacional de um qubit e como
pulsos de laser podem ser usados para gerar interagoes
que atuam como portas logicas no sistema. Com a
intencdo de demonstrar a facilidade com que a arqui-
tetura pode ser escalada até certo limite, expandimos
a discussao para uma cadeia de N ions aprisionados, na
qual os modos normais da cadeia servem como base para
gerar interagoes que permitem conectar diferentes pares
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de qubits. Como aplicacgao, discutimos a implementagcao
do algoritmo de teletransporte quantico. Finalmente,
apresentamos o atual estado da arte da arquitetura,
expondo as vantagens e atuais limitacdes do sistema.

Em conclusao, sistemas de ions aprisionados apresen-
tam caracteristicas que reservam grandes expectativas
em relacdo ao futuro desta arquitetura, como a alta
fidelidade na geracdo de portas logicas e diferentes
propostas para lidar com os desafios da escalabilidade.
Ainda, a interconectividade entre os qubits é um aspecto
da arquitetura que, ainda que nao esteja completamente
esclarecido em sua importdncia, tem alto potencial
para favorecer cada vez mais estes sistemas, como ja
sinalizam altos investimentos financeiros de projetos
intergovernamentais como a AQTION e de empresas
comerciais como a IonQ e a AQT. Nesse sentido, ade-
mais das diferentes perspectivas de futuro para a area,
plataformas de ions aprisionados nos permitem explorar
possibilidades tnicas na implementagdo de algoritmos
em computadores quanticos, o que torna a arquitetura
uma fonte em muitos termos exclusiva de aprendizado
para a evolugao, desenvolvimento e implementagao de
computagdo quantica.
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Apéndice A — Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli (6, 6, 6) formam um conjunto de
trés matrizes 2 x 2 hermitianas que estao originalmente
relacionadas com a interagao entre uma particula de spin
1/2 e um campo eletromagnético [40], e sdo representa-
das por

. (01 . [0 =\ . (1 0
9==1\1 0) %= \i o) %27 \o -1/

Junto da matriz identidade 2 x 2, as matrizes de Pauli
formam a &lgebra de spin 1/2, isto é, geram o espago
dos operadores que atuam no espago de Hilbert dos
sistemas de dois niveis. Dessa forma, qualquer operador
que atua nos qubits de um computador quintico pode ser
mapeado em combinagdes desse conjunto de matrizes.
Nesse sentido, vale

l9)gl + leXel = 1,
i(lgXel — leXgl) —= 6y,

lg)el + leXg| = 6w,
leXel = [gXgl = 62, (94)
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como deve ser simples verificar. Além disso, a partir da
combinacao das matrizes de Pauli

. 0, £i0
Gy = Ty’ (95)

é possivel mapear

leXgl — 6+, lgXe| — 6,

onde 4 e 6_ atuam como operadores de excitagdo e
de-excitacdo dos qubits, como podemos ver a partir de
suas respectivas definigoes.

Apéndice B — Hamiltoniano de
Cirac-Zoller

O objetivo deste apéndice é encontrar a condi¢cdo neces-
saria para que a interacao que acopla o estado interno
do m-ésimo fon aos N estados coletivos do movimento
dos ions da cadeia,

N
~ ﬁQn . ) )
H= "L § ale™rt + q e~ et =95 4 hoc.,
VAN p:l( P b )
(96)

possa ser aproximada para o hamiltoniano de Cirac-
Zoller,

hQn
VAN

Hey = (dle_i”lt + dJ{ei”lt)ei(‘St_qb)&, + h.c.,

(97)

que acopla os estados internos do m-ésimo ion apenas ao
modo vibracional do centro de massa da cadeia. A con-
dicdo na qual essa aproximagao é valida foi introduzida
por James [20] e é apresentada adiante.

Para isso, assumimos que a funcdo de onda do m-
ésimo ion da cadeia interagindo com um laser é uma
superposicdo do acoplamento dos estados internos com
os N modos vibracionais coletivos que pode ser expressa
como

[W(t)) = ao(t) |9) 10) + Bo(t) le) |0)

N N (98)
+ Y ap(t)19) 1) + > Bp(t)le) 1) 4

onde escolhemos a ordem dos kets de tal forma que os
kets dos estados internos, |g) e |e), sdo representados na
frente dos estados vibracionais.

Dessa forma, a equacdo de movimento da funcao de
onda que descreve o comportamento do m-ésimo ion é,
portanto, dada por

0 A
il [0(t) = H[¥(D), (99)
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a partir de onde, escolhendo § = —vy para que o laser
esteja em ressonancia com o modo do centro de massa,
é possivel obter

4N
LN s0s, (100)
p=1
IR
101
N Z Sm ap ( )
p=1
. Qn
ap(t) = —i(vp — v1)ap — Vin sP) By (1), (102)
B, = —i(vy +11)8, — W 5P (t) (103)
p p p \/m m
Ademais, sabemos que
N
Dl + 18,07 =1, (104)
p=0

0 que nos permite escrever, usando a desigualdade

triangular,
. Qn QO
vp —v1)op(t)| = |&p + 555) t<275%’),
|( P 1) P( )‘ { P \/m 50( )| = \/ZW| |
(105)
Qon
|5, (106)

|B;D(t>| < m

de maneira que a probabilidade de se encontrar o ion
fora do modo do centro de massa é dada por

N
P =3 lop(®) + 15, (1) (107)
2 N
ga( ) > E o

p=2

No entanto, esta probabilidade estd relacionada ape-
nas ao m-ésimo fon da cadeia e sera diferente para cada
fon. Devemos considerar a probabilidade média em toda
a cadeia, que é dada por

S LK, 2 el
P‘NZH‘N&W)[§WP>' ﬂ

m=1
Qn )2 = pp + 1
<2 ———— sup 553?2
(\/NV ;::Q(Mp—l)Q m,t| |

S(N) = (109)

L Rt
=2 \/Np(,up —1)2
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Numericamente, é possivel mostrar que X(N) é cres-
cente e tende a 0.82 para N suficiente grande. Logo,

2
_ Qn
P < 1,69
<o )

deve ser muito menor que a unidade para que a aproxi-
magao de Cirac e Zoller seja valida.

(110)
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