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O problema do movimento harmoénico classico subamortecido através de uma forca linearmente proporcional &
velocidade é revisitado. Diversas propriedades do sistema usualmente ndo estudadas sdo abordadas como o papel
das constantes do deslocamento, os instantes de tempo de retorno, as posi¢ées de retorno, os instantes de tempo
de velocidade maxima, as posi¢oes de velocidade maxima, as energias, as poténcias e a distancia total percorrida.
Expressbes para estas quantidades sdo obtidas mostrando a influéncia das condigbes iniciais do movimento e a

influéncia do amortecimento.

Palavras-chave: Oscilador harménico, oscilador amortecido, mecénica classica.

The problem of underdamped classical harmonic motion through a force linearly proportional to velocity is
revisited. Several properties of the system not usually studied are discussed, such as the role of constants of the
displacement, the return time instants, the return positions, the maximum velocity time instants, the maximum
velocity positions, the energies, the powers, and the total distance travelled. Expressions for these quantities are
obtained showing the influence of the initial conditions of motion and the influence of damping.

Keywords: Harmonic oscillator, damped oscillator, classical mechanics.

1. Introducao

Estudantes de engenharia e de ciéncias naturais geral-
mente analisam a fisica dos movimentos harmonicos
amortecidos (MHA) nos seus cursos regulares. Estes mo-
vimentos sao reprodugoes do que acontece na natureza,
onde algum amortecimento reduz gradualmente o deslo-
camento da particula em questao. A funcao que descreve
o amortecimento depende da natureza da friccdo e de
parametros geométricos do sistema envolvido. Supondo
um sistema que se comporta por realizar oscilagoes
amortecidas na coordenada x, cuja forca de friccdo é
linearmente proporcional a velocidade da particula, a
forga resultante é dada por

(1)

onde k e b sdo respectivamente a constante elastica e
de amortecimento, e & e I referem-se & primeira e a
segunda derivada temporal da coordenada x. Dividindo
a equacao (/1)) pela massa do corpo m obtém-se a equacao
diferencial que rege o comportamento do sistema

F = —kx — bt = mi,

i+25i:+w8x:0.

(2)
Na equacao , B =0b/2m e wy = y/k/m sdo definidos

como o termo de amortecimento e a frequéncia angular
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natural, respectivamente. A solugdo da equacéo no
regime subamortecido é bem conhecida [IH3]:

z(t) = Ae Pteos(wit £ 0), (3)

onde A e § sdo constantes e w1 = y/w3 — 42 a frequéncia
do sistema. 8 pode ser escrito em fungdo de wg como
B = awg, se a é constante (0 < a < 1) e definido como
pardmetro de amortecimento. A solu¢do da equagéio
para os casos criticamente amortecidos (a« = 1) e
sobreamortecidos (a > 1) geram fungoes distintas da
equacao .

Apesar do modelo acima inicialmente parecer uma
simplificacdo extrema do problema real, a dependén-
cia linear da forca viscosa com a velocidade tem boa
aplicabilidade visto que é o modelo mais confidvel, por
exemplo, para objetos que se movem em um fluido a
velocidades baixas, onde turbuléncia é desprezivel. Essa
dependéncia, em particular, resulta no menor tempo
de convergéncia possivel em que o corpo alcanca a sua
posi¢do de equilibrio [4]. Mais ainda, esta dependéncia
gera solucdes analiticas, o que é didaticamente atraente.

A maioria dos livros textos que analisam MHA
com forga viscosa linearmente proporcional a veloci-
dade [2, BHT] procuram focar na dependéncia temporal
do deslocamento da particula. Baseado nisto, este ar-
tigo pretende mostrar alguns resultados diferentes como
tempos e intervalos de tempo caracteristicos, energias,
poténcias e distdncias percorridas, enfatizando o papel
das condigoes iniciais e do amortecimento nestes valores.
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2. MHA Unidimensional: Caracteristicas
Raramente Abordadas

2.1. As constantes da equagado do deslocamento

Os valores das constantes A e § existentes na equagao
podem ser expressos em funcao das condigoes iniciais do
problema z(t = 0) = xg, v(t = 0) = vy e do pardmetro
de amortecimento «. Assim,

Vo

2
i) Vo
A= ———— = 2 -0 2 4
o —1—a2\/<x0> + 2awgp <$0>+w0 (4)

§=tan"! [ﬁ (awo + Z—E)} (5)

Das  equacoes @ e (v
pectivamente  que  lim, o+ A==+

obtém-se  res-

woV1—a? €

lim,, g+ d = £sgn(vo)F e, logo, ha descontinuidades
para ambas as constantes no plano xg = 0. Se vg = 0,

A = % e § = tan_l(ﬁ). Desta forma,

imaginando o sistema fisico como um sistema massa-
mola simples, com deslocamento nulo na origem, a
amplitude A é determinada pela posi¢io em que o
objeto ¢ solto no instante de tempo t = 0 se vg = 0,
independente de wp (ou seja, independente da massa
m e da constante eldstica k). Quando o objeto inicia
seu movimento a uma velocidade nao nula e em = = 0,
porém, sua amplitude A depende da velocidade inicial
e de wyp e, logo neste caso, das propriedades da mola e
do bloco. Para ambos os casos, a dependéncia com o
amortecimento é a mesma. Também, o angulo de fase
0 € independente das condic¢Ges iniciais e independente
(dependente) de a se g = 0 (vg = 0).

O comportamento da superficie A(xg,vo) descrita pela
equacao @ para diversos valores de amortecimento «
pode ser observado na Figura [ nos casos a = 0,1, o =
0,5e a=0,9 com wy =1 rad/s.

Na Figura[lh, com baixo valor de amortecimento (a =
0,1) a constante A é tal que para todos os valores de xg e
vo, A(xo,v0) & A(xg, —v0) = —A(—2x0,vp). Esta relacdo
é melhor observada nas curvas de nivel da superficie.
Nelas, encontramos elipses de excentricidade préoximas
a zero e logo, curvas préximas a circunferéncias. Esta
simetria, valida para o movimento harmoénico simples
(MHS) ou sistemas com atenuagao baixa, é quebrada
para valores mais altos de parametro a. Nestes casos,
como mostram as Figura 1b (o = 0,5) e Figura lc
(o = 0,9), nos pontos da superficie em que a condigdo
%Ol = —awp ¢ satisfeita (acima da reta de referéncia
inserida no plano A = 0), A = xzp, minimo. As
curvas de nivel das superficies sdo elipses rotacionadas
de um angulo ¢ = tan~!(—aw) com excentricidade
crescente. Para wy = 1 rad/s e & — 1 a constante A
é minima proximo a bissetriz que corta o segundo e
o quarto quadrante do plano zgvg. Independentemente
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X, (m)

Figura 1: Superficies da constante A e curvas de nivel cor-
respondente em funcdo das condicGes iniciais de posicdo xo e
velocidade vy para wop = 1 rad/s e pardmetro de amortecimento
(a) a=0,1, (b) «a=0,5e (c) «=0,9. No plano A =0, reta
de referéncia vo = —awozo.

do valor da frequéncia natural do sistema, se posicao
e velocidade inicial possuem sinais contrarios (segundo
e quarto quadrantes), o valor de |A| é menor que nos
demais quadrantes mostrando claramente o efeito do
amortecimento nos casos em que o vetor velocidade
inicial aponta para x = 0. Em geral, para todas as
figuras, nota-se que |A| cresce quando |zg| e/ou |vg]
cresce e possui centro de inversdo (simetria Sz ) na origem
(zo =0e vy =0).

A dependéncia da constante A com a posigao inicial,
em velocidade inicial nula, ou com a velocidade inicial,
em posicdo inicial aproximadamente nula, pode ser
obtida cortando a superficie da Figura [I] nos planos
v9 = 0 e g — 0, respectivamente. Os resultados podem
ser observados na Figura

Na Figura nota-se que a constante A possui de-
pendéncia linear para ambos os casos, Figura 2h e 2p.
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Figura 2: Amplitude de movimento A em funcdo da posicdo
inicial (a), se vo = 0, e da velocidade inicial (b), se zg — 07(7),
parawg=1rad/sea=0,1,a=0,5ea=0,9.

A inclinagdo das curvas é crescente para valores crescen-
tes de amortecimento. Na Figura[2h, A(—zo) = —A(zo),
simétrico com relagdo a origem, como era de se esperar.
Por haver descontinuidade de A em zg, na Figura 2p o
grafico depende da forma que se aproxima da origem,
em virtude da descontinuidade em zg = 0.

O comportamento da superficie §(xg, vg) descrita pela
equagao para diversos valores de amortecimento «
pode ser observado na Figura [3| nos casos a = 0,1, o =
0,5 e a=0,9 com wyg =1 rad/s.

Na Figura [3p, para amortecimento baixo, o = 0,1,
d >0 (6 < 0) se zg e vg sdo ambos positivos ou
negativos (possuem sinais trocados), ou seja, se as
condigoes iniciais forem de afastamento (aproximagcio)
a x = 0. Para todos os valores de xg e vg, d(z0,vy) =~
—0(—z0,vy) & —d(xg, —vy) com simetria de rotagdo Cs.
Para os casos de amortecimento maior (« = 0,5 na
Figura[Bp e & = 0,9 na Figura[3f), § tem variacdes mais
abruptas e a simetria encontrada para valores baixos
de a é quebrada. Note que na condicao ZJ; = —awy,
0 = 0 sempre (veja equagao (5))). Isto é mais facilmente
visto quando a = 0,9 (Figura [Bt). Nesta figura, § ~

+7, exceto préximo aos pontos da superficie em que a
condigao %; = —0,9w, ¢é satisfeita. Para wy = 1 rad/s
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Figura 3: Constante §, em unidades de 7, em funcdo das

condicBes iniciais de posicdo xo e velocidade vo para wo = 1
rad/se (a) a=0,1, (b) a=0,5e (c) « =0,9.

e a — 1, 0 torna-se nulo nos pontos da bissetriz que
corta o segundo e o quarto quadrante do plano zgvy,
nos mesmos casos em que A é minimo.

2.2. Tempos de retorno

Da equagao (3)), a velocidade é facilmente obtida por

&= i—? = —A(Bcos ¢ + wysin ¢)e P, (6)
sendo ¢ = wit — . Escrever a velocidade através de
uma expressdo similar ao deslocamento (equagdo (3)),
diferente apenas por uma fase, mostra que as duas
quantidades estao fora de fase uma em relagdo a outra
por tanfl(—vla_o‘?) [6]. Nos n instantes de tempo em
que a particula retorna (os instantes de retorno 7,), o
deslocamento maximo é alcangado, a velocidade é zero
e da equagao (6

1 1 o
. = ————— —t — | +4d|. (7
T, iR {mr an ( 1—a2> ] (7)

Usando o angulo de fase § obtido na equagao

1 [ vov1—a?

avg + Towo

nm + tan—

(8)

Tn =

1
woV1 — a?
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Figura 4: Primeiro instante de tempo de retorno 79 em funcio
das condicGes iniciais de posicao x¢ e velocidade vy para wp =1
rad/se (a) a=0,1, (b) a=0,5e (c) a=0,9.

O primeiro instante de tempo de retorno (79) é entéo
obtido quando n = 0 e pode ser observado na Figura [4]
para os casos (a) « = 0,1, (b) a =0,5¢€ (¢c) a = 0,9
com wp = 1 rad/s.

A superficie 79(xg,v9) é similar a Figura 3p se o =
0,1 (Figura[dh). Para este valor de amortecimento, 7o >
0 aproximadamente para todas as situagoes em que o
vetor velocidade inicial aponta se afastando de z = 0.
Caso contrario, o intervalo de tempo entre o instante de
retorno anterior e ¢t = 0 é menor que t = 0 e o proximo
instante de retorno, fazendo com que o primeiro instante
de retorno se torne negativo.

Observando todos os casos, o valor maximo (minimo)
de 79 é maior (menor) para valores maiores de amorte-
cimento «, como era de se esperar.

A superficie 79(xg,v9) possui descontinuidade nos
pontos que satisfazem a condicao ;—g = —%0, situacdo
esta que pode também ser vista observando a equa-
gdo (8). Sendo assim, para valores crescentes de «a, a
superficie parece gradualmente rotacionar no plano zyvy.
Este resultado sugere a gradual antecipacao do ponto de
retorno, até que em o — 1 a rotagdo é de +7. Neste
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limite, se wp = 1 rad/s, a descontinuidade da curva
localiza-se na bissetriz que corta o segundo e o quarto
quadrante do plano xgvg.

Note pela equacao (8) que se zg = 0, 70 =

o \/i—(ﬁ tan =1 (Y 1;‘12 ), independente da velocidade irlﬁ-
™

cial vo, e nos limites 7o(ov — 0) = 57— e To(a = 1) = -,
0 que mostra o quanto o amortecimento pode diminuir
o tempo de retorno. Também se vy = 0, 79 = 0, como
era de se esperar, pois xg = 0 é propriamente o ponto
de retorno.

O intervalo de tempo entre dois pontos de retorno

consecutivos é dado por

™
wovl —a?’

Este intervalo de tempo nao depende da posicao
ou velocidade inicial da particula, informacées estas
impostas por um agente externo, mas sim da frequéncia
natural do sistema wg e do pardmetro de amortecimento
«, informagbes naturais do sistema. Este resultado é
similar ao que se observa no MHS e pode ser entendido
como a conservacao do intervalo de tempo de um semi-
periodo [8, [@]. Logo, periodo é sempre uma quantidade
intrinseca, mesmo em sistemas dissipativos.

Os pontos de retorno definem as amplitudes do mo-
vimento dadas por z(t = 7,,). Usando as equagoes e
temos que

z(r,) = (-1)"A

AT =Tpi1 — T =

9)

1 —a2e P (10)

e entao o primeiro ponto de retorno é dado por

— o tan71<;}g 1;?:2 ))
2(19) = AV1 — a2e ( 1-e? otmoro S (11)

A equagao mostra que a primeira posi¢ao de re-
torno possui dependéncia exponencial com o pardmetro
de amortecimento « [9]. Nesta condigdo, se o = 0,

« —1,V/1=a2
x(m) = %ei(mtan =)
2> para o — 0 e z(10) = f}—‘(’)e‘l para o — 1. Também,
se vp = 0, a posi¢do z(7) é o préprio valor inicial zg,
como era de se esperar. A superficie x(7p) em funcio
de zg e vg tem qualitativamente comportamento similar
a Figura se a = 0,1. Para valores crescentes de «,
porém, a dependéncia com A e com o tempo de retorno
no termo exponencial induz que z(7y) tenha, além da
descontinuidade em zg = 0, uma descontinuidade nos
pontos em que Z—g = —%2. Desta maneira, a antecipacio
do ponto de retorno sugerida pela superficie 7o(xq,vo)
é confirmada.

As aceleragbes nos pontos de retorno sao obtidas
usando #(7,) = a(7,). No primeiro instante de retorno,
a aceleragio ¢ dada por a(ry) = —wiz(79) e logo

i(19) = —Aw2V/1 — a2e om0, (12)

, com limites x(m) =

O comportamento da superficie & (70)(xo, vg) é similar
ao comportamento da superficie —A(zg,vp) se o = 0,1
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Figura 5: (a) Primeiro instante de tempo de retorno o,
(b) primeira posicdo de retorno x(79) e (c) aceleracdo no
primeiro instante de tempo de retorno a(7) para wo = 1 rad/s
exo=0m, vo =1m/s (curvas 1), zo =1 m, vo = 1 m/s
(curvas 2), e zo = 1 m, vg = 0 m/s (curvas 3).

(Figura ) Para valores de amortecimento mais alto,
como acontece com x(7p), a curva possui descontinuida-
des nos pontos em que xg =0 e z—g =0,

A dependéncia de 79, z(79) e a(7p) com o pardmetro
de amortecimento « é representado na Figura [5] se
wo = 1 rad/s, para os casos particulares g = 0 e
vg = 1m/s (curvas 1), zg = 1 me vg = 1 m/s (curvas 2),
exg =1mevg=0m/s (curvas 3). Como esperado,
se g = 0 e vyg = 1 m/s (curvas 1), 79 e x(79) caem
com o aumento de «, e a(1p) aumenta. Se vg = 0 m/s
e xp = 1 m (curvas 3), todos os valores sdo constantes
ja que a posicao de retorno é a proépria posicao inicial
da particula. E se g =1 m e vop = 1 m/s (curvas 2) as
curvas assumem um comportamento intermediario entre
as curvas 1 e 3.

A distancia e a razdo entre pontos de retorno con-
secutivos bem como a comparacdo do n-ésimo ponto
de retorno com o primeiro ponto de retorno pode ser
respectivamente expressos por

am

Az = 2(Tpht1) — (1) = —a(1)(1 + e Vi-o?)
— )14, 13
M — _6—71, (14)

x(Tp)
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SeN=Amaz ©

(1) = (=1)"2(19)e ™", (15)

A quantidade dada pela equacéo é chamada de
decremento de movimento e 1 o decremento logarit-
mico [I0]. O decremento de movimento mede o quanto
o sistema é amortecido pela forga viscosa. Como no
subamortecimento as amplitudes das oscilagbes caem
exponencialmente, o termo logaritmico destaca apenas
o expoente. Note que a definicio de decremento lo-
garitmico 7 pode ser usada para reescrever diversos
resultados anteriores, como as equagoes , e .
Ela também pode ser usada em diversos resultados que
serdo mostrados mais adiante neste trabalho.

2.3. Velocidade maxima

Usando a equacao (3)), a aceleragao & é definida por

. Pz

B =75 = A[(B? - w)cos 6 + 2wisin gl (16)

Escrever & através de uma expressao similar ao deslo-
camento (equagio ), diferente apenas por uma fase,
mostra que as duas quantidades estdo fora de fase uma
em relacdo a outra por tan_l(%ﬁ). No primeiro
instante de tempo (t =0 = tg), ©(tg) = ag = —2awovg —
wizo. Assim, para sistemas amortecidos (0 < a < 1)
a informagao da posicdo inicial da particula xzg nao é
suficiente para determinar a aceleracao inicial ag, como
acontece no MHS, exceto nos casos em que a particula
é liberada do repouso (vg = 0), pois nesta condicao
apg = —l‘owg.

Os instantes de tempo de velocidade méxima 7,; sao
obtidos quando & = 0. Usando a equagao (16]) esta
condicao é satisfeita por

iy ! [5+t —1< L 27 >+ }
A an ey — nm
" w1 — a2 20071 — o2
(17)
ou
N 1
T = ——-
" w1 — a2
(wo + 2a22)v/1 — a2
x |tan™? 0 +nm|. (18
[ ( awo + 22 (202 — 1) (18)

O primeiro instante de tempo de velocidade maxima
(15) é entdo obtido quando n = 0. A equagdo (|18)
mostra que a superficie 77 (2o, vg) tem descontinuidade
quando a condicao %8 = a(lf’% é satisfeita. Se xg = 0,

o _ 1 —1/2aV1—a? o
0 = ooAaian (%5%:==) de modo que 757 = 0

para os casos limites &« — 0 (no MHS) e « — 1. Se

vg = 0, T(T - 7‘0(%0 = 0) = wo\/ifcﬁtanil( 1;042) -

1 -1 ~ )
mtan (%) Das equacoes e 1) nota-se que
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o intervalo de tempo entre instantes sucessivos de ve-
locidade méaxima é igual ao intervalo de tempo entre
instantes de retorno sucessivos de modo que

— Tn =

. 71 tan™! (W)
’

" woV1 — a2 n
TS(’UQZO) :To(.%‘():O). (19)

Ou seja, o intervalo de tempo entre a velocidade
nula e a velocidade méxima nao depende das condigoes
iniciais. Mais, o intervalo de tempo necessario para que
uma particula partindo do repouso chegue a velocidade
méxima (intervalo de tempo de aproximacdo Atg,, =

n—l(\/ 1—a?

(e

T —Tn = ﬁta
1) ou igual (se v = 0) que o intervalo de tempo necessario
para a particula retornar a velocidade nula (intervalo
de tempo de afastamento, Atytes = Tny1 —7) =
tan~! (¥=22) [9].

[

)) é menor (se 0 < a <

s _ 1
wovV1—a?2 wovV1—a?2
As posicoes da particula com velocidade maxima

x(7r) sdo obtidas usando as equagoes e

x(1)) = A(=1)"2a/1 — aQefo‘“’OT;, (20)

mostrando claramente que se a # 0 esta posicao cai
exponencialmente e localiza-se sempre antes da origem
relativa a ultima posicao de retorno.

Devido a igualdade entre os intervalos de tempo de

retorno sucessivos e velocidades maximas sucessivas, a
$('r:,,-¢—1)
x(rr)
iguais as equagoes @ e , respectivamente. Também,
a relacdo Az* = x(7;.,) — x(7;;) e a relacdo entre
z(r}) e x(7}) sdo similares as equagdes (13) e (15),
respectivamente.

Por fim, o valor extremo de velocidade no primeiro

instante 75 pode ser obtido por

Sao

N : * * x
dependéncia de 7., com 7, e a razado

w(1g) = —\/U(Z) + 2awovozo + 22wie 00 (21)

o que sugere uma queda exponencial com relagdo ao caso
MHS.

Note que se vy = 0, &(7]) = —woTge Y070 e se
zo =0, &(18) = —vge o0,

2.4. Energia e poténcia do sistema

Usando as equagoes (3)) e @, os valores instantaneos da
energia cinética E, = $md?, energia potencial U = 3 kz?
e da energia mecénica F,,.. = U + E. sao obtidos. Os
valores destas energias instantaneas sao dados por

1

E.= imAQw(Q) [ cos(2¢) + sin®¢
+ a/1 — a2sin(2¢)]e” 220!, (22)
1

U= 5mAQo.)(Q)COSQQSe_zO‘Wt, (23)
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se a constante eldstica k = mw? e
1
Eree = gmAng[l + o cos(2¢)

+ a1 — a2sin(2¢)]e 2wt (24)

Note que na expressao a energia mecanica ins-
tantdnea em ¢t = 0 para os casos particulares em que
o = 0 ou vg = 0 sao respectivamente %mv% e %mx%w%,
como era esperado, pois sdo estas energias dadas por um
agente externo.

Para valores de t # 0 e o # 0, a energia mecénica
E,ec(t) é, em funcao do tempo, representada por um
decaimento exponencial modulado por uma sucessao
de vales de amplitude dependentes do amortecimento
a [1I]. O grifico Ege. = t tem derivada nula nos
instantes de tempo de retorno da particula e as menores
derivadas nos instantes de tempo de velocidade méxima.
Como a poténcia P = %7 estes instantes correspondem
respectivamente aos instantes de menor e maior perda
de energia [9} [12].

Os valores médios das energias podem ser calculados
da média temporal dos seus valores instantaneos. Se a
média for feita entre pontos de retorno consecutivos

)= —— [ Eoa @)

Tn+1 — Tn -
e entao
_a? 3/2
(E) = %mAgwgi(l 47ra) (1 — e 2M)e20woTn  (26)
(U) = (Ec)(4a® + 1) (27)
(Bmee) = (B.)(40? + 2). (28)

A Figura |§| mostra o comportamento da energia
mecanica média (E,ec), energia cinética média (E.) e
energia potencial média (U) em funcdao do pardmetro
de amortecimento a no primeiro instante de tempo de
retorno (n = 0) para os casos (a) g = 0 m, vy =
1 m/se (b) ygy =0m/s, o = 1 m, se a massa do
corpo é m = 1 kg e a frequéncia de oscilagdo natural
wo = 1 rad/s. Para o caso zyp = 0 m, as energias
convergem para valores nulos mais rapidamente que no
caso vg = 0 m/s. Isto demonstra o efeito da forca viscosa.
Como o amortecimento é proporcional a velocidade, a
perda da energia é maior nos casos em que a particula ja
inicia em movimento do que nos casos em que a particula
inicia com velocidade nula (e energia total acumulada
sob a forma de energia potencial).

As expressoes , e nao dependem ex-
plicitamente do tempo. A dependéncia temporal pode
ser incluida usando a aproximacao t — T"Jr% Desta
forma,

(1- a2)3/2

(E.(t)) = mA*w] sinh(n)e™22%0f  (29)

T
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Figura 6: Energias mecanica F,.., cinética F. e potencial U
média para massa m = 1 kg e frequéncia de oscilacdo natural
wo = 1 rad/s nos casos (a) zo =0 m, vo =1 m/s e (b) zo =
1m, vo=0m/s.

com (U) e (FEpe.) mantendo as relagoes e (28).

A poténcia é obtida da expressao da energia mecanica
ou mesmo observando que P = —bi?. A poténcia
instantanea P(t) é dada por

2
P(t) = —2mowd A2 (acos ¢ + /1 — a2sin ¢) e~ 200t
(30)
=0

A equacao mostra que % = 0 quando d{ﬁc
(E. minimo ou v = 0 m/s e E, maximo ou v maximo).
Em ¢ = 0, a poténcia instantanea ¢ P(0) = —2mawyv?,
independentemente do valor de 2y. Como é de se esperar,
a poténcia é nula sempre que nao ha amortecimento
(a=0).

A poténcia média obtida entre os primeiros instantes
de retorno é dada por

Vv1—a?

s

—QOCUJQt

(P(t)) = mA%w3(2a* —a® — 1) sinh(n)e
(31)

Na Figura [7] podem-se comparar as energias instanta-
neas (potencial, cinética e mecénica), a energia mecanica
média, a poténcia instantdnea e a poténcia média para
o caso o = 0,1 e wg = 1 rad/s. Observa-se que a energia
potencial maxima U,,4,; corresponde a energia cinética
minima F,. no primeiro momento, no instante de

min?
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Figura 7: Energias cinética, potencial e mecanica instantanea,
energia mecanica média, poténcias instantidnea e média em
funcdo do tempo para a = 0,1. Em destaque, o primeiro 7o,
segundo 77 e terceiro 7> instante de tempo de retorno, o primeiro
instante de tempo de velocidade maxima 75 e o primeiro
instante de tempo de energia potencial minima tymin.

tempo 79. Mas a energia potencial minima U,,s, no
instante de tempo tymin, Ndo corresponde & energia
cinética maxima E, . , no primeiro momento no instante
de tempo 75. Note também que o intervalo de tempo
entre pontos de retorno ou de velocidade méxima é
constante, como foi mostrado nas se¢oes m e @

Em geral, pode-se demonstrar que o caso U,,4, acon-
tece no mesmo instante de tempo de E, .. (%7 = 0), ou
seja, nos instantes de retorno ¢ = 7,. No segundo caso,
E acontece nos instantes de tempo de velocidade
maxima t = 7,5 € Upsm quando t = ¢ = ﬁ[& +

min

Cmdx

(2n 4 1)%]. Estas relagdes mostram entao que Upim ©
E. .. acontecem nos mesmos instantes de tempo apenas
no caso em que a = 0. Ou seja, as posigoes de velocidade
méaxima diferenciam-se do ponto & = 0 sempre que
houver amortecimento (o # 0).

Por fim, pode-se definir o fator de qualidade ou o fator

@ obtido por Q = 271'%. Se A{Emee) = —(Tnt1 —

Tn)%, o fator @ é descrito por
Vi—-ao? 7
Q=——="-, (32)
o n

x(70)

onde n = %logﬁ é o logaritmo de decrescimento
definido na secao é;fi

2.5. Distéancia total percorrida
Usando a equagao , a distancia total percorrida AS
pode ser definida por [13]

AS = |AS:[+ ) |ASi], (33)
1=2

onde

AS; = Ae P™0cos(wi g — §) — Acos d (34)
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é a distancia entre o ponto inicial do movimento (o) e
o primeiro ponto de retorno (x(79)) e

AS; = A[e_ﬁ"iflcos(wln,l -9) — e Pri—2
x cos(w1Ti—2 — 0)] (35)

sdo as proximas distdncias entre pontos de retorno
subsequentes.

Baseado na equacao @, W1Ti—1—0 = wWiTi_o+mT—0d €
logo cos(w1Ti—1 —¢) = —cos(wiTi—2 — d). Usando este
resultado e a equacao @, a equacao pode ser
reescrita por

AS = —(-1)?AVI—a? (14 5 ) e (36)

de modo que

i IAS;| = AV/1— a2 (1 + e‘%) i e=Pri=2 (37)
=2 1=2

Na equagao ,

Z e PTi—2 — o—BT0 + e BT 4ot 6—57n7 (38)
1=2

para n — co. Usando a equagao @

Z e BTi—2 — o=BTo Z (efﬁﬂ/ﬁﬁ)i. (39)
=2 =0

A soma do lado direito da equacao (39)) é uma serie
geométrica infinita, convergente, cujo resultado é dado
1
por 1—e Br/wi "

A equacio (37) torna-se

i |AS;)| = AV1 - a? (1 + e‘%) e—BT0
i—2

(=) w

Usando as equagoes e temos da equagao ,

enfim:

AS =29+ AV1—a? (1 + 1) e P (41)

tanh (g)

representada na Figura [8| se wy = 1 rad/s para os casos
2o=0m,vo=1m/sexg=1m, vg=0m/s.

Na Figura [§] para todos os valores de parametro
de amortecimento «, a distancia total percorrida por
particulas que partem do repouso em xg = 1 m é maior
que a distancia total percorrida nos casos em que a
particula parte na origem com velocidade vy = 1 m/s.
Também ¢é facil observar que se o amortecimento é
minimo (a — 0) o sistema se comporta como harménico
simples e AS — oo. Para 0 < a < 1 a disténcia total
percorrida é finita. E se o amortecimento é méximo
(a = 1), AS = 2%{;6_1 = 2z(79) quando zg = 0 m
e AS = 3xg quando vp = 0 m/s.
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Figura 8: Distancia total percorrida em funcdo do pardmetro
de amortecimento « se wo = 1 rad/s para os casos o = 1 m,
vo=0m/sevo=0m/s, zo =1 m.

3. Conclusoes

O problema do movimento harmoénico subamortecido
com forga viscosa dependente da velocidade da particula
foi revisitado. Quantidades usualmente nao abordadas
em livros textos foram obtidas, como constantes da
expressao do deslocamento, instantes de tempos de
retorno, posigoes de retorno, intervalo de tempo de
retorno, velocidades méaximas, instantes de tempo e
posicoes de velocidade méaxima, intervalos de tempo
de velocidade maxima, energias cinética, potencial e
mecanica nas formas instantdneas e médias, poténcias
média e instantidnea e a distancia total percorrida. Em
todas as grandezas obtidas foi explicitada a dependéncia
com as condigoes iniciais do problema (posicio xg e
velocidade inicial vg) e o pardmetro de amortecimento a.
Alguns resultados podem ser destacados: a amplitude
de movimento A independe da frequéncia natural wqg (e,
logo, das caracteristicas da massa e da mola em um
sistema massa-mola) se o objeto é largado do repouso
(vo = 0). Nestas condigoes, A tem dependéncia linear
com a posicao inicial xg. O intervalo de tempo entre
pontos de retorno ou pontos de velocidade méxima
sao iguais (meio perfodo) e independe do tempo e das
condicoes iniciais xg e vg, similar ao que acontece no
MHS. Em cada meio periodo, o intervalo de tempo de
afastamento a origem é maior, quando « > 0, ou igual,
quando a = 0, ao intervalo de tempo de aproximacao.
Deste modo, apesar de constar com dois intervalos
de tempo diferentes, o semi-periodo é uma quantidade
constante, intrinseca, mesmo em sistemas dissipativos.
A existéncia de amortecimento no sistema impede
que a aceleracao inicial da particula seja determinada
apenas usando a posi¢ao inicial, como no MHS, sendo
necessarias posicao e velocidade inicial, bem como a.
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Apesar da coincidéncia no instante de tempo entre
energia cinética minima e energia potencial maxima,
existe uma diferenca nos instantes de tempo de energia
cinética méxima (velocidade méxima) e energia poten-
cial minima (posicio x = 0), fruto da antecipacdo do
local de maior velocidade em relagao a origem que pode
ser determinada em funcao das condigbes iniciais e do
amortecimento. A antecipacdo deste ponto resulta na
descontinuidade de algumas grandezas estudadas em
condicoes especificas, como nos instantes e nas posigoes
de retorno 1y e x(79).

O estado de movimento da particula no instante inicial
influencia na dependéncia das energias e da distancia
total percorrida com relacdo ao parametro de amor-
tecimento. Em particular, particulas que iniciam em
movimento (vy # 0) possuem decaimento mais abrupto
com relacao aquelas que iniciam em repouso.

Os resultados obtidos neste artigo podem ser repro-
duzidos experimentalmente utilizando artefatos simples
cujos modelos se assemelham ao movimento amortecido
proporcional & velocidade, como péndulos [14], sistema
massa-mola [I5] e trilhos de ar [16]. Por exemplo, a
amplitude de movimento pode ser obtida para o casos
simples de massa largada inicialmente do repouso. Os
instantes de tempo e posi¢oes de retorno e de velocidade
maxima podem ser obtidos por video analise utilizando
até mesmo celulares [17].

Referéncias

[1] H.M. Nussenzveig, Curso de Fisica Bdsica (Edgard
Blucher, Sao Paulo, 2002), v. 2, 4 ed.

[2] S.T. Thornton e J.B. Marion, Classical Dynamics of
Particles and Systems (Cengage Learning, Sao Paulo,
2011).

[3] J. Lenz, Physics Education 14, 45 (1979).

[4] G.D. Quiroga e P.A. Ospina-Henao, European Journal
of Physics 38, 065005 (2017).

[5] L.D. Landau e E.M. Lifshitz, Mechanics (Pergamon
Press, Bristol, 2007), v. 1, 2 ed.

[6] D. Morin, Introduction to Classical Mechanics
(Cambridge University Press, New York, 2007),
v. 1, 2 ed.

[7] M. Hazavy, Classical and Quantum Dissipative Systems
(Imperial College Press, London, 2005), v. 1, 1 ed.
[8] D.J. Inman, Engineering Vibrations (Pearson, New
Jersy, 2014), v. 1, 4 ed.
[9] T. Corridoni, M. DAnne e H. Tuchs, The Physics
Teacher 52, 88 (2014).
[10] P. Hinrichsen, The Physics Teacher 57, 250 (2019).
[11] E.A. Karlow, American Journal of Physics 62, 634
(1994).
[12] Y. Kraftmakher, European Journal of Physics 39, 567
(2009).
[13] E.M. Diniz, Revista Brasileira de Ensino de Fisica 42,
0195 (2020).
[14] M.I. Gonzalez e A. Bol, European Journal of Physics 27,
257 (2006).

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0221

€20220221-9

[15] B. Lakhlani e H. Yadav, Procedia Engineering 173, 1808
(2017).

[16] J.C. Castro-Palacio, L. Veldzquez-Abad, M.H. Giménez
e J.A. Monsoriu, American Journal of Physics 81, 472
(2013).

[17] V.L.B. de Jesus e D.G.G. Sasaki, Revista Brasileira de
Ensino de Fisica 36, 3503 (2014).

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20220221, 2023



	Introdução
	MHA Unidimensional: Características Raramente Abordadas
	As constantes da equação do deslocamento
	Tempos de retorno
	Velocidade máxima
	Energia e potência do sistema
	Distância total percorrida

	Conclusões

