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Este trabalho tem como objetivo apresentar uma abordagem introdutéria ao tratamento quantico de sistemas
de uma particula carregada imersa em um campo magnético constante. Em primeiro lugar, este trabalho inicia
resgatando alguns conceitos basicos de Mecanica Quantica, como equacio de Schrédinger e equacdo de Heisenberg,
evolucao temporal dos estados, estados e operadores no espaco de posi¢ao, etc. Esta revisdo serve como uma etapa
do trabalho que complementa o seguinte: a construgdo das ferramentas essenciais para o estudo da interacdo de
uma particula carregada sub acdo de um campo magnético constante. Por fim, tratamos do objetivo principal
do trabalho, que é mostrar que o estudo dessa interacdo, no formalismo da Mecénica Quéntica ondulatéria de
Schrédinger, pode ser feito através do estudo dos niveis de Landau e o efeito Aharonov—Bohm.

Palavras chave: Campos e particulas carregadas, niveis de landau e o efeito Aharonov—Bohm.

This work aims to make an introduction to the study of a quantum system of a charged particle immersed in a
constant magnetic field. First of all, this work starts by recovering some basic concepts of Quantum Mechanics:
as Schrodinger equation and Heisenberg equation, time evolution of states, states and operators in position space.
This review is a step of the work that complements the next one: the construction of the essential tools for the
study of the interaction of a charged particle under the action of a constant magnetic field. Finally, we present
the main objective of the paper, which is to show that the study of this interaction, in the Schrodinger wave
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quantum mechanics formalism, can be realized through Landau levels and the Aharonov—Bohm effect.
Keywords: Fields and charged particles, landau levels, and the Aharonov—Bohm effect.

1. Introducao

A interacdo de uma particula carregada com campos
eletromagnéticos é um tema que tem o interesse dos
fisicos desde a criacdo da teoria eletromagnética (século
XIX). Dentro desse amplo tema, um dos aspectos que
teve destaque ascendente nos ultimos 100 anos foi o es-
tudo do aprisionamento de particulas carregadas. Hoje,
esse ramo do conhecimento cientifico lidera grandes
projetos de pesquisas com orgamentos gigantescos em
todo o mundo, como Sirius, Large Hadron Collider
(LHC), Max IV, Paul Scherrer Institut (PSI) e European
Spallation Source (ESS). Contudo, o estopim dessa
linha de pesquisa foi o surgimento das armadinhas
magnéticas de Penning e Paul, dispositivos que por
serem capazes de fazer medi¢Ges com uma alta precisao
foram contempladas com o prémio Nobel de fisica no ano
de 1989.

Em 1920, o fisico holandés Frans Michel Penning
(1894-1953) terminou a pesquisa do seu doutorado,
que foi conduzido juntamente com seu orientador
Heike Kamerlingh Onnes, considerado um entre os
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mais renomados fisicos holandeses da época, por suas
contribuicées ao fenémeno da supercondutividade. O
trabalho de doutorado de Penning versa sobre um tema
Metingen over isopyknen van gassen bij lage tempe-
raturen (medi¢bes das linhas constantes de densidade
em um diagrama de pressdo-temperatura de gases a
baixas temperaturas). Mais tarde, esse tema levou o
fisico Penning ao ramo da exploracdo da interagdo de
um campo magnético com descargas elétricas em meio
gasoso, em regimes de baixas temperaturas [I]. No ano
de 1924, Penning recebeu o titulo de doutor e, nesse
mesmo ano, consegue ingressar no Philips Natuurkundig
Laboratorium (Laboratério de Fisica Philips), onde deu
continuidade as suas pesquisas.

Com os dispositivos disponiveis no laboratério de
Philips, Penning conseguiu conduzir pesquisas com um
grande rigor experimental. No entanto, por diversas
vezes houveram dificuldades experimentais que deman-
davam métodos até entdo inexistentes [2]. E foi nesses
momentos que Penning demonstrou sua engenhosidade
criando novos métodos, assim como novos dispositivos,
que permitiram a ele conseguir novos dados inéditos
para a fisica experimental da época. Esse foi o caso das
medic¢oes de pressao no interior de um tubo de vacuo,
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dentro do qual era percorrido por uma correte elétrica
que sofria os efeitos de um campo magnético externo [IJ.
tal feito s6 foi possivel devido a criacdo de um novo
dispositivo que recebeu o seu nome em homenagem, o
medidor de Pennig [3].

Nas duas décadas seguintes, 30 e 40, Penning foi autor
de livros e intimeros artigos cientificos [4H9] de relevancia
para sua area de pesquisa. Alguns desses trabalhos foram
acompanhados pelo fisico alemao Hans Georg Dehmelt
(1922-2017), que tinha um forte interesse no estudo
sobre particulas carregadas interagindo com campos
eletromagnéticos. Parte dessa motivacdo de Dehmelt
também se deve ao contato com livro Theory and Design
of Electron Beams de John Robinson Pierce [I0], onde ja
havia sido proposto a ideia de aprisionar uma particula
carregada apenas pela presenga de um campo externo
adequado. Dehmelt, no entanto, deixou essa ideia de
lado quando iniciou seu doutorado no ano 1948 pelo
Kopfermann’s Institute (instituto de Kopfermann).

Apés ser condecorado com o titulo de Doutor, Deh-
melt mudou-se para Washington (EUA), onde foi no-
meado ao cargo de professor assistente e passou a maior
parte de sua carreira académica. Na década de 50,
Dehmelt voltou sua atengdo ao seu antigo interesse
académico, o aprisionamento de particulas com uso de
um campo elétrico externo. Dehmelt foi bem sucedido na
criagdo de um dispositivo capaz de manter um elétron
confinado a uma regiao finita do espago por alguns
segundos. KEsse dispositivo foi nomeado por ele como
Penning trap (armadilha de Penning), muito devido a
sua admiragao pelos trabalhos do fisico Penning. No ano
de 1989, Dehmelt fez parte daqueles contemplados com
o prémio Nobel de Fisica, pelas suas contribuigoes ao
desenvolvimento de armadilhas de ions.

Ainda na década de 50, em paralelo aos estudos de
Dehmelt, o fisico alemao Wolfgang Paul (1913-1993)
investiu grandes esforgos no desenvolvimento de um
dispositivo capaz de confinar um elétron. Paul teve a
ideia de construir um dispositivo para aprisionar um ion
com um campo magnético de menor intensidade do que
aquele induzido na armadilha de Penning, compensando
essa diferenca nos efeitos sofridos pela particula, causada
pela menor intensidade do campo, com a geometria
do dispositivo [II]. Essa armadilha foi um sucesso,
recebendo o nome de Paul trap (armadilha de Paul).
Por esses estudos, Paul foi um dos contemplado com o
prémio Nobel de fisica no mesmo ano que Dehmelt.

As armadilhas de Penning e Paul foram um simbolo
de referéncia para fisica experimental que explora a
interacdo de campos eletromagnéticos com particulas
carregadas. Nos anos seguintes, esses dois dispositivos
foram extensamente utilizados em experiéncias, devido
a alta precisao nas medic¢oes de gradezas relacionadas a
fons que eles proporcionavam [3].

Devido ao grande sucesso e predominancia dessas ar-
madilhas de {ons nas experiéncias fisica, Paul e Penning
tém hoje, cada um, uma classe de armadilhas com seus
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nomes, devido ao surgimento de novos dispositivos resul-
tantes de leves variages das armadilhas originalmente
projetadas por Dehmelt e Paul [12HI4]. Atualmente,
esses dispositivos, acredita—se, podem ter uma grande
importancia para o desenvolvimento de tecnologias de
armazenamento de informacao quéntica, com base em
resultados, por exemplo, como o descrito em [15].

A interagdo entre campos magnéticos e particulas
carregadas sdo a base de projetos de pesquisas com
orcamentos gigantescos em todo o mundo, como Sirius,
Large Hadron Collider (LHC), Max IV, Paul Scherrer
Institut (PSI) e European Spallation Source (ESS),
e possui diversas aplicagbes em pesquisas sofisticadas,
como espectroscopia [16], fisica do plasma [17], fisica do
estado solido [I8], além de que existem vérios fend6menos
interessantes que ocorrem na atmosfera da Terra, decor-
rentes dessa interagdo, que valem apena ser explorados
por aqueles que se interessam por confinamento de
particulas de altas energias [T9H21].

Em 1925, com o surgimento da equacdo de Schrodin-
ger [22], varios fendmenos decorrente da interacao entre
particulas eletricamente carregadas com campos magné-
ticos foram descobertos. Os niveis de Landau e o efeito
Aharonov—Bohm sao exemplos de fendomenos puramente
quanticos, isto é, nao possuem qualquer explicacao
classica (fisica antes do século XX). Os niveis de Landau
sao os valores que constituem o espectro de energia
quantizada de um sistema formado por uma particula
carregada e um campo magnético constante [23] [24],
ao passo que o efeito Aharonov-Bohm corresponde a
uma diferenca de fase no padrdao de sobreposicdo de
ondas, apresentada por uma particula carregada (em sua
natureza ondulatéria), que é causada pela presenca de
um campo magnético préximo, ainda que esse campo
seja nulo na regido acessivel & particula [25]. Esse
primeiro fenémeno tem se mostrado influente sobre
trabalhos de grande importancia académica, como o
efeito Hall quantico, que impactou varias areas da fisica,
como fotdnica, emaranhamento, eletronica experimental
e fisica da matéria condensada [26] 27], além de ter
sido reverenciado com o prémio Nobel de 1985. Ja o
segundo, por outro lado, ressignificou a compreenséo
da esséncia da teoria eletromagnética no século XX.
Esse impacto académico é a principal motivacdo que
levou ao objeto de estudo deste artigo, a interagdo de
uma particula quéantica eletricamente carregada com um
campo magnético cldssico.

Este trabalho tem como objetivo principal fazer uma
abordagem introdutéria ao tema: interacao de uma par-
ticula quéntica eletricamente carregada com um campo
magnético classico. Mostraremos que essa abordagem
pode ser vista através dos fenémenos dos niveis de
Landau e o efeito Aharonov—Bohm.

Os livros e textos tradicionais geralmente utilizados
em um curso de Mecénica Quéantica [28431] ndo apre-
sentam uma abordagem introdutéria sobre este tema.
Nesse sentido, este trabalho também serve como material
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didatico complementar para professores ou para alunos
(graduagdo ou poés—graduagdo) interessados em uma
tratamento introdutério ao tema. Portanto, este texto, a
medida que complementa o conteiido apresentado pelas
referéncias bibliograficas tradicionais, é também uma
alternativa para o ensino de fisica.

A apresentacdo do contetdo sera feita da seguinte
forma: na se¢do 2] apresentamos uma revisao da modela-
gem de sistemas fisicos com a equacao de Schrodinger e
Heisenberg, com a aplicacao no sistema de uma particula
carregada interagindo com um campo magnético cons-
tantes; na secao[3] as ferramentas apresentadas na secéo
descrita anteriormente serdo utilizadas para explorar
o espectro de energia de um elétron se movendo na
regido de uma campo magnético uniforme e, também,
para demonstracao do efeito Aharonov—Bohm; por fim,
a secao [p| é o espaco para as conclusoes do trabalho.

2. Fundamentos Tedricos

No ano de 1939, a notagdo Braket foi sugerida por
Dirac como uma maneira elegante de evitar “saltos”
entre formalismos que ndo possuem uma correspondén-
cla muito natural na Mecanica Quéntica [32]. Nessa
notagao, o simbolo | ) atribui a um determinado elemento
o status de vetor (popularmente denominado como ket),
ao passo que o simbolo ( | indica uma forma linear, ou
funcional linear, (que é conhecido como bra). Isto posto,
{1, ag, a3} vetores sdo escritos como |ay), |as2) e |as),
ao passo que os funcionais aparecem como (z1], (x2| e
(x3]. Dessa forma, a projecdo do funcional (x| sobre o
vetor |a) é dada por (x|a) = ¥(z, a).

Todas as informagoes que podem ser extraidas de um
sistema fisico descrito pela Mecanica Quéntica estao con-
tidas em uma fungdo ¢ (z, ) correspondente. O espago
que contém este grupo de fungbes é chamado espago
de Hilbert, ou também denominado como L?(R3). Ao
longo deste trabalho usaremos a notagao de Dirac [32].
Alguns aspectos de fundamentos da dlgebra da Mecanica
Quantica, no entanto, ndo serdo contemplados. Para um
aluno interessado em uma introdugao abrangente sobre
esses aspectos algébricos, é recomendado o estudo das
bibliografias [28], B30}, B3H36].

2.1. Operador evolugao temporal

Antes de iniciarmos as discussoes sobre o tratamento
de sistemas com o formalismo da mecanica ondula-
toria de Schrodinger, faremos uma breve revisao do
operador de evolucao temporal. Esse operador nos per-
mite estudar o comportamento de estados em diferentes
instantes do tempo. Considere que |a,tp) representa
um vetor de estado, sendo ty o instante no qual esse
estado se encontra, e seja T (t;to) o operador de evolugao
temporal ,que leva um ket de um dado instante de tempo
to ao instante t > ty. Conjecturamos que

A

T (t;to)|a, to) = o, t) (1)
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é a relacao de acdo desse operador sobre o ket de
estado |a, to).

A forma com que o operador .7 (t;tp) age sobre o
ket tem exatamente o mesmo efeito que o operador de
translagao espacial. Entende—se por translacdo como a
mudancga de todos os pontos de uma quantidade vetorial,
definida sobre uma regido limitada de um espacgo, para
outra regiao desse mesmo espago. Dito de outra maneira,
o mesmo efeito sobre o ket ilustrado na Eq. é
observado, também, em coordenadas espaciais em alguns
outros casos. O processo de classificagdo das redes de
Bravais, na fisica do estado sélido, ¢ um exemplo:
os pontos de simetria de uma estrutura cristalina sao
associados pelo operador de translacdo, que atua sobre
os vetores de base de uma célula dessa estrutura e resulta
nos vetores de base (simétricos) de uma outra célula [18].

O operador evolugdo temporal, conforme o ilustrado
na Eq. , nédo necessariamente é o mesmo para diferen-
tes sistemas fisicos. Essa colocacdo é bastante razodvel
se for levado em conta que o modo como um estado fisico
evolui no tempo, obviamente, deve depender do sistema
que esta sendo estudado. Por exemplo, considere dois
sistemas quénticos A e B, com as respectivas energias
totais Ha e Hp. Se H,4 depender explicitamente do
tempo e Hp nao, é bastante razodvel supor que os
estados no sistema A variam com o tempo de modo
diferente do que os do sistema B. Devido a uma questao
de generalidade, um tratamento utilizando uma evolugao
temporal infinitesimal ¢ty — to+dt (valida para qualquer
sistema fisico) é mais promissor do que uma abordagem
usando tg — t, com t qualquer, para casos isolados.
Portanto, conjecturamos que

~

T (to + dt;to)|a, to) = |a, to + dt) (2)

é uma relacao universal.
Algumas propriedades de interesse fisica do operador

~

T (to + dt; tg) devem ser satisfeitas. Sao elas:

T (to +dt + dt; to + dt) T (to + dt; to)

= T (to + dt + dt; to), (3)
Jim 7 (to + dt; to) = 1, (4)
Tt (to + dt; 10) T (to + di; to) = 1, (5)

T (to — dt;to) = T~ (to + dt; tg) ou
T to + dt; to) T (to + dit;to) = 1. (6)

Em primeiro lugar, a propriedade garante que
duas translagoes sucessivas em um ket |a, tg), uma tg —
to + dt seguida da aplicacdo tg + dt — tg + dt + dt, sdo
equivalentes a uma translacao do tipo to — to + dt + dt:

T (to + dt + dt; to + dt).7 (to + dt; to)|a, o)

= T (to + dt + dt; to)|a, to) = |, to + dt + dt).
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Ressaltar-se que a notacio 7 (to + dt + dt; to + dt) foi
utilizada por extenso para mostrar enfaticamente que os
pontos inicial e final da translagao estao distanciados por
uma quantidade infinitesimal. Poderiamos, de maneira
equivalente, utilizar uma notagao reduzida T (t1+dt;t1),
onde o parametro t; = tg+dt. Esse detalhe, embora sutil,
tem grande relevincia, pois 7 (t1 + dt;ty) = T (to +
dt;to), j& que t é um pardmetro e (tp,¢1) sdo valores
definidos.

Em segundo lugar, o limite definido na propriedade
expressa na Eq. tem uma importancia no que diz
respeito a invaridncia do ket em qualquer aspecto que
nao seja a evolugdo temporal. Obviamente, seria um
inconveniente se qualquer propriedade do ket, além de
uma mudanca temporal, fosse alterado por acgdo desse
operador. Nesse sentido, o limite dt — 0, que leva
s (to + dt; to) ao operador unitdrio, é uma garantia que
qualquer outro aspecto de um ket de estado, que nao a
translacdo no tempo (como o spin, por exemplo), serd
mantido invariante por acao desse operador.

Em terceiro lugar, o que se apresenta na Eq. ()
garante a invaridncia da norma do ket, independente de
eventuais n operagoes de translagdo que forem aplicadas
sobre ele, pois

(a,to H TNty + dt; t;) T (8 + dt; ;)| o, o)

=0
= <a, t0|Oé, to).

Por fim, a propriedade @ certifica que se existe uma
translacao dada por T (to + dt;ty), entdo existe uma
inversa, denotada 7 (to — dt;to), ou T (to + di;to),
tal que a agdo de ambas sobre um ket tem a mesma
atuacado que operador unitario. De outra maneira, duas
aplicacoes do operador de evolugdo temporal em um
ket de estado, a primeira levando de um instante tg ao
instante ¢; e a segunda de ¢; regressando a tg, conserva
o estado.

As quatro propriedades, Egs. (3)), , e @, sao
satisfeitas pelo operador da forma [28§]
zf;; dt7 7
onde 7 é a unidade imaginaria, Héo operador hamilto-
niano e h a constante de Planck dividida por 27.

Vejamos como o operador na Eq. satisfaz as
quatro propriedades impostas acima. Primeiro, prova de
contemplacao da Eq. :

T (to+dt;tg) =1 —

T (to + dt + dt; to + dt).T (to + dt; o)

(ty + dt; 1) (to + dt; to)

= 7
szt | iHdt
h
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A A

i1H H? 9
=1- ?(dt—l—dt) — ﬁ(dt)

A

1H
a1 — ——(dt+dt

- (dt + dt)
= T (t1 +dt;tg) = T (to + dt + dt; to),

onde assumimos que termos quadréticos (dt)? sio des-
preziveis. Segundo, prova de contemplagio da Eq. :

, iHdt
lim  (to + dt;to) = 1l 1- =1
4y 7 o+ dito) dt%( ﬁ> 7

pois trata—se de um limite trivial. Terceiro, prova de
contemplacao da Eq. :

T (to + dt; t0) T (to + dt; to)

B Hz‘ffﬂdt | iHdt
a h h

ibHdt iH'dt H'H
=1- d

ot TR T @

iAo oA
=1—-—(H-H'

h( )dt + = (dt)?

onde Verlﬁca se_que esta propriedade é satisfeita so-
mente se HT = H isto é, o operador hamiltoniano deve
ser hermitiano, embora o operador evolucdo temporal
nao seja. Por fim, prova de contemplagao da Eq. @:

T (to — dt; to) T (to + dt; to)

(to + dt; to) T (to + dt; to)

=g1
szt L iHdt
h

iHdt iHdt H?
=1- T (dt)?

ot TR @

iAo H?
=1— —(H — H)dt + —(dt)?

h( ) +h2()
1

onde novamente desprezamos o termo proporcionais a
(dt)?. Portanto, verifica—se que o operador descrito na
Eq. satisfaz as quatro propriedades de interesse para
Mecéanica Quéntica, com tanto que H seja um operador
hermitiano e os termos (dt)? sejam despreziveis.

A deducédo da forma do operador evolugao temporal
T (t;to), com uma translagdo nao infinitesimal, pode ser
feita a partir da propriedade expressa na Eq. . Para
tal, considere a aplicagdo de um operador cuja acao leva
um ket de tg — t + dt equivalente a duas translacoes
sucessivas, onde a primeira é nao infinitesimal ¢t — t e
sendo a segunda infinitesimal ¢ — ¢ + dt:

T (t+dt; to) = T (t+dt; t).T (L to). (8)
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Como aqui t é meramente um pardmetro, temos que

F(t+dtt)=1- “f_ldt,

de modo que a Eq. se torna:

T (t+ dt; tg) = <1 - Uj;dt> I (t:to),

ou
T (t+ dt; to) — T (t: 1) = —iidtf(t;to), (9)
ou, ainda,
Tl dito) = 70sto) i 500

O lado esquerdo da Eq. ¢ a definicao de derivada
em relagdo a t. Portanto, a expressao se reduz a
uma equacao diferencial parcial de primeira ordem:

m%ﬁ(t;to) = H (t; ). (11)

A equacao diferencial parcial ¢é chama de equacdo
de Schrédinger para o operador evolugio temporal [28].
Vale destacar que, como se trata de uma equagao parcial
em t, ndo nos interessa se os observaveis fisico (posigao,
momento linear, etc.) sdo fungdes implicitas do tempo.
Portanto, a dependéncia explicita, que serd caracteri-
zada pelo operador hamiltoniano, é a particularidade
unica que pode distinguir as solugoes da Eq. .

Tendo uma vez especificado o operador hamiltoniano e
resolvendo a Eq. , teremos a expressao que descreve
a forma como os estados se modificam com o passar
do tempo. Em sistemas fisicos simples (uma particula
numa caixa, uma particula no entorno de uma posigao
de equilibrio estével, etc.), a Eq. possui uma solugao
analitica que permite uma andlise exata da evolucao
temporal dos estados. Por outro lado, em sistemas bem
mais complicados (uma particula carregada com spin 1/2
sob efeito de um campo magnético oscilante, o que ocorre
em inumeras situagoes de Ressondncia Magnética Nu-
clear [37]), a Eq. nao possui solugdo analitica. Nesses
casos, a evolucao temporal é determinada por meio de
métodos aproximativos, como Crank—Nicolson [38] [39]
ou série de Dyson. Faremos uma apresentacdo muito
breve a este ultimo um pouco mais adiante.

De todo modo, as solugoes da Eq. podem
ser classificadas de trés formas (cada uma delas serd
caracterizada pela dependéncia temporal do operador
hamiltoniano, como dito anteriormente), as quais serdo
enumeradas a seguir.

I. O operador H nao depende explicitamente do
tempo;

IT. O operador H’(t) depende do tempo, com uma pro-
priedade de comutacdo entre H(t,) e H(t,), onde
1 e a sdo indices usados para indicar diferentes
instantes de tempo;
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III. O operador H depende do tempo, porém ndo
existindo a propriedade de comutagao descrita no
item II.

Nos sistemas fisicos onde o operador H se enquadra
no item I, a solugao da Eq. (11 é dada por

. il
I (t;to) = exp [—Zh(t - to)] . (12)

Em seguida, quando H se enquadra no item II,
obedecendo a propriedade de comutagao

ﬁtlﬁt2 . ..ﬁtn = ﬁtn . ..ﬁtzﬁm
a solucao da Eq. é dada por

T (t;to) = exp {; /tt ﬁ(t)dt} (13)

Note que essa solucao, nitidamente, é a generalizacao
do caso anterior. Além disso, essa expressdo abrange
casos em que aparece alguma dependéncia temporal na
construcao da hamiltoniana. Por exemplo, no caso de
um campo magnético E(t), com intensidade variada e
direcao constante, que interage com uma particula car-
regada com spin 1/2. A diregdo constante é uma restrigao
necessaria para garantir a propriedade de comutacao
do operador H (t). Vale lembrar que o operador nesse
caso tem a forma ﬁ(t) = Hy+~B-S, onde v é a
razao carga—massa e Séo spin (o Hy aqui seria a
hamiltoniana para o caso sem a presenca do spin, sua
forma sera trabalhada na secao . E de conhecimento
geral que as componentes do spin ndo comutam umas
com as outras, um vez que elas obedecem a relagao
[Si, S;] = ihe;jrSk. Caso o campo magnético esteja em
uma direcdo no instante t1, a particula terd um spin
caracteristico com a dire¢cdo desse campo, ao passo que
se em ty a diregdo desse campo for diferente de 1, o
spin caracteristico da particula também serd diferente.
Portanto, como as componentes do spin nao comutam,
0 campo magnético precisa ter a mesma direcdo para
que 08 H ’s, definidos em diferentes instantes de tempo,
comutem entre si.

Por fim, sistemas nos quais o operador H se enquadra
no item III. Nesse caso, a Eq. (l1) ndo possui uma
solu¢do analitica, porém um modelo em termos da
série de Dyson [40] pode ser usado para um estudo
aproximativo:

A

y(f;to):]].
oo i n oo 1 trn_1 tn
EEEL
DALY AN/
X H(ty) - H(tp_1)H(ty)dtndt,_q - - - dt,

Essa equagao representa uma generalizacao dos casos
descritos nos itens I e II. No capitulo 14 de [40],
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encontra—se a demonstracdo de como essa série de
produtos ordenados converge na fungdo exponencial da
qu. , caso comutativo, e na expressao , caso onde
H ¢ considerado um coeficiente constante.

A Eq. constitui um excelente método aproxi-
mativo, muito porque a série de Dyson é convergente,
0 que proporciona um céalculo numérico com menor
custo computacional. Uma aplicacdo da série de Dyson
para um sistema classico formado por uma particula
carregada que interage com um campo magnético, com
dependéncia temporal oscilante, pode ser encontrada no
trabalho [41].

O conteudo deste trabalho versa sobre um sistema
com a presenga de um campo magnético constante.
Nesse caso, que se enquadrado no item I, recorreremos
a Eq. sempre que for necessdria transitar de um
estado dependente para um independente do tempo ou
vice—versa.

2.2. Equagoes de Schrodinger e Heisenberg

Na subsecao [2.7] foi mostrado que a forma do operador
evolucdo temporal obedece a equacao fundamental ,
cuja solucao depende apenas do operador hamiltoniano.
Nesta secdo trataremos da modelagem de um estado
[1(to)) associado a um sistema que é definido pelo ope-
rador hamiltoniano correspondente. Para tal, aplicamos
nesse estado os operadores da Eq. :

il F @ to)let)) = B2 (L t)lott)),  (15)

ot

ou, equivalentemente,

0 N
i [0(t)) = Al (1), (16)

Esta é a chamada equag¢do de Schrédinger, que des-
creve o comportamento dos estados quanticos.

A construcdo do operador hamiltoniano pode ser
determinado por analogia com a hamiltoniana na Meca-
nica Cléssica. Esse processo estd fundamentado em um
dos postulados da Mecanica Quéantica, o qual enuncia
que toda quantidade fisica “A” mensurdvel é descrita
por um operador adjunto A que atua no espago de
estados [30]. Portanto, o operador hamiltoniano é obtido
da hamiltoniana cléssica, transformando as quantidades
fisicas em operadores. Esse processo é conhecido como
primeira quantizagao.

Por exemplo, a hamiltoniana classica para uma parti-
cula que se move sob os efeitos de uma forga associada
a um potencial V(7), onde ¥ = (z,y, z) em coordenadas
cartesianas, é dada por

p° .
H = o + V(7), (17)

sendo m é a massa da particula e p o momento linear.
Nesse caso, o operador hamiltoniano H é obtido por meio
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da troca

{r# — R, a8)

Pu — Py

onde R, e P, sdo operadores de posi¢do e de momentum,
respectivamente.
Portanto, o operador hamiltoniano é dado por

~ 1 A o
H=_—> " P,b,+V(R) (19)

Em Mecénica Quantica, assim como na Mecanica
Cléassica, a escolha da base pode dificultar ou simplificar
muito o tratamento algébrico. Umas das bases conve-
nientes para o tratamento da equagdo de Schrédinger
é uma combinagao linear dos autoestados continuos de
posicdo |7), os quais constituem um espaco de Hilbert
com dimensdo infinita. A utilizacdo da base |7) é um
meio promissor por tratar-se de um autoestado do
operador de posicao E, ou em outras palavras

X|x>:x\x),
RuIF) = rlF) & < Vly) = yly), (20)
Z|z) = 2|z2),

onde r, (que representa x, y e z) nio sdo operadores,
sdo numeros, autovalores de |7).

Diz—se que |F*) representa os estados com autovalores
de posigao. Por esse motivo, esses estados constituem
o que foi denominado de espago de posicio [28], que
possuem a condi¢ao de ortogonalidade

(7|7 = 83 (7 — 7), (21)

onde §3(7’ — ) é uma delta de Dirac e (7’| é o dual com
correspondéncia univoca ao ket |7).

O estado |¢(¢)) pode ser expandido em termos do
espago de posigao {|7)} da seguinte forma:

/w 3 //

(22)
sendo [ d3r”|7")(F""| = 1 o operador unitério (ou a ma-
triz identidade, no formalismo matricial) e (7", t) =
(r""1b(t)), uma funcdo de ¢ e da variavel expandida r 7.
Portanto, a fungdo de onda ¢ (7', t) é obtida através do
produto interno:

wie) = [ el

o) = [ & )

Jemos
oo

onde 7, é um ntimero complexo.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0308



Pastana e Rodrigues

Através de um procedimento analogo, os autovalores
dos operadores V(R) e P,, do autoestado [¢(t)) expan-
dido na base {|7}}, sio dados por:

(7 |V(B)le(t) = /d?’?""(?*’\V(ﬁ”)l*”><*’|¢( )
= V() (', 1), (24)

(| Balip(t)) = /d3 (| Bl ) (7 [(1))

=3 8TM (7, 1), (25)

onde utilizamos a Eq. (20)) na Eq. . A demonstragao
em detalhes da Eq. (25) pode ser encontrada em [30].

Multiplicando Eq. ((16)) por um bra (7/| e combinando—
a com as Eqs. , (124) e , obtemos a equagao de
onda de Schrodinger (cuja solugdo sdo autofungdes no
espago de posicao 7'):

2
DA ) iR b8 = VYLD, (26)
onde A é o operador laplaciano que atua sobre 7.
Note que a hamiltoniana nao depende do tempo.
Sendo esse sistema enquadrado no item I da subsecéo
2.1} isto é, a forma como o estado |¢(t)) muda com
o tempo é descrito pelo operador s (t;tg) expresso na
Eq. . Desse modo, por meio da transicdo de estados
dependentes para estados independentes do tempo,

= (F'|7 (t; to)[1(to))

T (t:t0) (7 Y (to))
1= exp {f(t - to)} ug(7'),
(27)

<
~
!l
\’w
SN—
I
—~
!l
<
~
S—
~
|

obtemos a equagdo de Schrodinger independente do
tempo:

h2
%AuE + Eug =V (fug, (28)

onde E sao os autovalores do operador hamiltoniano,
associados ao autoestado [¢(t)) pela equagdo de autova-
lores:

At (1)) = Bl (t)). (29)

A descricio dos estados de uma particula pela
Eq. , com um potencial V() constante, é idéntica a
descrigido de uma onda pela equagio Helmholtz [42],

Au + k*u = 0. (30)
Um exemplo bésico: se & = u;(x,y, 2) exp[—iwt] séo

as componentes de um campo elétrico dependente do
tempo, onde u; ¢ dado pela equagdo (30, entdo wu;
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representa as componentes do campo elétrico no instante
t = 0. Com esse exemplo, por comparagdo com nosso
caso quantico, fica claro que a Eq. é uma equacao
de campo para ug.

Um problema que classicamente era constituido por
propriedades mecanicas de uma particula com massa
desprezivel, em virtude do fendmeno, torna-se uma
teoria de campos quando o operador hamiltoniano asso-
ciado é obtido da hamiltoniana cldassica do movimento
e combinado com a equagdo de Schrodinger. Este é
o resultado do processo de primeira quantizacao e o
que diferencia drasticamente a Mecanica Classica da
Mecéanica Quéntica.

Assim como no Eletromagnetismo o quadrado do
campo elétrico é proporcional a probabilidade de um f6-
ton ser encontrado em uma regiao do espago, a densidade
de probabilidade P(r),,t), na mecanica ondulatéria, de
uma particula ser encontrada em 7’ é dada por:

P(ry,t) = [(Fp0)* = [0 (7, )]* = o (7, 1) (7, 1),
(31)

onde o * foi usado para indicar o conjugado de uma
fungdo complexa. Além disso, o valor esperado para um
dado observavel A é calculado através do estado |1(t)),
na base de autovetores de posicao, da seguinte forma:

~

(A) = ((t)Al(t)) = / (1) A 1), (32)

A formulagdo de Schrodinger para Mecanica Quéntica
ondulatoria pode ser caracterizada pelos observaveis
independentes do tempo, ao contrario dos estados que
evoluem com o tempo. Outra abordagem, proposta por
Heisenberg, sugere um raciocinio oposto: os observaveis
sao 0s que variam com o tempo, ao passo que OS
estados permanecem estacionédrios. Esse simples pressu-
posto conduz & uma formulagdo da Mecanica Quantica
diferente daquela proposta por Schrédinger, e ficou
conhecida como representacdo de Heisenberg.

Na Mecénica Classica, um sistema dindmico é ca-
racterizado pela posicdo e momento. Essas sdo grande-
zas dependentes do tempo (desconsiderando situagoes
triviais), e nos permitem realizar operac¢des para ob-
ter outras varidveis dindmicas (aceleragdo, etc.). Nesse
sentido, como os observaveis na Mecanica Quéntica
sao equivalentes cldssicos dessas grandezas (varidveis
dindmicas), espera—se que uma formulagdo quintica que
considera os observaveis dependentes do tempo tenha
mais proximidade com a formulagdo classica do que a
representagao de Schrodinger.

Vamos utilizar a conveniente notagao sugerida em [2§]
para diferenciar um observavel na representagdao de
Schrédinger e na representacao de Heisenberg. Considere
que um dado observavel fisico A seja escrito como AS
na formulacao de Schrédinger e AH na representacao de
Heisenberg. Defini-se, entao, um observavel na formula-
¢ao de Heisenberg como

.= F1(t;40) A5 T (t; 1) (33)
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Note que caso AS comute com J° (t;to), levando em
conta a propriedade de normalizacéo expressa na Eq. .
entdo temos que A = AS. Essa relacio de equivaléncia
quando satisfeita, o que s6 depende de AS e 7 (t;to)
comutarem (isso felizmente ocorre em grande parte dos
casos de interesse fisico), garante que as definigbes dos
observaveis AS na formulacdo de Schrédinger e A na
formulacao de Heisenberg sdo equivalentes.

Derivando em relagdo ao tempo a equagao e
considerando que AS independe do tempo, obtemos

dA"  4FtAS T
dt dt
_d7t sodT
ey TASZZ
G AT I
_Hgisg - grassll
1 N A Ay na A A
= o (-H HIYAST + 71ASTH)
1 g A
= =47 1), (34)

Esta é a chamada equacdo de Heisenberg, definida em

termos do comutador
[AH H) = AHH — AA", (35)

Atenta—se que a equagao é crivel para os ope-
radores de evolucdo temporal expressos nas Eqgs. (12) e
1) Porém, o caso de 7 dado pela Eq. nao satisfaz
exatamente a Eq. . Esta situacao também ¢ tradada
com métodos aproximativos.

Existem duas propriedades de comutagdo que sdo de
interesse particular para este trabalho, sobre a utilizacao
da Eq. . Antes de enuncia—las, considere os estados
de posigao |77') formem os vetores de base para os
observéveis A, B e C. Conjecturamos que a base {|7)}
diagonaliza os operadores A, B e C da seguinte forma:

A 0 0 B, 0 0
A: 0 AQ 0 5 B: 0 EQ 0 e
0 0 As 0 0 DBs
C, 0 0
C=(0 ¢ 0
0 0 C
(36)

Representando os elementos da matriz de cada um
desses operadores com notagao indicial (indice p ou «),
temos as seguintes regras de comutagao:

3
A,ua Z Ea éa
a=0

2
ZB:B [A,,C. (37)
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Note que o primeiro comutador do lado direito a
Eq. . inclui uma caso particular da Eq. .
ocorre quando C,, = B,. Mais adiante, as rela(;oes
serdo usadas como um meio de simplificar o trabalho
algébrico da obtengao da versdo quantica da forca de
Lorentz.

Como comentado anteriormente, seria de se esperar
que a representacao de Heisenberg fosse uma formulagao
mais préoxima da Mecéanica Classica do que o formalismo
ondulatério de Schrodinger. De fato, em Mecéanica Clés-
sica temos os chamados parénteses de Poisson [43]

dF

T {F,H}, (39)
onde F é funcdo das varidveis dindmicas e H é o
hamiltoniano. Note que, a equagédo classica (39)) tem a
mesma forma da representagio quantica (34]), mas sdo
formalmente diferentes. A representacdo de Heisenberg
é definida em termos de um comutador, ao passo que os
parénteses de Poisson sdo dados por,

(F.H} = Z (aF on (40)

dqx Opx  Ipr Oqk

OF OH )
onde pi e g s@0 0 momento e a posicao generalizados,
respectivamente.

Exista uma enorme diferenca formal entre as Egs. (39))
e . Nesse sentido, é impressionante que os parénteses
de Poisson possuam uma correspondéncia de resultados
com o comutador da representacdo de Heisenberg em
muitos casos. Obviamente, nem todo sistema quantico
tem um sistema andlogo classico. Para alguns fendéme-
nos quanticos nao existe qualquer explicagao classica.
Nesses casos, a possibilidade de correspondéncia entre as
Egs. e é inexistente. Esse é o caso, por exemplo,
do spin de uma particula carregada, que teve grande
destaque académico com a publicagao dos resultados da
experiéncia que ficou conhecida como experimento de
Stan—Gerlach (talvez tenha para a Mecanica Quéntica o
mesmo peso que a experiéncia de Michelson—Morley teve
para a relatividade). Este experimento foi comentado
publicamente por grandes nomes da fisica na época,
sendo Albert Einstein, Niels Bohr, Wolfgang Pauli,
alguns deles. Veja um excelente trabalho sobre essa
experiéncia em [44].

O valor esperado de um dado observavel «AH 7 em
um sistema de estado [¢()) é dado por:

(ATy = (p(to)| AT ¥ (to))
= (P(t0)| T (t; t0) A5 T (; t0) [1h(to))
= ((t)|A%|p(t)) = (A5). (41)
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Portanto, os valores esperados dos observaveis nas
representacao de Schrodinger e Heisenberg sdo os mes-
mos, como deveria ser. O contrario caracterizaria um
paradoxo da teoria quantica.

2.3. Interagao particula carregada com um
campo eletromagnético classico

Esta subsecdo tem como objetivos fazer a construcao
das ferramentas necessarias para o estudo da interacéo
de uma particula carregada com um campo eletromag-
nético. Para isso, eventualmente o contetido tratado nas
subsecOes anteriores serdo resgatados, porém aplicados
na proposta especifica desta subsecao.

Como ja discutido anteriormente, o processo de pri-
meira quantizacao consiste, primordialmente, na obten-
¢ao do operador H por analogia com a hamiltoniana
classica do movimento. Para uma particula carregada
sob acao de uma forca de Lorentz, a hamiltoniana pode
ser obtida da lagrangiana (a demonstragdo pode ser
encontrada na se¢do 2.3 de [41])

S = Qo+ Qr- A

Por uma questao didética, utilizaremos a notagao

L(F,7)t) =

I, = mr,

para representacao das componentes do momento linear,
de modo que exista uma diferenca clara para a notagao
das componentes do momento canénico, que advém da
diferenciacao da lagrangiana em relacdo as coordenadas
do sistema:

oL
Iz o, Iz h
A partir dessas definigoes, conjecturamos que
Il=5—QA. (42)

Reescrevendo a lagrangiana em termos da quantidade
expressa na Eq. , temos

3

72
H7—Q<zﬁ+ Z

L7 t) =

Portanto, a hamiltoniana do movimento pode ser
obtida através da lagrangiana pela transformagao de
Legendre (como aparece na se¢do 3 de [19)]),

7,11, 1)

L= 1
H(,H,t) EZHMPM_E(

3 = 3
1 112 Q
E;HMPH - <2m - Q¢+ m;HHAH>

I

|

|

7
+
O
<

Il

|
4
O
S
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que também pode ser escrita como

1

2m

— (- QA) (F— QA +Qp.  (43)

O operador hamiltoniano é obtido da Eq. , as-
sim como anteriormente pela substituicdo expressa na
Eq. , por meio da mudagdo das varidveis dinamica
para os operadores correspondentes na Mecanica Quén-
tica. Seguindo esse procedimento, obtemos

P, 1 .
H(R,P)= —|[P—

2m

H(7,p,t) =

QA(R)]- [P — QA(R)] + Qo(R),
(44)

onde If’u e Ru sao os operadores de momento e posi¢ao,
nessa ordem. Por meio desses observaveis, o operador
de momento linear, que tem a Eq. como analogo
classico, é dado por

I, =P, —QA,. (45)

Aplicando a equacdo de Heisenberg , nesse caso
para o observavel A7 = dR,,/dt e H dado pela Eq. ,
temos o seguinte resultado:

A

d*R, .12 R
d I, —= :
w5+ Q9

dR, T2
e m

dt ' %+Q¢

(46)

Esta equacao representa o analogo quéntico da forca
de Lorentz, por analogia com a segunda lei de Newton.
E interessante que, para fins comparativos, a equagao de
Heisenberg para o observavel AH = d]:EH /dt seja escrita
em termos do campo elétrico, magnético e do observavel
d]%u /dt, que seriam os andlogos as varidveis cldssicas que
constituem a forga de Lorentz. Com essa perspectiva,
vejamos algumas manipulacdes no comutador da :

A~

.
H;Lu % + Q(b

+ (1., Q4), (47)

onde usamos as Egs. e (38)
O comutador que se repete duas vezes na equagao

pode ser escrito, no espago de posi¢ao {|7)}, como

Al 0
[H,LHHOJ = Q |:87“M QA#v Ta QA :|

t{{a2)-[20])

h oA, hoA, .., (0A, 0A,
i Ora i ory, = Qi ( ory, Ora )

= Qili€ oy By, (48)

= Qil€yar (V x A),
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onde B, () sdo as componentes do campo magnético
(que aqui ndo é um operador devido a substitui¢io das
varidveis operacionais f%w do potencial vetor, para os
autovalores do espaco de posicdo r,,) € €,a~ é 0 simbolo
de Levi—Civita. Portanto, combinando o resultado do
comutador expresso na Eq. com a Eq. (47), temos

2 _ Qin .
H/u P + Qo om (H e/ux‘yB’y - epxyaB'yHa)
+ [T, Qg
th .\
=~ om (H €uary By = €uya Bylla)
+ [Py, Q4. (49)

Note que na Eq. houve uma mudanga de sinal
devido uma permutagao impar nos indices do simbolo de
Levi—Civita. Além disso, destaca—se que o tdltimo termo
desta equagao pode ser obtido por analogia com uma
relagdo proposta por Gottfried [24],

h oF
) Br#

[P, F(7)] = (50)

relagdo essa que é satisfeita desde que F(7) possa ser
escrito como uma série de poténcia das coordenadas de
seu argumento.

Por analogia com a Eq. , temos que

h o0
i ory,’
Substituindo a relagdo na Eq. , obtemos

[‘f)m Q(i)(fﬂ =

(51)

. H2
Wy 5>+ Q9
_ Qih . Qh 0¢
= om (H €pay By — Eu"/anHa) + Tﬂ
. ¢ 1 [dr, dre
= Qih [_3 + by (dteuava - Ewandtﬂ
1/dr = 5 dr
=Qih|E,+=—xB—-Bx— 2
ain |5+ (% * th)J’ (52)
onde E,, = —0¢/0r, sdo as componentes de um campo

elétrico independentes do tempo (que também ndo séo
operadores, como o campo magnético).

Por fim, combinando a Eq. (52) com a equacao (46]),
temos

d*r - 1 /dr 5 5 dr
m—=Q|E+-|—xB-—Bx—]]|. 53
w=2F3 (% 7)) o
Esta é a equagdo contém a informacao sobre como o
observavel de posicao varia com o tempo, em um sistema
de uma particula carregada que se movimenta sobre

uma regiao sob acgdo dos campos elétrico e magnético
independentes do tempo.
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Note que a equagdo , que expressa a segunda
derivada do observavel de posigao, difere de seu analogo
classico por um novo termo que é proporcional ao campo
magnético. Devido a essa diferenca, conclui-se que a
aceleracdo de uma particula carregada na Mecanica
Cléssica, na presenca de um campo magnético constante,
varia com o tempo de modo diferente do seu andlogo na
Mecéanica Quéntica.

Calculando o valor esperado para Eq. obtemos

d? dﬁ Q dr,
Wl ) <dth>

drg
Ty
drg
=Q(Ey) + §2<£t€uava>

dry  dry
+ 2< - Bvewaﬁ + EEMMBV

1 PN ~
+ mm<nnmna17na}>, (54)

onde usamos a Eq. . De maneira geral, esse resultado
mostra que os valores esperados desse observavel nao
variam com o tempo da mesma forma como seu analogo
descrito pelas leis classicas. Isso vai na contra mao do
que diz o teorema de Ehrenfest. Em outras palavras, esse
é um dos sistemas fisicos onde teorema de Ehrenfest é
violado, nesse caso pelo acréscimo de um fator

o g [ 8]} e

Quando o campo magnético é uniforme ou nulo, temos
que T, = 0. Nesse caso, o teorema de Ehrenfest ¢ satis-
feito, ao passo que se, em geral, T, # 0, entdo Ehrenfest
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nao se aplica mais. Portanto, o campo magnético é a
grandeza fisica responsavel pela diferenciagao dos valores
esperados previstos pelas leis classicas daqueles previstos
pelas leis quanticas

A equacao descreve como um observavel varia
com o tempo, porém considerando estados estacionérios.
Para uma abordagem diferente, com foco sobre os
estados do sistema, ao invés dos observaveis, utiliza—
se a representacao Schodinger, dada pela equacédo ,
combinada com o operador H da Eq. :

LF-oau] - [7- ea]woy

0
i [0(8) = 5

+QB(R)[1(t)). (56)
Multiplicando a equagao por um bra (7’|, e sendo

|t)(t)) expandido em termos de autovetores de posigdo
|7, obtemos

i 16(0) = 5| 17 - Qi)
V-

[

QA >}< ()

+ Qo (™) [y (1)), (57)
ou, ainda,
L0 1/ 1 -/
zhgﬁz(r 1) = Qm{ V- QA( )}

|3V - | v
QU ), (59)

onde V ¢é o gradiente, que atua sobre as componen-
tes de 7.

Com um pouco de algebra, o primeiro termo do lado
direito da equacao pode ser escrito como

[:Lv - Q/T} . [?v - QE]¢

Qﬁ Q

Oh 1 vy + 2%,
(59)

= —R2AY — 2V Ay —

onde A é o laplaciano, que atua sobre 7.
Combinando a Eq. com a Eq. , temos

z‘hﬁw _ ! Q

h
A
ot YV

— h2AY —

2m

_Q@E.vww%’% +Qev (60)

Esta é a equagdo de Schrodinger que descreve os
estados quanticos de uma particula carregada, dado
um potencial vetor magnético A e um potencial es-
calar ¢. A equacido de onda independente do tempo,
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considerando que as componentes de Ae ¢ s6 dependem
da posigdo, é obtida fazendo a transicao dos estados
dependentes do tempo para estados independentes do
tempo, ou seja,

Zh ¥ =ihg, <*’|¢( )

= E(7'|7 (t; to) Y (to))

= B(F'|[y(to)) T (t;to) = Eup(F') T (t;to),

onde E sao autovalores de energia do hamiltoniano H.
Portanto, sendo 7 (t; tg) dado pela Eq. , a equacao

se torna

EUE = i - h2AuE - @UEV . E
7

2m

— 2@11 V'ug + Q2E2UE:| + Qoup. (61)

Dessa forma, os estados de uma particula podem ser
determinados pela Eq. (61), e a maneira como esses
estados mudam com o tempo é obtido simplesmente pela
multiplicagdo com o operador de evolugao temporal:

BF 1) = Pt to)up() = exp [E (i - m] us ().

h

(62)
A equacgdo , ou , sdo os pilares fundamentais
para o estudo da interacdo de uma particula eletri-
camente carregada com campos elétricos e magnéticos
uniformes. A partir desses fundamentos, duas constru-
¢oes tedricas, que sdo interessantes para um contexto
de teoria eletromagnética, podem ser feitas: a versao
quantica da equacao de continuidade e a invariancia de
calibre da Eq. . Esses dois resultados serao levemente

examinados na sequéncia.

2.3.1. A versao quantica da equagao de
continuidade

A equacdo (60), ou a Eq. combinada com a
Eq. , constitui o que tem de mais fundamental
para estudo dos fundamentos da interacdo de uma
particula eletricamente carregada com campos elétricos e
magnéticos uniformes. Da equagao , um interessante
resultado pode ser obtido apdés um exercicio algebra.
Para comecar, multiplicando a Eq. pelo conjugado
da func¢ao de onda ¥*, temos a expressao

iy z/; fhzmpf@wv./i’

’l/)*
2m

24 vy 2|+ Qovty
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Ry 4

1 2 /%
m[—hd)Aw—

ho B
~ 2Ly Vo4 QR + Qovy

— | - s - Lrpy
2m 7
LI O QQA'WZ} +QolvP?

(63)

Tomando o complexo da equacio (63]) e multiplicando
ambos os membros por -1, obtemos

ﬁlelb

—2Q—wA Vot — QAP

Qh S
mw U = V- A

- Qoly[*.
(64)
Somando a equacao com a (64)), temos
WJ|2 [h%mw — B2 Ay — Pl |1/J| v-A

- 2@1/;*/1 Vi — Z@sz Vi
+ QQA’ZW)'Q _ Q2A’2|¢2:|

_ 1 {h%m/;* 4RV Vi

2m
— B2V - V* — B2 Ay — 2%|¢|2V A
- 2@%@- Vip — Q@M. w*}
= —;—hv {— éww* + %*w - Q.WM
1 1 1
QWJFA}
7

v |- Lvv - Qv
m (3

ih n -
— 5V [V~ QA | (65)

onde, na terceira linha, acrescentamos o termo h%2Va)* -
Vi — R2V) - Vip* = 0 para aplicarmos as propriedade
vetoriais

V- (pVYT) = AP+ Vy© - VY

V- (Vi)

na sequéncia.

=AY + V- Vyr
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Podemos, ainda, reescrever a equagdo (65) na forma

9, o F-QA 1"y v [F—-QA 1| _
a“ﬂ +V~{[ m 7/’} 2"‘2{ - 74}—0

(66)

Utilizando a nomenclatura p e J para definir as
quantidades

p=yP (67)

m

. A y— QA
J—;{[p < w] v ur| P2 w]} (68)
m
entdo, finalmente, temos

E +V-J=0. (69)

Esta é a versiao da equacdo da continuidade na
Mecanica Quéntica. Segundo um relato do fisico Richard
Feynman, numa de suas palestras relatadas em [45],
esse resultado foi obtido por Schrédinger nao muito
depois de ter chegado a equagao . O seu pensamento
no inicio foi que a descricdo da mecanica através de
sua equagao fosse compativel com a descri¢ao
newtoniana. E se esse fosse o caso, a densidade de
cargas e de correstes poderiam ser recuperadas através
das Egs. e , além de que a prépria teoria da
eletrodinamica poderia ser escrita em termos da fungao
(como modelos de radiagdo, etc.), o que seria o inicio
da construcdo de uma interpretagdo macroscépica da
funcdo de onda. No entanto, ndo demorou muito para
Schroédinger perceber que isso nao estava funcionando
muito bem. Apds resolver a equagao para o atomo
de hidrogénio, Schrédinger constatou que nado existia
compatibilidade dos resultados com as previsoes clas-
sicas. Nesse caso, a sua vis@o macroscépica da funcao de
onda sé poderia estar incorreta. A interpretacao correta
da fungdo de onda, que caracteriza |1|? como a densidade
de probabilidade, foi uma contribuicao feita pelo fisico
Max Born. No ano de 1954, Born foi contemplado com
o prémio Nobel de Fisica [46], pela sua interpretacio
estatistica, ao lado de Walther Bothe.

Hoje, em meio ao enorme avanco na pesquisa sobre
os fundamentos de Mecanica Quantica, o consenso geral
sobre a mecanica ondulatéria de Schrédinger pode ser
resumida em uma frase: para um dado sistema fisico,
munido de um operador hamiltoniano correspondente, a
funcao de onda associada nao possui qualquer significado
fisico, mas somente a densidade de probabilidade |¢|2.
No caso do atomo de hidrogénio, por exemplo, [i|?
pode fornecer a probabilidade do elétron estar em uma
regido, ou com uma velocidade dentro de um intervalo
especifico.

Vale destacar, no entanto, que a primeira interpreta-
¢ao de Schrodinger ndo estava tao equivocada assim. Nos
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materiais supercondutores, os elétrons de spin —1/2 e
1/2 se agrupam em pares de spin resultante nulo. Dessa
forma, os elétrons emparelhados assumem um mesmo
estado, de modo que o conjunto é descrito por uma tinica
fungdo de onda. Nesse caso, [1)|? representa a densidade
de cargas no sistema e a funcdo de onda tem interpre-
tacdo macroscopica. Essa explicacao foi proposta pela
primeira vez na teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer (ou
simplesmente teoria BCS) [47, [48], que trouxe grandes
avancgos para o entendimento da supercondutividade.

2.3.2. Calibre de um potencial vetor
magnético

Recordamos que, na descricdo classica da mecéanica, uma
particula eletricamente carregada sujeita a uma forca
possui uma dindmica invariante por transformacoes de
calibre. O termo calibre é atribuido a uma func¢ao A(7,t)
que modifica os potencias /Y(F, t) e ¢(7,t) sem que as
propriedades do campo magnético e do campo elétrico
sejam alteradas (veja uma discussdo mais aprofundada
em [49]). Definimos os novos potenciais A'(7,t) e ¢/ (7, t)
com o calibre A(7,t) da seguinte forma:

Al(F,t) = A(F,t) + VA7, 1), (70)
§(71) = 6(7.1) — (7). ()

No caso particular em que A(7,t) é uma funcao
constante no tempo, ¢'(7,t) = ¢(7,t). Este é o caso de
interesse para este trabalho, que é caracterizado apenas
pelo calibre de um potencial vetor magnético.

Na descri¢do quantica da mecanica, os valores espera-
dos de posi¢cdo e momento candnico sao invariantes por
transformacdo de calibre. Para que isso fique demons-
trado, as trés propriedades a seguir devem ser satisfeitas:

() = (E'15), (72)
(7| Rl = (2| Ry 2), (73)
(#|(Py = QALIT) = (2'|(B = QAL)IE),  (T4)

onde |7) e |F) s@o os vetores de estado antes e depois do
calibre do potencial vetor magnético, respectivamente.
E féacil ver que

) e | 2a00] 1) (75)

satisfaz todas as propriedades acima. O tnico dilema é
que o valor esperado do momentum muda por transfor-
macao de calibre:

@171 = 7 exp | <240 Peso | 20| 1)

= exp {—igA(F’)] §Vexp FgA(F’)} G
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h
= L,V + QVA(F’)] (7|7
= |P+QUAG)| (7I7). (76)
Considere que a equagdo de Schrodinger 7 na

base |F), seja escrita em termos de um potencial vetor
magnético com calibre definido pela Eq. (70)), ou seja,

BT TN I S ]
(it 10(0) = 5=(')| P - QAR - VAR
|7 Qi) - vai|wiey

+ QE|O(R) |y (1)). (77)

Aplicando a transformacao expressa na Eq. sobre
a Eq. , obtemos

i@y

exp | <2 ingy (7o)

1 .
= 5, OXP [—ZgA(F’)]

X r;v — QA(F") — VA7, t)]

: [:Lv — QA() — VA(F’)] (7' (t))

+Qexp [ T2 ot oo,

ou, em termos da funcdo de onda ¥ (7, t),
Q] D
exp [ H A(F )] zhatd)(r , 1)

1 iQ .,
= 5, XD [—A(r )}

« Kfv _QAG) - VA(F’)}

. [’Zv — QA — VA(f’)} Y( 1)

Qo [<T2AG | o u . 8)

Multiplicando ambos os membros da Eq. por
exp[iQA(7')/h], temos

0 1 '
x [:Lv — QA(F) — VA(F’)]

. [?v — QA7) — VA(F’)}
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X exp [igA(F’)} W7 1)
+ Qo(F (7, 1), (79)
ou, ainda,
00 = e | <A

X [:Lv — QA(F") — VA(F’)]

X exp F}?A(F’)] (7 t)

+ QoM )Y(, 1), (80)
onde o termo exp[iQA(F")/h] exp[—iQA(F')/h] = 1 foi

estrategicamente adicionado.
Da propriedade expressa na Eq. , temos que
-8 57 - @) - vae| e | a7

_ Bv _ QE(F’)} . (81)

Finalmente, aplicando a relagdo na Eq. .,
obtemos

1
2m

i =519 - QA(*')}

|3V - i) v
QU ). (52)

Isso prova que a equacao de Schrodinger é invari-
ante sob transformacdo de calibre. Esse procedimento
algébrico ndo caracteriza uma restricdo ao sistema
propriamente, embora reivindique uma propriedade na
funcdo de onda, que pode ser expressa por meio de uma
substituicao do tipo

U(r' t) = exp [lg

A e,
onde V(7' t) = (F'|(1)).

A expressao nao significa que duas fungoes de
ondas, sendo ambas com diferentes potenciais vetores
relacionados por um calibre, sdo iguais a menos de
uma fase global. Sempre que um potencial vetor é
calibrado, o operador hamiltoniano muda de forma,
quando comparado com o sistema antes do calibre. A
expressao é um prego a ser pago para que essa

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20220308, 2023

Interacdo de uma particula quéntica eletricamente carregada com um campo magnético classico

mudanca no operador hamiltoniano conserve a fisica do
problema, que nesse caso estd centrada nos observaveis
fisicos. Em outras palavras, a equagdo de Schrodinger
pode gerar diferentes solucdes em diferentes calibres,
porém as quantidades fisicas mensuraveis de cada uma
dessas solugoes sao iguais. Portanto, a expressao
deve ser entendida como relagdo de correspondéncia

fisica entre as equacoes e (77).

3. Um Elétron Sob Acao de um Campo
Magnético Classico

Na segdo anterior foi apresentado o modelo tedrico
por meio do qual sdo tratados os problemas de uma
particula carregada sob agdo dos campos magnético e
elétrico independentes do tempo. Nesta secdo, vamos
aplicar este modelo no estudo de um caso especifico
no qual sé temos a presenga de um campo magnético
constantes B = (0,0, B)”. Daqui em diante, por razoes
de simplicidade, serd utilizado a notagdo ¥ = (7, 1).
Alguns métodos aplicados nesta sec¢éo sdo descritos com
maior aprofundamento nos trabalhos [50] 51].

A equagao descreve uma particula carregada
interagindo com campos elétrico e magnético constantes.
Como estamos interessados apenas nos efeitos causados
pelo campo magnético, definimos ¢ = 0. Isso elimina o
campo elétrico do modelo e resulta na seguinte equacao:

Qh

o 1 )
ihgrth = 5| = B2 — =WV - A

- 2@1- Vi + wa} . (84)

Aplicando um calibre de Coulomb, que garante VA=
0, na Eq. , temos
—h2AY — 22— Q

L0 1 h 2 2 72
ihoty = 5 i V¢+QA¢]

(85)

Um campo magnético uniforme pode ser escrito em
termo de um potencial vetor magnético do tipo [41]
1

/Y:—i(??x B). (86)

Combinando o potencial vetor (86) com a equagao

,temos
2
O Lnv s e byvu v L Brw
(87)

Aplicando a propriedade vetorial (EL’X I;) c=a- (gx E) ,
o segundo termo do lado direito da equagao (87)) pode
ser escrito como

—fé-izp, (88)

(7 B) Vi = -8 .

(Fx V) =
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onde L = 7 x %V é o operador momentum angu-
lar, que satisfaz a relacao de comutacao [IA/,L,IA/OJ =
iﬁZW €pary Ly
Substituindo a Eq. na Eq. , temos
Q5 1+ L e by
— — (B L)Y+ —(Fx B)“.
LB Dy + L (7 x By
(89)

wifi

Utilizando a propriedade vetorial (@ x 5)2 = a2 —
(@-b)?, o ltimo termos da equacio |@i pode ser escrito
na forma

—

(7 x B)> =7?B? - (7- B)% (90)

Finalmente, com a Eq. em maos, obtemos

o= oAy~ (B Dy
2 —
PR By o)

Esta é a equacao de Schréodinger para um potencial ve-
tor que contém as informagcées de um campo magnético
constante. Nessa representacdo, a percep¢ao de qual o
tipo de calibre que estd sendo utilizado na Eq. nao
¢ muito direta. No entanto, definindo B = (0,0, B)T
obtemos

¢ = [PQ + P2+ P2 - QBL,
2m

LB )| (92

que é equivalente & equagdo (84)) para o potencial vetor

- 1
A=—=(B
5(BY,

—Bz,0)T. (93)

Este caso em particular é conhecido como calibre simé-
trico do potencial vetor na quantizagdo de Landau [23].
Outros dois calibre famosos sdo caracterizados pelos
potenciais

—

A=(0,Bz,007 e A=—(By,0,007, (94)

que estdo relacionados com a Eq. , através da
Eq. (70)), pelos calibres A(7) = Bxy/2 e A(7) = —Bay/2,
respectivamente. Esses respectivas potenciais, presentes
na Eq. , combinados com a Eq. resultam nas
seguintes equagoes:

w = 7[ + P2+ (QBy+ P),  (95)
w— [W+P2(%*QRNW- (96)

Mais a diante, as solugoes das equagoes , (196) e
serdo demonstradas, para efeito de comparacao.
Antes, porém, serd feita uma analise do espectro de
energia desse sistema.
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3.1. Niveis de Landau

Nesta subse¢do trataremos a quantizagao da energia de
um elétron sob acdo de um campo magnético uniforme.
Por razoes didaticas, apresentamos a solucdo de um
problema particular abordagem geral a quantizagao da
energia. Esse problema ¢é resolvido como um exemplo
9.6 do livro [52], sendo que aqui usamos essa revisao
como uma etapa que complementa o aprendizado sobre
os niveis de Landau.

Considere que um elétron esteja em movimento cir-
cular sobre um anel de raio R, situado no interior de
um solenoide com N boninas circulares centradas no
eixo z, de modo que a trajetoria da particula esteja
contida em um plano perpendicular ao campo magnético
contante B = (0,0, B), gerado pelo solenoide. Sobre a
area S, delimitada pelo trajeto do elétron, existe um
fluxo magnético ®g, como mostra a Figura

O fluxo magnético pode ser calculado com a lei de

Gauss
= / /S (B - )ds, 97)

onde 7 é um vetor normal & superficie.
Reescrevendo a equagdo (97) em termos o potencial
vetor magnético, temos a expressao

//S(E.ﬁ)dsz//g(vXA’)-ﬁds. (98)

Aplicando o teorema de Stokes [63] no lado direito
da equagao , a integral do rotacional do potencial
vetor sobre a superficie S pode ser substituida por uma
integral sobre um caminho C' do produto escalar do
potencial vetor com um elemento de linha di’do trajeto,

//S(VXA)-ﬁdszjcffidf. (99)

Portanto, o fluxo magnético através da superficie S é

dado por
@S:%Edf

e}

(100)

Fluxo magnético
na superficie
da trajetéria

Figura 1: Elétron se movimentando sobre um anel, com
influéncia de um campo magnético constante.
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O potencia vetor em coordenadas cilindricas, o sistema
que melhor se adéqua a simetria do campo, tem apenas
uma coordenada A(r,¢,z) = (0, A,,0). Seja dl =
(Rdp)¢ o elemento de linha, temos

2m
dg = R/ Ay dp. (101)
0

O resultado da integral Eq. pode ser obtido com
a utilizacdo de um calibre adequado, do tipo (VI'), =
(—A, + RB)¢, de modo que A" = A+ VI = RBp =
Al,¢. Portanto,

Dg

= . 102

A equagao de Schrédinger independente do tempo,
que é obtida passando a Eq. (85) para coordenada
cilindricas, nesse caso com o ajuste da carga do elétron

Q =e/c, é dada por
2(1)2
+ ¢ S ) Uug

EUE

= O9mR? 02 2472

L (e ey O
g ' er S 0p

(103)

Note que o operador hamiltoniano na equacao
obedece a relagio de comutacio [H,P,] = 0. Se essa
relacdo é satisfeita, entao a equagao diferencial tem
uma solucao do tipo

up(p) ~ €%, (104)

Como a varidvel ¢ é ciclica (ug(2np) = --- =
up(4n) = up(27)), entdo e¥ = 2™ = €277 onde n é
um numero inteiro. Nesse caso, 027 = n27w, que equivale

a o = n. Portanto,

up(¢) ~ e, (105)
Substituindo ug — € na Eq. (103]), temos
‘PS 62 @2
B, = Bn? - S 4 £ 7S
2mRR? ( " e + c? 4n2
_ L e®s)]
~ 2mR? c2r
h2 dg\?
=T (n-2E 106
9mR? (” @0) ’ (106)

onde &g = crhi/e.

Esta é a expressao para a energia do sistema, onda
cada valor de n caracteriza um nivel de energia. O con-
junto com todos os valores F,, de energia é denominado
espectro de Landau, ou niveis de Landau.

Note que a equacdo da energia forma uma
pardbola, a medida que o valor da razao ®/®; aumenta
ou diminui. No intervalo —1/2 < ®/®; < 1/2, o
menor valor de energia com n = 0 ocorre quando
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E(2/0)

n?
8mR?

N
-

'l 1 1 1 1 1 >

-52 -2 32 -1 12 1/2 13 2 5/2

n=-2 n=-1 : n=0 n=2
1

Estado de

menor energia

Estado de
menor energia

Estado de
menor energia

1

1

1

1 Estadode | Estadode
| menor energia | menor energia
1
1
'

Figura 2: Representacdo do espectro de energia F,, em funcio
da variacdo da razdo ®/®,. Adaptado de PELEG, Y., et. al.
Schaum’s Outline of Quantum Mechanics. New York: Schaum
Qutline Series, 1998.

/Py = 0; em 1/2 < /Py < 3/2, para n = 1,
O /Py = 1 corresponde ao nivel mais baixo de energia;

considerando n = 2, o menor valor de F, dentro
do intervalo 3/2 < ®/®; < 5/2 é obtido quando
& /Py = 2. Para qualquer um desses intervalos, o pico

de energia estd localizado nos extremos e vale Eysx =
h%/(8mR?), ao passo que entre os extremos a energia
é descrita por uma parabola que passa no valor zero
de E,,. Portanto, em relacdo a variagdo da razao ®/®,
o espectro de energia apresentam um comportamento
repetitivo a cada unidade de ®/®, como ilustrado na
Figura 2]

Sobre as informagoes espaciais, levando em conta
que a onda estd se propagando forcadamente sobre
um anel circular, a probabilidade da particula se en-
contrada numa posicdo é simplesmente p = Agr/27R,
onde Ar é um arco de circunferéncia. Se Agr for o
cumprimento da circunferéncia, p = 1, que garante a
existéncia da particula. Com isso, a funcdo de onda
eve ser normalizada com um fator |ug| =
1/V27R, de modo que ugp = |ug|e™?. Como resul-
tado, o campo magnético causa um efeito na energia
da particula, mas nao afeta o caracter de posi¢do no
estado, como deveria ser, considerando o vinculo do
problema. Dito de outra maneira, o elétron sempre
serd detectado em algum ponto do anel, mas sua ener-
gia poderd ser maior ou menor dependendo do fluxo
magnético.

Com o resultado expresso na Eq. , pode ser
percebido que os pardmetros R, m e ®/®( juntos nao
definem um tnico valor de energia. Uma vez que esses
parametros sejam definidos, vai existir um valor de
E, para cada n, que estd relacionado um estado |n)
pela equacio de autovalor H|n) = E,|n). O estado do
sistema, até que um autovalor de H seja medido, é a
superposicao dos autovetores |n). Veremos a seguir que
um estado do elétron, sem que alguma restricao seja
feita, é dado por |n,l), o que caracteriza uma sistema
degenerado.
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Para tal fim, primeiro escrevemos a Eq. (92)) da
seguinte forma:

B T PR

22
+Q4 (1?2+y2)]1/1
1 1= e 2
=5 [P oA v
112 1 nn  n .
— %w - %[Hi + 12 + P2y, (107)

de onde temos que o operador hamiltoniano pode ser
escrito como
SR 2 | A =
H="%24+ Y4 =2

2m  2m  2m’

(108)

O proximo passo consiste em construir os novos
operadores

. 2 IR N P
G=—=241L N:=-Z% 109
2m + om © 2m’ (109)
que apresentam a relagido de comutacio
(G, N] = 0. (110)

A relagao de comutagao (110) garante que existe uma
base ortonormal de autoestados comuns para G e N, e
também, consequentemente, para H, visto que este pode
ser escrito como a soma dos outros dois. Digamos que
essa base seja |n,l) (posteriormente, serd provado que n
e [ sdo ntmeros inteiros), logo

Hin, 1) = Nn,1) + G|n,1). (111)

Se |n, 1) é autoestado de N, sendo n o autovalor desse

operador, entao

N

. P2 h?n?
Nin, 1) = 2m|n,l> =5 [n, ). (112)

Por outro lado, G pode ser escrito convenientemente
na forma

2 72 72 2 /A 2
G:ﬁ+£:£+lm @ I;c
2m  2m  2m 2 me eB
. LN 2
112 L (B 2 cP,
= — —m —_— _——
om 2 mc Y=%B ) °

O observavel P, nao comuta com H. Nesse caso,
|n,l) ndo é autoestado de P,. Sendo assim, em uma

(113)
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representacao geral, escrevemos

n, 1){n/, l’|13w|n7 1)

9
El
0
M8
M8

oo oo o0

(114)

onde usamos a condigdo de ortogonalidade (n’,!'|n,l) =
Onnlyy, assumida para os vetores de estados degene-
rados, e o operador de projecio 1 = |n,1)(n/,'|, que
satisfaz 1|n,1) = 1%|n,1) = |n,1) paran’ =n el =1.
Na equacao , Pni SA0 numeros correspondentes
aos estados degenerados |n, ), sendo ambos o que resulta
da acdo do operador P, sobre os estados |n,l). Além
disso, note que, pela segunda linha na Eq. (114)), temos

oo oo oo

P, = Z Z Z an/l/|n,l)(n’,l'|.
n=1 =1

n'=1101'=1

(115)

Portanto, levando em consideracao a Eq. (L15]), o
operador G satisfaz a seguinte equacio:

Gln,1) =

M2 1 [eB\?
Y - - _ 2

mc

com pyp; constante.

Nesse caso, o operador G definido na Eq. , que
tém |n,l) como autoestados, é idéntico ao operador
hamiltoniano do oscilador harménico simples, com um
potencial simétrico entorno do ponto p,; e frequéncia
de oscilagdo w = eB/mec. Portanto, por analogia com o
oscilador harménico quantico [28H30], os autovalores de
G sio dados por

~ B 1
éin.1) = <20 (z n ) n,1), (a1m)

2

para quais quer valores py;.

Finalmente, com as Egs. (117), (112) e (111)), os auto-

valores F,; de H, que estao associados aos autoestados
[n, 1) pela Eq. (111)), sdo dados pela seguinte férmula:

— h2n2 _|_e'Bh(l_|_1>
2m mc 2
Esta é a férmula de Landau, que expressa corre-
tamente os niveis de energia desse sistema quantico.
Destaca—se que a expressao se mantém a mesma
nos casos particulares em que A = (—=By,0,0)T ou
A = (0,Bxz,0)T, como serd mostrado mais a diante.

Enl

(118)
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No entanto, o procedimento que leva a Eq. nao
é o mesmo para diferentes calibre. Para leitores inte-
ressados, no trabalho [54] sdo apresentados em detalhes
alguns métodos de tratamento que levam & obtencao da
férmula 7 com diferentes calibres do potencial vetor
magnético.

A quantizacdo da energia de particulas carregadas
na presenca de magnético constante é o fendmeno
chamado de niveis de Landau. Esse fenémeno teve
uma grande importancia na formulagdo de uma ex-
plicagdo para o observavel experimental resisténcia da
corrente elétrica em baixas temperaturas, o efeito Hall
quantico, que foi contemplada com o Nobel de fisica
na década de 80 e teve um forte impacto em véarias
areas da fisica [20] 27] (eletronica experimental, fotd-
nica, fisica da matéria condensada e emaranhamento).
Além disso, esse efeito tem influenciando importan-
tes trabalhos, como [55], ganhador do prémio Nobel
de 2016.

Os niveis de Landau, além de tudo, possuem inu-
meras aplicacOes sofisticadas, como o problema de
uma particula livre tratado com a equacao de Klein—
Gordon em espago-tempo curvo [56], efeito de pseudo
forgas (referenciais girantes) nas energias [57], efeitos
da magnetizagdo de correntes tratados com a equacao
de Schrodinger em espagos curvos [58] e, recentemente,
ideias de quantizagdo para atomos neutros, que sao
equivalentes a quantizagdo de Landau [59].

3.2. Solugoes da equacgao de Schrédinger

Anteriormente, foi mostrado uma das formas de tra-
tamento que resulta na obtencdo da energia de uma
particula na presenga de um campo magnético. Nesta
etapa do trabalho, serdo apresentadas as solugoes das
equagoes , e , junto aos métodos para
obtencdo das mesmas. Juntando isso a etapa anterior,
os niveis de Landau, teremos os autovalores de energia
e a funcao de onda através da qual os estados quanticos
sdo caracterizados. Ou seja, a descrigdo completa do
sistema de uma particula carregada que interage com
um campo magnético B = (0,0,B)T. O contetido
desta subsecgao segue alguns dos passos apresentados nas
bibliografias [62] [60].

Por uma questao de simplicidade, escrevemos as equa-
¢oes (96)), e em termos da fungdo de onda ug(7)

independente do tempo da seguinte formas:

1] A eB \?
Fup = — P3+P§+<y+Pw) ug,
2m | ¢ c
E: (7By7030)T7 (119)
1 -A2 Ao . eBz\’
Bup =g |(Brr o\ By == ) ue,
A= (0,Bz,0)7, (120)
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1 [ 29 2y eB. 2B, ,
EUE:2m,|:Pz+Py_CLZ+ 102 (£E +y) UE,
- By Bz
A=[-=— 121
(-2 550) . a2

As equagoes , e sao classificadas como
EDPs lineares de segunda ordem, com varidveis (z, y, z).
Embora cada uma dessas equagoes esteja interligada
com as outras por um calibre adequado, o método de
solugdo por variar ligeiramente. O potencial vetor mag-
nético com calibre simétrico constitui a equagao
com maior complexidade quando comparada com as
Eqgs. e . As solugoes dessas equagoes serao
apresentadas por ordem de complexidade, e por esse
critério a Egs. sera a ultima.

3.2.1. Solugao da equagdo de Schrédinger com
o calibre de Landau A = —(By,0,0)T

Em primeiro lugar, escrevemos a Eq. (119) na sugestiva

forma:
R . N2
P3+Py2+1 eB\’ b
L 4+ —m | — u
2m = 2m 2 me YT B B

(122)

EuE =

onde o hamiltoniano foi reescrito como

N A LN 2
. P2 P2 1 [(eB\? cP
H=_%24+_Y 4~ — - . 123
2m+2m+2m<mc> vt eB (123)
Cozn essa representacao, pode ser facilmente percebido
que H satisfaz as seguintes relagdes de comutacao:

PR 1 .5 - eB .~ 4

H,P,| = —|[P% P+ —|[P,,P,] =0, 124

(H, P2 = 5 (P2 P+ —[Pe, P =0, (124)
1 - ~

[H,P,]= —[P?,P,]=0 (125)

As relagdes de comutagao (124]) e (125) garantes a

existéncia de uma base de autoestados comuns para os

operadores P,, P, e H. Nesse caso, supondo que o e 7

sao autovalores de H nessa base tal que P,ugp = nug e

P,ug = oug, podemos escolher
i

Up = exp [h(nz + 0:13)} A(y), (126)

onde as constantes de proporcionalidades das exponen-
ciais foram introduzidas na funcao A(y).

Como as exponenciais complexas sao ciclicas, temos
que ug(2lm,y,2nm) = ug(0,y,0), onde [ e n sdo ntmeros
inteiros. Portanto, n = n e ¢ = [, de modo que a

Eq. (126]) se torna
ug = exp {;(nz + lx)] A(y).
Combinando as Egs. (127) e (122]), temos

K2 d? 1 [eB\? el \?
FE - -
12A(y) 5 dy29l(y)+2m(mc) (y+eB> 2A(y),

(128)

(127)
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ou
d? 2m 1 eB\? el \?
Wﬂ(y)+§ E - Qm(mc> (y + eB) 1 2A(y) =0,

(129)
onde foi introduzido a energia caracteristica da equa-

cao ([128)),
h2n?
om

Note que a equagdo (129) é idéntica a equacdo do
oscilador harmonico quantico, cuja expressao da energia
jé é conhecida da Eq. (117]). Logo,

El:em(Hl)
mc 2

Dessa forma, combinando as equagoes (130]) e (131]),
obtemos a energia F do sistema,

h2n? Bh 1
E="" 3y 1y ),
2m mc 2
que ¢é idéntica a férmula dos niveis de Landau expressa

na Eq. (T185).
Combinando a Eq. (129 com a Eq. (131f), temos

d? 2m | eBh 1
a0 S (143)

1 eB\? d \?
o = =0. (1
5™ (mc) <y+eB> ]Q((y) 0 (133)
Fazendo uma mudancga de varidvel 4/ = y + cl/eB —
dy’/dt = dy/dt na Eq. (133)), obtemos

d? N 2m|eBh 1
& bl It I B
dy@m(y)+ h? [mc ( + 2>

2
1 eB P ,
——m|— A =0.
s (o) 2 ]a)

A equagdo ([134) pode ainda ser escrita numa forma
mais sugestiva mediante a substituicdo de variavel
¢ =oay, onde a = (eB/ch)"/? | que se relaciona com
a variavel antiga da seguinte forma:

d N d a  d
dfyﬂ‘(l/ ) = dffm(f)dfy, = Oéd*fm(ﬁ)

o) = 2 () £ = a0

E =FE- (130)

(131)

(132)

(134)

dy? g Mg ) ay T ae
(135)
Aplicando a substitui¢ao (135)) na Eq. (134)), temos
d? 5
—=AE) + 20+ 1= A = 0. (136)

dg

Esta a chamada equagao diferencial de Hermite, que
tem uma solugdo em termos do polinémio de Hermite
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H; (ver a demonstragdo em detalhes em [6I, [62]),
manifestamente
2

26 = rex (-5 ) #6),

onde A; é uma constante e os termos da funcao H;
podem ser expressados através da férmula

(137)

H,(¢) = (—1)1852ile—52.

7 (138)

Em termos dos pardmetros e varidveis originais, a

solugdo Eq. (137) assume a forma
cl

(139)

cl

eB 2
A(y) = Ajexp [2% (y + eB>

A normalizagdo da funcdo A(y) é obtida a partir da
integral

/ h A (y)2A(y)dy

— 00

& B el \2
— A2 i “
l/mexp[ he (y+eB)

cl
Hi (y + eB> dy

he
=A% —vm2l =1 14
1 BB\/’TT ) ( 0)
de onde obtemos
eB\Y* 1
A= — . 141
: (m) NG (141)

Portanto, a solugdo expressa na Eq. (139), com a
constante determinada Eq. (141)), é escrita como

eB )1/4 1
V24!

eB el \?
X exp —% y+£

Finalmente, retornando & equagao (127]), temos
_(eB\V' 1 iz 4 12)
up = | — NGUT exp |+ (nz +lx

eB le \? le
X exp _TFLC y+£ Hl y+£ .

(143)

Note que a funcdo ¥(7,t) é obtida aplicando—se o
operador evolucao temporal na Eq. , ou seja, ambas
diferem uma da outra por uma exponencial complexa
e por consequéncia tem a mesma densidade de proba-
bilidade. Em outras palavras, dizemos que a particula
possui estados estacionarios, dado que a densidade de
probabilidade ndo varia com o tempo, a saber |ug (7)|? =

().

whe

) = (
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3.2.2. Solugao da equagédo de Schrédinger com
o calibre de Landau A = (0, Bz,0)T

Em primeiro lugar, escrevemos a Eq. (120) na sugestiva
forma:

N N LN 2
[ ﬁ+jf+1 eB\’ cP,
v = 2m  2m 2m me . eB

ug,
(144)
onde o hamiltoniano foi reescrito como
N N L\ 2
. P2 P2 1 [eB\? cP
H ==z E - - E— 14
2m + 2m + 2" (mc) YT B (145)

Com essa representagao, nao ¢ dificil constatar que H
satisfaz as relagoes de comutacéo
[H,P,)] =[H,P,] =0, (146)
que garantem a existéncia de uma base de autoestados
comuns para os operadores H, P, e P,. Se nessa base n
e | sdo autovalores da H tal que as relagoes P,ugp = nug
e Pyug = lug sejam satisfeitas, podemos escolher
i
up = exp {h(nz + ly)} A(x), (147)
onde n e [ s&o numeros inteiros, devido ao carater ciclico
da funcao exponencial complexa.
Substituindo a Eq. (147) na Eq. (144), temos Combi-
nando as Eqgs. (127) e (122)), temos

K2 d?
BEllx) = =50 32 @)
1 eB\? el \?
ou
d? 2m

) A(x) + 2
1 [eB\? el \?
E_zmﬁm)(wlﬂ)

onde foi introduzido a energia caracteristica da equa-

cao (128),

X

(149)

h2n?
2m

A Eq. (150) é formalmente idéntica a equagdo de
oscilador harmonico simples, com frequéncia de oscilagao
w = eB/mec. Portanto, por analogia com o oscilador

harmoénico quéantico, temos que os valores de energia F;
sdo dados pela féormula

B 1
m:ehc+>.
me 2
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Combinando as Eq. (150) e (151)), temos
h?n? Bh 1
E="" 3y 1y o),
2m mc 2
que é uma expressao idéntica a férmula da quantizacao

de Landau Eq. (118) e também a Eq. (132)), como
deveria ser.

Combinando a Eq. (150) com a Eq. (151]), temos
d? 2m | eBh 1
PR {mc (l + 2>

() () oo

que, por analogia com a Eq. (133)), tem como solugao

(152)

(153)

_(eB\V' 1 i l
ugp,, (v,y,2) = e \/?HGXP ﬁ(nz—i— Y)
B o \?
X exp |~ 5 (m_eB> H;
cl
- — . 154
X <3: eB> (154)

A solugdo na Eq. exprime as autofungbes ug,,, de
uma elétron com estado |ug,,) e autovalores de energia
FE,;, dados pela Eq. . Note que, aplicando uma
transformacdo do tipo x = —y na funcdo de onda
Eq. (154)), temos

_ (B 2
Yo = \7he) V2

X exp [; (nz — lx)]
X ex _g + il ’
P o \Y T eB

Utilizando a paridade do polinémio de Hermite,

cl cl
H, (_y_eB> =H (y+ eB)’

escrevemos a Eq. (155]) na seguinte forma:

BA\Y4 )
ug,, = el exp : (nz —lx)
" whe 2] h

_§ +il 2’H +il
one \Y T B YT eB)

(157)
que claramente caracteriza uma relagao de simetria entre
a descricao dos estados do caso anterior e do presente —
ver a Eq. (143]). Além disso, a transformagio © = —y

(156)

X exp
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também implica |x) = —|y). Desse modo, o potencial
vetor A = (0,Bx,0)” passa a ser A = (—By,0,0)7.
Portanto, + = —y é uma transformacgdo que expressa

uma relacdo de simetria entre as autofungdes e os
potenciais deste problema e do caso anterior.

3.2.3. Solucao da equagao de Schrodinger com

o calibre simétrico de Landau

1
A= —E(By, —Bz,0)T

Em primeiro lugar, escrevemos a Eq. (121) da seguinte
forma:

K2 0? 0? 0?
Bue = |~ g (3 * 5 + 93)

~ 2
~2L+ 7 (%) (22 + yz)] up,  (158)

onde o hamiltoniano foi reescrito como
N K2 H? 0? 0?
H=—— | — R _
2m (8;162 + oy? - 822>
1

W w2
Yi4 = (7) 2 2,
5 + -m 5 (2= 4+ y)

. (159)

em termo da quantidade w = eB/mec.

Como proximo passo da solugdo, a hamiltoniana ex-
pressa na Eq. serd escrita em termos de coordenas
polares (p, ¢, z). Para tal, temos as seguintes relagoes de
transformagao:

22 + 42 = p? cos? ¢ + pZsene = p?
~ L h h O
Z‘(”Xz’v)Z 196

L
02 0? 0?
(e )

1o (0N, 10 P
“pop\"op) T 2o

_lo 9N _ 112 &
~ pdp pap p2 h2 022

Aplicando na Eq. (158)) as relagbes de transformagao
expressas na Eq. (160]), temos

o [0 (oY, B @
we = 2mp Op pap 2mp?  2m 022
W m (w\2 o

que é a equacgao de Schrodinger para o novo hamiltoniano

N 1o ([ 0 12
H=——-—(p—)+-2
2mp?

Lt () e

P02 2732 \3
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Note que o hamiltoniano descrito na Eq. (161]) obedece
as relagoes de comutagao

[H,L.] = {H?;] —0 (163)
[H,P.] = {H?aﬂ = (164)

As relagoes (|163)) e (164) indicam a existéncia de uma
base de autoestados comuns para os operadores H L,
e P,. Nesse caso, se o e f3 sdo autovalores (numeros
inteiros) de A tal que temos as condigoes Loug(p,¢,2) =
haug(p, ¢,z) e P.ugp(p,¢,2) = Bur(p,d,z), podemos
escolher

ugp = Aexp {z (aqb—f— gz)} A(p), (165)
onde A é uma constante.

A equagéo representa uma funcdo exponencial
complexa das coordenada ¢ e z. Como a exponencial
complexa é ciclica, devemos ter « = k e § = s, onde k e
s 820 um numeros inteiro. Logo,

up = Aexp [ (kgb + = )] A(p). (166)

Substituindo a Eq. (166]) na equagdo (161]), temos

R [ d? 1d
EA(p) = “om LWQ‘(IO) + ;dim( p)
k2 9
- ?ﬂ(p) — 57U(p)
Fuww m
— 5 kRU(p) + g’ A(p), (167)
ou,
hew s m 4
R [ d? 1d k2
o Llpg (p) ;%m(ﬂ)— [)22[(0)] 0,
(168)
ou, ainda,
2mE'  p? }
2]
[ 2 4k
d? 1d k2
- - — = 1
+ |50+ 5 ) - ()| =0, (109)

onde definiu-se uma nova contante (% := h/mw (essa
constante fisica representa o menor raio de érbita do elé-
tron no intervalo permitido pelo principio da incerteza)
e a energia caracteristica

huw h2s?
E=E+ "k
+ 2

—. (170)
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O préximo passo da solucdo consiste em fazer uma
nova substituigdo de varidvel, £ = p?/21%. Nesse caso,
temos as seguintes relagoes de transformacéo:

ldogoy_ldddg _1d

42 _d(pd

=0 = 5 (F 5200 ()
1d 2 >
= g?&m(g) + gdié“? )

Aplicando na equacdo (169) as transformagbes ex-
pressas na Eq. (171), e apds algumas manipulagoes
algébricas, temos

2mE'
2¢ d? 2 d k1 _
+ |:l23dé~2m(£) + g?gm(f) - @gm(f) =0,
(172)
ou, multiplicando a equagdo por 1% /2,
miy o, €
[an - 4] )
d? d k21
+ |ega© + 0 - L] =0 amy

Para uma simplificacio estratégica da Eq. (173)),
defini—se

ml?2
A= h—fE’ (174)
e supde-se que A(§) possa ser escrito como
2 — o (-5) Mm@, am)

Nesse caso, com um pouco de dlgebra, a equacao (173))
assume a forma

P ME) + (1 + k] — )L
a2 (€)+(+||—§)OTf €3]
+ (A— |k2+1>/\/l(5) —0,  (176)
ou
P ME) + - )LME) —aM() =0, (77
fd?? (§)+(—f)df§ (§) —aM(&) =0, (177)
onde
0= X+ ‘k|2+1, b1+ k| (178)

A equacao (177) é classificada como uma equagio
hipergeométrica de 1* espécie, e tem como solugdo a
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fungdo hipergeométrica confluente (também chamada
funcao de Kummer),

(@) % (179)

(o]
1F1(a; bv 5) = Mab(aa b7 f) = Z
n=0 (b)n
onde (a)n, ou (b),, é uma notacdo conhecida como sim-
bolo de Pochhammer, que representa fatorial ascendente
sobre a e b. A titulo de ilustracéo, os dez dez primeiros
termos da série hipergeométrica confluente expressa na
Eq. sao apresentados na Tabela
Uma consideracgao de interesse fisico precisa ser feita
sobre a série de poténcias expressa pela Eq. .
O coeficiente a pode ser um nidmero qualquer. Por
outro lado, o coeficiente b é restritamente um ntmero
positivo. Sendo b > 0, a funcdo hipergeométrica pode
ser convergente com a < 0 e divergente se a > 0. O caso
com divergéncia nao é interessante do ponto de vista da
fisica. Nesse caso, devemos considerar apenas as solucoes
com a < 0. Portanto, seja j um nimero positivo, temos

|kl +1

=-)\
a + 9

—j. (180)

Além disso, vamos acrescentar uma segunda restrigao:
j deve ser um niimero inteiro. Logo, a constante A que
satisfaz essa condicdo, pela combinacdo das Egs. e
(170 com a Eq. 7 ¢é aquela cuja a energia deve ser
dada por

_ 2.2
E:hw[jJr'kl i 1}—58. (181)

5 T3 om

Dessa forma, constata—se que a simples definicdo de
um novo autovalor
k| -k
2

n,=j+ (182)

é suficiente para recuperarmos a formula de Landau,

com os mesmos autovalores da energia dos casos tratados
anteriormente,

2.2 1

o (183)

Combinando a Eq. (179)) com a Eq. (175, em termos

da variavel original p, temos

2

p Pz k1/2
™A(p) = Ay exp (—412> (2lg> Map(a, b, p).
B B
(184)

A constante Aj; que normaliza corretamente a funcao
de onda, em concordancia com a propriedade de ortogo-
nalidade da funcao hipergeométrica, é dada por

1

1/2
Agj = { J } .
Vor 22 + [k

(185)
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Tabela 1: dez primeiros termos da série hipergeométrica confluente.
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n Funcéo hipergeométrica confluente
0 1
a§
S
, alatDE
2b(b+1)
g dat1)(a+2)¢
6b(b+1)(b+2)
4 ala+1)(a+2)(a + 3)¢*
24b(b+1)(b+2)(b+3)
5 a(a+1)(a+2)(a + 3)(a + 4)&°
1206(b+ 1)(b+2)(b+ 3)(b+ 4)
¢ Yat(a+2)(a+3)(a+4)(a+5)E
7206(b+ 1)(b+2)(b+ 3)(b+4)(b+ 5)
- alat(a+2)(a+3)(a+4)(a+5)(a+6)¢
5040b(b + 1)(b+2)(b+3)(b+4)(b+ 5)(b+6)
g et D(a+2)(at3)(atd)(a+5)(a+6)(a+ e
403206(b+ 1)(b+2)(b+ 3)(b+4)(b+5)(b+6)(b+T7)
g _Mat(a+2)(a+3)(a+4)(at5)(a+6)(atT)(at8)¢
362880b(b+ 1)(b+2)(b+3)(b+4)(b+5)(b+6)(b+ T)(b+8)
10 _Mat+D(e+2)(a+3)(a+4)(at5)(a+6)(at7)(a+8)(a+ 9)¢*°

36288006(b + 1)(b+ 2)(b + 3)(b + 4)(b+ 5)(b+ 6)(b + T)(b + 8) (b + 9)

Portanto, a solugdo expressa na Eq. (184), com a
constante determinada Eq. (185)), é escrita como

1/2
1 J
up(p, ¢, z) = on {ZQBQ’C [j + |k|]!}
X exp {z (k¢+ %Z)}

2 2 [k|/2
X exp <_4=Z2B> <2l23) Mab (a7 ba p) .

(186)

O que estamos interessados em extrair deste exercicio
sdo as quantidades fisicas mesuraveis do problema.
A pesar da funcdo de onda aqui ser escrita em termos
de uma série de poténcias diferente daquela que aparece
nos dois casos anteriores, os autovalores de energia do
elétron sdo 0s mesmos nos trés casos. Isso, portanto,
torna a fisica do elétron idéntica nos trés calibres,
para o potencial vetor magnético, investigados nesta
subsecao.

4. O Efeito Aharonov—Bohm

Na secdo anterior tratamos dos niveis de Landau e a
funcdo de onda que descreve os estados quénticos de
um elétron que interage com um campo magnético cons-
tante. Até agora foram tratados apenas problemas nos
quais o elétron estd em movimento numa regiao com um
potencial vetor associado a um campo magnético cons-
tante. No entanto, considere o seguinte sistema fisico: um
elétron se movimenta livremente numa regido ao redor
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de um cilindro feito de um material impermedavel, dentro
do qual existe um campo magnético confinado. Fora
desse cilindro, na regido acessivel a particula, o campo
magnético ¢ nulo. Qual seria a descricdo dos estados
do elétron nesse caso? Do ponto de vista da Mecanica
Cléssica, como B=VxA-= 0, ndo existiria forca
magnética, qualquer que seja o potencial vetor A. Por
consequéncia, os estados seriam os mesmo que de uma
particula livre. No entanto, na descrigao ondulatéria da
Mecanica Quéntica, a particula sofre um efeito causado
pelo magnético confinado. Esse fenémeno é conhecido
como efeito Aharonov—Bohm e é o objeto de estudo dessa
subsecgao.

Antes do efeito Aharonov-Bohm ser demonstrado,
vamos estabelecer algumas condigdes necessarias para
manifestacdo desse fendmeno. Considere um campo
magnético B = (0,0,B) gerado no interior de um
dispositivo solenoide de raio R, composto por n espiras
centradas no eixo z e percorridas por uma corrente i.
Nesse caso, a lei de Gauss magnética (na forma integral),
em coordenadas cilindricas, fornece o parametro de
intensidade do campo

B =nupi, parap<R
{ ’ (187)

B=0, para p > R,

onde g € a permeabilidade do vacuo.

O potencial vetor magnético calculado a partir da
equagcao 1@’ levando em conta um campo B = Bz,
onde B é dado por , é um vetor do tipo A= A(bq@,
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tal que
Ay = n';ozp, para p < R (dentro do solenoide)
Ay = ng;lRQ, para p > R (fora do solenoide)

(188)

Calculando o rotacional de A dentro do solenoide,
temos

- 9Ay 10, - . 1 .
A=———4+ ——(pAy)k = - k = Bk.
V x B + o 9p (pAy) pnuow
Calculando o rotacional de A fora do solenoide, temos
- 9Ay 10 o -
A=——+4+ ——(pAy)k
V x P pap(P s)
10 [npoi 5\ »
=—— R k=0.
p Op ( 2

Portanto, as componentes do potencial vetor expressas
na equacao ([188]) contém toda a informacio do campo
magnético . Além do mais, este é exatamente
quadro almejado para o estudo do efeito Aharonov-
Bohm, uma regido com campo magnético nulo para a
qual o potencial vetor correspondente é diferente de zero.

Considere um dispositivo de fenda dupla com o apa-
rato solenoide posicionado entre as fendas, como ilustra a
Figura[3] Caso esse dispositivo esteja suficientemente iso-
lado, o fenémeno da interferéncia podera ser observado
com a emissao de elétrons sobre a fenda dupla. Nessa
situagdo idealizada, s6 nos interessam os elétrons que
passem por uma das fendas e atinjam a tela de chegada,
onde o padrao de interferéncia é formado. Qualquer
outra possibilidade nao serd levada em consideracao.
Sendo assim, convencionamos um caminho qualquer
percorrido pelo elétron que passou por umas das fendas
como S7, e para um caminho qualquer pela outra fenda
como Ss. A probabilidade de um elétron estar localizado
em algum ponto da tela é dada por [63]

st + bsel? = [s1|? + [Ys2]® + Ys195s + Ysath; .
(189)

S

. Solenoide

Sy

Dispositivo de emissao
de feixes de elétrons

Figura 3: llustracdo de um dispositivo de fenda dupla (S1 e S2)
e um aparato solenoide.
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Portanto, para o estudo do fenémeno da interferéncia
de elétrons, com a abordagem expressa pela Eq. ,
faz—se necessdrio calcular a fungdo de onda 1 (p, ¢, t).

O célculo ¥(p, d,t) serd feito em duas etapas: pri-
meiro, serd determinada a solucdo da funcdo de onda
ug(p, @), que obedece a versdo independente do tempo
da equagao de Schrodinger ,

2ihe
c

1 - 2,
5 (—h2V2 - A-V+ ;AQ) up = Fug;

(190)

e segundo, obter ¥(p,¢,t) aplicando o operador de
evolugdo temporal na fungdo ug, solugdo da Eq. (190)).

Nesta primeira etapa, seguiremos os passos da de-
monstragdo apresentada no trabalho [64]. Para obter a
solucdo da Eq. (190)), primeiro, serd fazer uma simplifi-
cacdo estratégica por meio da substituicao

up = W B, (191)

sendo

W (F) = %/Sﬁ-dﬁ (192)

Substituindo a funcéo (191) na Eq. (190), temos a
nova equacao

Lo (9,
2m | p Op p@p

onde o operador hamiltoniano caracteristico é dado por

10 ( 8 192 02
my_19(, 9\ Lo O
" p Op (pap) MR

1@(3)1@@
pop \Pop

102 9
7367+ 7] B P

(193)

(194)

Pode ser facilmente identificado que o operador H %}
satisfaz as seguintes relagoes de comutacdo:

[H{B} L) = [H{®}, P, =o. (195)

A relacio de comutacio garante a existéncia de
uma base de autoesdados comuns para os operadores
H{B} L. e P,. Nesse caso, sejam n e [ os autovalores
de H®} nessa base de autoestados tal que L.B =nB
e PB = 1B, podemos escolher

i
B(p, d,z) = exp [h(nqb + lz)] A(p), (196)
onde n e [ s3o nameros inteiro, em decorréncia da fungao
exponencial complexa ser ciclica.

Substituindo a Eq. (196) na Eq. (193]), temos

d? 1d 2mE  n?
52A(p) + ——A(p) + (712 B l2>

— A(p) = 0.
dp pdp (°)

(197)
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Nomeando a constante a? = 2mE/h? —[? e definindo
a nova variavel ¢ := ap, podemos fazer uma conveniente
transformacdo na Eq. . Nesse caso, temos as seguin-
tes relagoes entre as novas coordenadas e as antigas:

d _d a _ d
%m(ﬂ) = ?m(f)dfp = adg‘m(f)
d? _d d g d?
dT)gm(P) = dif <0¢d§m(f)> d7p = Oézd?gm(f)
(198)
Aplicando na equagdo (197)) as relagoes de transfor-
macao expressas na equagao ([198]), temos
d2 2 d 2
0 2 () + T MO + (a2 - a“;z) () =0,
(199)
ou, multiplicando por ¢2/a?,
p d? d 2 2 _
3 e (§)+§d*€9l(€)+(§ —n7)AE) =0.  (200)

A equagdo (200) é classificada como equagdo de
Bessel para fungoes de 1* espécie com n—ésima ordem.
A solucao para essa equacao é uma combinacdo linear
das fungdes de Bessel [61],

Jj=0

o~ (1) AN
ey ) o

onde I'(j +n + 1) é a fungdo Gamma.

Como de costume, devemos fazer algumas restrigoes
de interesse para fisica na solugdo . O primeiro
termo da solugao é convergente ao longo de todo
intervalo 0 > p > 4o00. Por outro lado, o segundo
termo da equagao diverge em p = 0 nesse mesmo
intervalo, o que apresenta uma inconsisténcia fisica ao
longo do percurso feito pela onda até a formagao do
padrao de interferéncia. Nesse sentido, defini-se As = 0
para que a fun¢ao de onda se mantenha bem comportada
(assim, a densidade de probabilidade néo deve explodir
em p = 0). O segundo passo deveria ser a normalizacao
da Eq. . No entanto, estamos interessados apenas
nos elétrons que chegam a tela sobre a qual o padrao
de interferéncia é formado e, por consequéncia, sao
localizados. Nesta circunstancia, onde a localizagao da
particula é garantida e analise serd feita sobre os efeitos
de fase da onda, a normalizacdo é desnecesséaria. Por-
tanto, podemos, sem que nenhuma das conclusoes fisicas
sejam comprometidas, simplesmente definir A; = 1, de
modo que

Ql(f) =4

_ - (=1) P 25241/2] %"
Ainp) = jz:%jll“(j—i-n—i— 1) [h(sz ) '

(202)
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Com a Eq. (202) em méos, retornamos a Eq. (196):

o« (-1)/
B(p,p,2) = ;) TG+ntD)
<

25+n
(2mE — 121)1/2] !

St

X exp {;L(n¢ + lz)} ) (203)
Combinando as equagoes (203]) e , temos
Re (-1)/
14 2p2y1/2]% 1"
X [h(2mE 1212) ]
1 e -
X exp { (n(b—l—lz—i—/A-dr)}
h CJs
(204)

Finalmente, aplicando o operador evolucao temporal

na Eq. (204), temos

) —1)J
¢(p7¢72»t):ZﬂF(J('+T)L+1)

Jj=0

274+n
x [%(2mE—lzh2)1/2] ’

X exp Lé (nqﬁ—Hz—i—i/ﬁT-dF—Et)}
s
(205)

onde, por simplicidade, definimos ¢y = 0.

Como estamos tratando do problema de fendas du-
plas, devemos ter uma onda t¢g; e outra t¢g,, uma
contendo as informagoes probabilisticas de se encontrar
o elétron numa posicao apods ter passados pelo caminho
S1 e a outra contendo as informagdes probabilisticas de
se encontrar o elétron numa posicao apds ter passados
pelo caminho Ss. Ou seja,

i

s, = Ujin, (p) exp {h (n1¢ +hz

+ 8 Aar- Enllltﬂ, (206)
C S1
i
Vs, = Wj,n, (p) exp {h (n2¢ + lyz
+ S A di— Bt ). (207)
C So

Convencionamos que S; e S sdo caminhos de ida, que
passam pelas respectivas fendas 1 ou 2, ao passo que
S7 e S4 sdo o caminhos de volta pelo mesmo percurso.
Nesse caso, S e S’ podem substituir um a outro com
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0 acréscimo de um sinal negativo na integral de linha,
0 que é equivalente a inverter os limites de integragao,
uma vez que um caminho é o inverso do outro. Portanto,
pela equagao , temos que a sobreposicao das ondas

(206) e (207) sao dadas por
W51 + sal? = [¥s1]? + [¥s2]? + 25,0, Ajon,

1
X COS |:h <TL1¢ + llz — ngd) — ZQZ

e >
7En1l1t7En2l2t7 7/ Ad?”
cJs

+f/ /Y.df)}
C So

Note que os dois tltimos termos, no argumento
do cosseno da equagao , usando a nomenclatura
S := 55 — 5}, representam um caminho fechado S que
sai do dispositivo, passa por uma fenda e retornando
pela outra fenda ao ponto inicial. Portanto,

(208)

o Ay S Aoar= 57{ A.di= Sas.
S C
(209)
Retornando a equacgao (208]), temos

st + Ys2|? = [Ys1]? + [¥s2|® + 22,0, Ljon,

1
X COS {h <n1¢ +liz —nop —loz

— Bt — Bnt + i%)}. (210)

O resultado expresso na equagdo (210) mostra que
o padrao de sobreposicdo de ondas sofre um efeito de
fase que é proporcional a um fluxo magnético presente
nas proximidades, a pesar do feixe de elétrons percorrer
uma regiao na qual ndo existe campo magnético. Esse
fenémeno ressignificou a compreensao dos fisicos sobre
a teoria eletromagnético classica, que agora nao é mais
compreendida como uma teoria de campos, mas efetiva-
mente uma teoria de potenciais.

Esse fenomeno foi estudado de pelos cientistas Y.
Aharonov e D. Bohm, que publicaram os resultados
desses estudos no artigo [25], nos anos de 1959. Um
ano mais tarde, R. G. Chambers apresentou resulta-
dos experimentais que comprovaram esse efeito quan-
tico [65]. Chambers reproduziu o dispositivo da fenda
dupla, parecido com aquele ilustrado na Figura e
analisou o padrao de interferéncia quando com o aparato
solenoide desligado e depois com o solenoide ligado.
Comparando esses resultados, verificou-se que o padrao
de interferéncia dos elétron sofreu uma diferenga de
fase por um valor angular 2,5. A tela de chegada dos
elétron, apds a passem pela fenda dupla, estd ilustrado
na Figura [4] para esses os dois casos.
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Figura 4: Padrdo de interferéncia (a) na auséncia de um fluxo
magnético e (b) na presenca de um fluxo magnético; os dois
casos diferem um do outro por uma diferenca de fase de 2,5.
Retirado de CHAMBERS, R. G. Phys. Rev. Lett., v. 5, n. 1, p.
3-5, 1960.

Esse fendmeno também pode ser deduzido através do
formalismo das integrais de Feynman, que constituem
um método elegante. As integrais de Feynman sdo uma
espécie de “integral de caminho” que leva em conta
todas as possiveis trajetorias que o sistema admite entre
dois pontos especificos. Chamaremos esses dois pontos
de (z1,t1) e (zn,tn). Toda a trajetéria possivel entre
esses dois pontos é comstituida por infinitos pontos,
que chamaremos de (x,,t,), onde obviamente N > n.
A passagem de um ponto definido no espago tempo
(Tn-1,tn-1) a0 (Zn,t,) é chamada de amplitude de
transigdo, e recebe a nomenclatura S(n,n — 1). Por fim,
denotamos a passagem entre dois pontos: (z1,t1) —
(zn,tn) = (zn,tn|z1,t1). Em termos dessas quan-
tidades, as integrais de Feynman sao introduzidas da
seguinte forma [28]:

(.1, b) = / " QL)

X exp |:Z /tN dthléssica(l'vi):l’
t1 h

(211)
onde f;i\r Q[xz(t)] é um operador integral da forma

" Q) = Jim ()

. No3oo \2mihAL
X /de,l /de,g - -/d:rg.
(212)
Em primeiro lugar, a amplitude de transi¢ao S(n,n —

1), que ¢é definida no limite em que At — 0, pode ser
calculada por uma integral usual, visto que, o caminho
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pode ser aproximado por uma reta. Portanto,

tn
S(n,n—1)= / dt[Leiassica)

tn—1

:/tn dt[%ﬁ%rgﬁ-fq

tn—1

tn =2\ 2 tn g
:m/ dt(flx) +E/ % q
2 tn—1 dt CJtn dt

:S(O)(n,n—l)—kg/ di- A,

n—1

(213)

onde definimos a amplitude de transicio para uma
particula livre como

m [t dz\ >
SOn,n—-1)=— dt | = 214
mn-n=5 [T a(F). e
onde ¥ = (x1,x2,x3), um vetor com componentes

ortogonais. Além disso, note que no segundo termo da
dltima linha da equagao foi utilizado a relagao de
fisica basica dl = dt.

A equacao é a amplitude de transicao para os
tempos fixos t,_1 e t,. Para que todos os pontos entre
(z1,t1) e (zn,tn) sejam computados, devemos somar
a amplitudes de transicdo de n — 1 = 1 até n = N

na Eq. (213)). Fazendo isso e substituindo na Eq. (211)),
temos

tN

Qlz(t)]

(xn,tn|zr, th) =
ty

. N
X exp [; ZS(O)(n,n - 1)]

n=2

. ZN
X exp e dl-Al.
hC 7

Este resultado é valido para qualquer A. No entanto,
tratando—se de um problema de fenda dupla, devemos
ter uma integral do tipo para cada uma das fendas.
Nesse caso,

(215)

1

tN
(o tler, ) = { [ )
t
i
° (0) _
X exp lh;S (n,n 1)]
. ZN
X exp lw/ dl- A }
hC Z
fenda 1

n { / Ola(t)
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. N
X exp [; Z SO (n,n — 1)1
n=2

)
}fenda 2

xexp[;:/ di- A
C 7

tN

Qlz(t)]

ou

(N, tn|z1, t1) =
ty

. N
L (0) _
X exp lhnz_:QS (n,n 1)1
e - o
X {exp [hc/&dl-A}
ie -
+ exp {hc /51 dl - A] } (216)

Tomando o médulo quadratico da expressao ,
o produto das exponencias complexas, que aparecem do
lado direito da equagao, com o seu complexo conjugado
resultard em termos que podem ser relacionados, no-
vamente convencionando um caminho fechado, ao fluxo
magnético:

_f/ E.dﬂf/ g.dfszg.df: g
C S1 C So C S C

Portanto, conclui-se que ao longo do caminho percor-
rido pelo elétron existe um efeito proporcional ao fluxo
magnético, que difere esse resultado do problema de uma
particula livre.

Note que através das integrais de Feynman foi possivel
deduzir o efeito Aharonov—Bohm sem a precisao da fun-
¢do de onda. Através desse método, uma hamiltoniana
de partida é suficiente para determinarmos os efeitos de
um potencial sobre uma particula. De fato essas integrais
sdo uma poderosa ferramenta de analise, em contra-
ponto a mecanica ondulatéria de Schrodinger. Além
do mais, é possivel deduzir uma espécie de “equacao
de Schrodinger” para (x,t|x1,t1) (ver a equacdo 2.6.56
de [28]). Essa conexdo, fundamentalmente, representa
uma equivaléncia entre a formulacdo das integrais de
Feynman e os propagadores da Mecéanica Quéntica
ondulatéria.

O efeito Aharonov-Bohm certamente estd entre os
fenémenos mais intrigantes da teoria quéntica. Suas
aplicagoes tedricas sao intimeras, como na descri¢ao
da energia dos estados ligados e espalhamento de um
elétron no limite ndo relativistico [66], propostas de
experiéncias com semicondutores e elétrons com estados
emaranhados [67] (que podem ter resultados promissores
para a informacdo quantica) e na descrigdo de efeitos
de spin [68], porém com o momento magnético do
néutron no papel da carga do elétron. Em aplicagoes
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experimentais, o efeito Aharonov—-Bohm constitui um
importante método de controle, através dos calibres nos
potenciais, na demonstragao de fendmenos fotonicos [69],
que podem também levar a avangos na teoria de infor-
magdo quantica [70], além de que esse efeito é utilizado
em observagdes microscopicas [71].

5. Conclusao

Neste trabalho, foi realizado um estudo da interagdo
entre uma particula carregada e um campo magnético
constante, a partir do formalismo da Mecanica Quantica
ondulatoéria nao-relativistica. Em primeiro lugar, este
trabalho inicia resgatando alguns conceitos bésicos de
Mecanica Quéntica, como equacdo de Schrodinger e
equagao de Heisenberg, evolucdo temporal dos esta-
dos, estados e operadores no espago de posigao, etc.
Esta revisao serve como uma etapa do trabalho que
complementa o seguinte: a construcdo das ferramentas
essenciais para o estudo da interagdo de uma particula
carregada sub ac¢do de um campo magnético constante.
Por fim, tratamos do objetivo principal do trabalho, que
é mostrar que o estudo dessa interacdo, no formalismo
da Mecéanica Quantica ondulatéria de Schrodinger, pode
ser feito através do estudo dos niveis de Landau e o efeito
Aharonov—Bohm.

Na primeira etapa do trabalho, sdao apresentados
alguns conceitos fundamentais de Mecanica Quéantica,
como o operador evolugdo temporal e as equagoes
de Schrodinger e Heisenberg. Subsequentemente, esta
revisao é utilizada para fundamentar a construcao do
formalismo necessario para o processo de segunda quan-
tizagdo do sistema formado por uma particula carregada
sob acao de um campo magnético. Foi analisado que uma
consequéncia imediata da segunda quantizagdo é uma
ruptura com a Mecanica Classica, que se expressa na
forma de violagao do teorema de Ehrenfest. Isso significa,
em outras palavras, que os valores esperados dos ob-
servaveis quanticos nao obedecem as leis classicas nesse
sistema. Posteriormente, no fechamento desta etapa de
revisdao, foram apresentados dois interessantes resulta-
dos: a versdo quantica da equagdo da continuidade e a
invaridncia da equacdo de Schrédinger pelo calibre de
um potencial vetor magnético.

Na segunda etapa do trabalho, os fundamentos que
foram apresentados como revisao sao resgatados no es-
tudo da fisica da equagdo de Schrédinger para um elétron
imerso e um campo magnético B = (0,0, B)T. A abor-
dagem desse estudo é feita da seguinte forma: primeiro,
a equacdo de Schrodinger é estruturada em termos de
um potencial vetor magnético A = (—By/2, Bz/2,0)7,
a partir da qual deduzimos outras duas equagbes por
um ajuste de calibre, uma que corresponde a equagao de
Schrodinger com um potencial vetor A= (—By,0,0)T
e a outra que corresponde ao A = (0, Bz,0)T. Em se-
gundo, a férmula que descreve os autovalores de energia
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foi demonstrada para cada um desses casos particulares,
que estdo relacionados por um calibre adequado. E
terceiro, as autofuncgoes, solugdes de cada uma dessas
equagoes de Schrodinger, foram determinadas. O prin-
cipal resultado desta etapa do trabalho foi que a fisica
do elétron é idéntica nos trés calibres, os autovalores de
energia sdo os mesmos, embora a funcdo de onda seja
diferente.

Na tultima etapa do trabalho, foi feito uma a demons-
tracao do fendmeno topoldgico efeito Aharonov—Bohm.
Para tal, foi considerado um exercicio de fenda dupla
com um solenoide coberto por um material impermeavel.
Um solenoide é um dispositivo que gera um campo
magnético confinado no volume compreendido pelo seu
interior. Nesse caso, a regiao com o campo magnético é
inacessivel a particula, ja que o solenoide esta isolado.
Nesse contexto, foi mostrado que um feixe de elétrons
disparados em uma fenda dupla, préxima do solenoide,
sofre um efeito de fase proporcional ao fluxo magnético,
mesmo que o feixe tenha se deslocado por uma regiao de
campo nulo ao longo de todo percurso. Esse fenémeno é
o efeito Aharonov—-Bohm, que foi demonstrado a partir
de dois métodos: interferéncia de ondas e através das
integrais de Feynman.

Esperamos que este estudo seja um bom material
introdutério didatico e divertido no aprendizado da
interagdo de uma particula quantica eletricamente car-
regada, com um campo magnético classico constante.
Esse estudo é a base para diversas areas da Fisica
experimental e tedrica da atualidade.
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