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Este trabalho tem como objetivo apresentar uma abordagem introdutória ao tratamento quântico de sistemas
de uma partícula carregada imersa em um campo magnético constante. Em primeiro lugar, este trabalho inicia
resgatando alguns conceitos básicos de Mecânica Quântica, como equação de Schrödinger e equação de Heisenberg,
evolução temporal dos estados, estados e operadores no espaço de posição, etc. Esta revisão serve como uma etapa
do trabalho que complementa o seguinte: a construção das ferramentas essenciais para o estudo da interação de
uma partícula carregada sub ação de um campo magnético constante. Por fim, tratamos do objetivo principal
do trabalho, que é mostrar que o estudo dessa interação, no formalismo da Mecânica Quântica ondulatória de
Schrödinger, pode ser feito através do estudo dos níveis de Landau e o efeito Aharonov–Bohm.
Palavras chave: Campos e partículas carregadas, níveis de landau e o efeito Aharonov–Bohm.

This work aims to make an introduction to the study of a quantum system of a charged particle immersed in a
constant magnetic field. First of all, this work starts by recovering some basic concepts of Quantum Mechanics:
as Schrödinger equation and Heisenberg equation, time evolution of states, states and operators in position space.
This review is a step of the work that complements the next one: the construction of the essential tools for the
study of the interaction of a charged particle under the action of a constant magnetic field. Finally, we present
the main objective of the paper, which is to show that the study of this interaction, in the Schrödinger wave
quantum mechanics formalism, can be realized through Landau levels and the Aharonov–Bohm effect.
Keywords: Fields and charged particles, landau levels, and the Aharonov–Bohm effect.

1. Introdução

A interação de uma partícula carregada com campos
eletromagnéticos é um tema que tem o interesse dos
físicos desde a criação da teoria eletromagnética (século
XIX). Dentro desse amplo tema, um dos aspectos que
teve destaque ascendente nos últimos 100 anos foi o es-
tudo do aprisionamento de partículas carregadas. Hoje,
esse ramo do conhecimento científico lidera grandes
projetos de pesquisas com orçamentos gigantescos em
todo o mundo, como Sirius, Large Hadron Collider
(LHC), Max IV, Paul Scherrer Institut (PSI) e European
Spallation Source (ESS). Contudo, o estopim dessa
linha de pesquisa foi o surgimento das armadinhas
magnéticas de Penning e Paul, dispositivos que por
serem capazes de fazer medições com uma alta precisão
foram contempladas com o prêmio Nobel de física no ano
de 1989.
Em 1920, o físico holandês Frans Michel Penning

(1894–1953) terminou a pesquisa do seu doutorado,
que foi conduzido juntamente com seu orientador
Heike Kamerlingh Onnes, considerado um entre os

* Endereço de correspondência: esialg@gmail.com

mais renomados físicos holandeses da época, por suas
contribuições ao fenômeno da supercondutividade. O
trabalho de doutorado de Penning versa sobre um tema
Metingen over isopyknen van gassen bij lage tempe-
raturen (medições das linhas constantes de densidade
em um diagrama de pressão-temperatura de gases a
baixas temperaturas). Mais tarde, esse tema levou o
físico Penning ao ramo da exploração da interação de
um campo magnético com descargas elétricas em meio
gasoso, em regimes de baixas temperaturas [1]. No ano
de 1924, Penning recebeu o título de doutor e, nesse
mesmo ano, consegue ingressar no Philips Natuurkundig
Laboratorium (Laboratório de Física Philips), onde deu
continuidade às suas pesquisas.
Com os dispositivos disponíveis no laboratório de

Philips, Penning conseguiu conduzir pesquisas com um
grande rigor experimental. No entanto, por diversas
vezes houveram dificuldades experimentais que deman-
davam métodos até então inexistentes [2]. E foi nesses
momentos que Penning demonstrou sua engenhosidade
criando novos métodos, assim como novos dispositivos,
que permitiram a ele conseguir novos dados inéditos
para a física experimental da época. Esse foi o caso das
medições de pressão no interior de um tubo de vácuo,
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dentro do qual era percorrido por uma correte elétrica
que sofria os efeitos de um campo magnético externo [1].
tal feito só foi possível devido a criação de um novo
dispositivo que recebeu o seu nome em homenagem, o
medidor de Pennig [3].

Nas duas décadas seguintes, 30 e 40, Penning foi autor
de livros e inúmeros artigos científicos [4–9] de relevância
para sua área de pesquisa. Alguns desses trabalhos foram
acompanhados pelo físico alemão Hans Georg Dehmelt
(1922–2017), que tinha um forte interesse no estudo
sobre partículas carregadas interagindo com campos
eletromagnéticos. Parte dessa motivação de Dehmelt
também se deve ao contato com livro Theory and Design
of Electron Beams de John Robinson Pierce [10], onde já
havia sido proposto a ideia de aprisionar uma partícula
carregada apenas pela presença de um campo externo
adequado. Dehmelt, no entanto, deixou essa ideia de
lado quando iniciou seu doutorado no ano 1948 pelo
Kopfermann’s Institute (instituto de Kopfermann).

Após ser condecorado com o título de Doutor, Deh-
melt mudou–se para Washington (EUA), onde foi no-
meado ao cargo de professor assistente e passou a maior
parte de sua carreira acadêmica. Na década de 50,
Dehmelt voltou sua atenção ao seu antigo interesse
acadêmico, o aprisionamento de partículas com uso de
um campo elétrico externo. Dehmelt foi bem sucedido na
criação de um dispositivo capaz de manter um elétron
confinado a uma região finita do espaço por alguns
segundos. Esse dispositivo foi nomeado por ele como
Penning trap (armadilha de Penning), muito devido a
sua admiração pelos trabalhos do físico Penning. No ano
de 1989, Dehmelt fez parte daqueles contemplados com
o prêmio Nobel de Física, pelas suas contribuições ao
desenvolvimento de armadilhas de íons.
Ainda na década de 50, em paralelo aos estudos de

Dehmelt, o físico alemão Wolfgang Paul (1913–1993)
investiu grandes esforços no desenvolvimento de um
dispositivo capaz de confinar um elétron. Paul teve a
ideia de construir um dispositivo para aprisionar um íon
com um campo magnético de menor intensidade do que
aquele induzido na armadilha de Penning, compensando
essa diferença nos efeitos sofridos pela partícula, causada
pela menor intensidade do campo, com a geometria
do dispositivo [11]. Essa armadilha foi um sucesso,
recebendo o nome de Paul trap (armadilha de Paul).
Por esses estudos, Paul foi um dos contemplado com o
prêmio Nobel de física no mesmo ano que Dehmelt.
As armadilhas de Penning e Paul foram um símbolo

de referência para física experimental que explora a
interação de campos eletromagnéticos com partículas
carregadas. Nos anos seguintes, esses dois dispositivos
foram extensamente utilizados em experiências, devido
a alta precisão nas medições de gradezas relacionadas a
íons que eles proporcionavam [3].

Devido ao grande sucesso e predominância dessas ar-
madilhas de íons nas experiências física, Paul e Penning
têm hoje, cada um, uma classe de armadilhas com seus

nomes, devido ao surgimento de novos dispositivos resul-
tantes de leves variações das armadilhas originalmente
projetadas por Dehmelt e Paul [12–14]. Atualmente,
esses dispositivos, acredita–se, podem ter uma grande
importância para o desenvolvimento de tecnologias de
armazenamento de informação quântica, com base em
resultados, por exemplo, como o descrito em [15].

A interação entre campos magnéticos e partículas
carregadas são a base de projetos de pesquisas com
orçamentos gigantescos em todo o mundo, como Sirius,
Large Hadron Collider (LHC), Max IV, Paul Scherrer
Institut (PSI) e European Spallation Source (ESS),
e possui diversas aplicações em pesquisas sofisticadas,
como espectroscopia [16], física do plasma [17], física do
estado sólido [18], além de que existem vários fenômenos
interessantes que ocorrem na atmosfera da Terra, decor-
rentes dessa interação, que valem apena ser explorados
por aqueles que se interessam por confinamento de
partículas de altas energias [19–21].

Em 1925, com o surgimento da equação de Schrodin-
ger [22], vários fenômenos decorrente da interação entre
partículas eletricamente carregadas com campos magné-
ticos foram descobertos. Os níveis de Landau e o efeito
Aharonov–Bohm são exemplos de fenômenos puramente
quânticos, isto é, não possuem qualquer explicação
clássica (física antes do século XX). Os níveis de Landau
são os valores que constituem o espectro de energia
quantizada de um sistema formado por uma partícula
carregada e um campo magnético constante [23, 24],
ao passo que o efeito Aharonov-Bohm corresponde a
uma diferença de fase no padrão de sobreposição de
ondas, apresentada por uma partícula carregada (em sua
natureza ondulatória), que é causada pela presença de
um campo magnético próximo, ainda que esse campo
seja nulo na região acessível à partícula [25]. Esse
primeiro fenômeno tem se mostrado influente sobre
trabalhos de grande importância acadêmica, como o
efeito Hall quântico, que impactou várias áreas da física,
como fotônica, emaranhamento, eletrônica experimental
e física da matéria condensada [26, 27], além de ter
sido reverenciado com o prêmio Nobel de 1985. Já o
segundo, por outro lado, ressignificou a compreensão
da essência da teoria eletromagnética no século XX.
Esse impacto acadêmico é a principal motivação que
levou ao objeto de estudo deste artigo, a interação de
uma partícula quântica eletricamente carregada com um
campo magnético clássico.

Este trabalho tem como objetivo principal fazer uma
abordagem introdutória ao tema: interação de uma par-
tícula quântica eletricamente carregada com um campo
magnético clássico. Mostraremos que essa abordagem
pode ser vista através dos fenômenos dos níveis de
Landau e o efeito Aharonov–Bohm.

Os livros e textos tradicionais geralmente utilizados
em um curso de Mecânica Quântica [28–31] não apre-
sentam uma abordagem introdutória sobre este tema.
Nesse sentido, este trabalho também serve como material
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didático complementar para professores ou para alunos
(graduação ou pós–graduação) interessados em uma
tratamento introdutório ao tema. Portanto, este texto, a
medida que complementa o conteúdo apresentado pelas
referências bibliográficas tradicionais, é também uma
alternativa para o ensino de física.
A apresentação do conteúdo será feita da seguinte

forma: na seção 2 apresentamos uma revisão da modela-
gem de sistemas físicos com a equação de Schrödinger e
Heisenberg, com a aplicação no sistema de uma partícula
carregada interagindo com um campo magnético cons-
tantes; na seção 3, as ferramentas apresentadas na seção
descrita anteriormente serão utilizadas para explorar
o espectro de energia de um elétron se movendo na
região de uma campo magnético uniforme e, também,
para demonstração do efeito Aharonov–Bohm; por fim,
a seção 5 é o espaço para as conclusões do trabalho.

2. Fundamentos Teóricos

No ano de 1939, a notação Braket foi sugerida por
Dirac como uma maneira elegante de evitar “saltos”
entre formalismos que não possuem uma correspondên-
cia muito natural na Mecânica Quântica [32]. Nessa
notação, o símbolo | 〉 atribui a um determinado elemento
o status de vetor (popularmente denominado como ket),
ao passo que o símbolo 〈 | indica uma forma linear, ou
funcional linear, (que é conhecido como bra). Isto posto,
{α1, α2, α3} vetores são escritos como |α1〉, |α2〉 e |α3〉,
ao passo que os funcionais aparecem como 〈x1|, 〈x2| e
〈x3|. Dessa forma, a projeção do funcional 〈x| sobre o
vetor |α〉 é dada por 〈x|α〉 = ψ(x, α).
Todas as informações que podem ser extraídas de um

sistema físico descrito pela Mecânica Quântica estão con-
tidas em uma função ψ(x, α) correspondente. O espaço
que contém este grupo de funções é chamado espaço
de Hilbert, ou também denominado como L2(R3). Ao
longo deste trabalho usaremos a notação de Dirac [32].
Alguns aspectos de fundamentos da álgebra da Mecânica
Quântica, no entanto, não serão contemplados. Para um
aluno interessado em uma introdução abrangente sobre
esses aspectos algébricos, é recomendado o estudo das
bibliografias [28, 30, 33–36].

2.1. Operador evolução temporal

Antes de iniciarmos as discussões sobre o tratamento
de sistemas com o formalismo da mecânica ondula-
tória de Schrödinger, faremos uma breve revisão do
operador de evolução temporal. Esse operador nos per-
mite estudar o comportamento de estados em diferentes
instantes do tempo. Considere que |α, t0〉 representa
um vetor de estado, sendo t0 o instante no qual esse
estado se encontra, e seja T̂ (t; t0) o operador de evolução
temporal ,que leva um ket de um dado instante de tempo
t0 ao instante t > t0. Conjecturamos que

T̂ (t; t0)|α, t0〉 = |α, t〉 (1)

é a relação de ação desse operador sobre o ket de
estado |α, t0〉.
A forma com que o operador T̂ (t; t0) age sobre o

ket tem exatamente o mesmo efeito que o operador de
translação espacial. Entende–se por translação como a
mudança de todos os pontos de uma quantidade vetorial,
definida sobre uma região limitada de um espaço, para
outra região desse mesmo espaço. Dito de outra maneira,
o mesmo efeito sobre o ket ilustrado na Eq. (1) é
observado, também, em coordenadas espaciais em alguns
outros casos. O processo de classificação das redes de
Bravais, na física do estado sólido, é um exemplo:
os pontos de simetria de uma estrutura cristalina são
associados pelo operador de translação, que atua sobre
os vetores de base de uma célula dessa estrutura e resulta
nos vetores de base (simétricos) de uma outra célula [18].

O operador evolução temporal, conforme o ilustrado
na Eq. (1), não necessariamente é o mesmo para diferen-
tes sistemas físicos. Essa colocação é bastante razoável
se for levado em conta que o modo como um estado físico
evolui no tempo, obviamente, deve depender do sistema
que está sendo estudado. Por exemplo, considere dois
sistemas quânticos A e B, com as respectivas energias
totais HA e HB . Se HA depender explicitamente do
tempo e HB não, é bastante razoável supor que os
estados no sistema A variam com o tempo de modo
diferente do que os do sistema B. Devido a uma questão
de generalidade, um tratamento utilizando uma evolução
temporal infinitesimal t0 → t0 +dt (válida para qualquer
sistema físico) é mais promissor do que uma abordagem
usando t0 → t, com t qualquer, para casos isolados.
Portanto, conjecturamos que

T̂ (t0 + dt; t0)|α, t0〉 = |α, t0 + dt〉 (2)

é uma relação universal.
Algumas propriedades de interesse física do operador

T̂ (t0 + dt; t0) devem ser satisfeitas. São elas:

T̂ (t0 + dt+ dt; t0 + dt)T̂ (t0 + dt; t0)

= T̂ (t0 + dt+ dt; t0), (3)

lim
dt→0

T̂ (t0 + dt; t0) = 1, (4)

T̂ †(t0 + dt; t0)T̂ (t0 + dt; t0) = 1, (5)

T̂ (t0 − dt; t0) = T̂ −1(t0 + dt; t0) ou

T̂ −1(t0 + dt; t0)T̂ (t0 + dt; t0) = 1. (6)

Em primeiro lugar, a propriedade (3) garante que
duas translações sucessivas em um ket |α, t0〉, uma t0 →
t0 + dt seguida da aplicação t0 + dt → t0 + dt + dt, são
equivalentes a uma translação do tipo t0 → t0 + dt+ dt:

T̂ (t0 + dt+ dt; t0 + dt)T̂ (t0 + dt; t0)|α, t0〉

= T̂ (t0 + dt+ dt; t0)|α, t0〉 = |α, t0 + dt+ dt〉.
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Ressaltar–se que a notação T̂ (t0 + dt+ dt; t0 + dt) foi
utilizada por extenso para mostrar enfaticamente que os
pontos inicial e final da translação estão distanciados por
uma quantidade infinitesimal. Poderíamos, de maneira
equivalente, utilizar uma notação reduzida T̂ (t1+dt; t1),
onde o parâmetro t1 ≡ t0+dt. Esse detalhe, embora sutil,
tem grande relevância, pois T̂ (t1 + dt; t1) = T̂ (t0 +
dt; t0), já que t é um parâmetro e (t0, t1) são valores
definidos.
Em segundo lugar, o limite definido na propriedade

expressa na Eq. (4) tem uma importância no que diz
respeito a invariância do ket em qualquer aspecto que
não seja a evolução temporal. Obviamente, seria um
inconveniente se qualquer propriedade do ket, além de
uma mudança temporal, fosse alterado por ação desse
operador. Nesse sentido, o limite dt → 0, que leva
T̂ (t0 + dt; t0) ao operador unitário, é uma garantia que
qualquer outro aspecto de um ket de estado, que não a
translação no tempo (como o spin, por exemplo), será
mantido invariante por ação desse operador.
Em terceiro lugar, o que se apresenta na Eq. (5)

garante a invariância da norma do ket, independente de
eventuais n operações de translação que forem aplicadas
sobre ele, pois

〈α, t0|
n∏
i=0

T̂ †(ti + dt; ti)T̂ (ti + dt; ti)|α, t0〉

= 〈α, t0|α, t0〉.

Por fim, a propriedade (6) certifica que se existe uma
translação dada por T̂ (t0 + dt; t0), então existe uma
inversa, denotada T̂ (t0 − dt; t0), ou T̂ −1(t0 + dt; t0),
tal que a ação de ambas sobre um ket tem a mesma
atuação que operador unitário. De outra maneira, duas
aplicações do operador de evolução temporal em um
ket de estado, a primeira levando de um instante t0 ao
instante t1 e a segunda de t1 regressando à t0, conserva
o estado.
As quatro propriedades, Eqs. (3), (4), (5) e (6), são

satisfeitas pelo operador da forma [28]

T̂ (t0 + dt; t0) = 1− iĤdt

~
, (7)

onde i é a unidade imaginária, Ĥ é o operador hamilto-
niano e ~ a constante de Planck dividida por 2π.

Vejamos como o operador na Eq. (7) satisfaz as
quatro propriedades impostas acima. Primeiro, prova de
contemplação da Eq. (3):

T̂ (t0 + dt+ dt; t0 + dt)T̂ (t0 + dt; t0)

:= T̂ (t1 + dt; t1)T̂ (t0 + dt; t0)

=
(

1− iĤdt

~

)(
1− iĤdt

~

)

= 1− iĤdt

~
− iĤdt

~
− Ĥ2

~2 (dt)2

= 1− iĤ

~
(dt+ dt)− Ĥ2

~2 (dt)2

w 1− iĤ

~
(dt+ dt)

= T̂ (t1 + dt; t0) = T̂ (t0 + dt+ dt; t0),

onde assumimos que termos quadráticos (dt)2 são des-
prezíveis. Segundo, prova de contemplação da Eq. (4):

lim
dt→0

T̂ (t0 + dt; t0) = lim
dt→0

(
1− iĤdt

~

)
= 1,

pois trata–se de um limite trivial. Terceiro, prova de
contemplação da Eq. (5):

T̂ †(t0 + dt; t0)T̂ (t0 + dt; t0)

=
(

1 + iĤ†dt

~

)(
1− iĤdt

~

)

= 1− iĤdt

~
+ iĤ†dt

~
+ Ĥ†Ĥ

~2 (dt)2

= 1− i

~
(Ĥ − Ĥ†)dt+ Ĥ†Ĥ

~2 (dt)2

w 1,

onde verifica–se que esta propriedade é satisfeita so-
mente se Ĥ† = Ĥ, isto é, o operador hamiltoniano deve
ser hermitiano, embora o operador evolução temporal
não seja. Por fim, prova de contemplação da Eq. (6):

T̂ (t0 − dt; t0)T̂ (t0 + dt; t0)

= T̂ −1(t0 + dt; t0)T̂ (t0 + dt; t0)

=
(

1 + iĤdt

~

)(
1− iĤdt

~

)

= 1− iĤdt

~
+ iĤdt

~
+ Ĥ2

~2 (dt)2

= 1− i

~
(Ĥ − Ĥ)dt+ Ĥ2

~2 (dt)2

w 1,

onde novamente desprezamos o termo proporcionais a
(dt)2. Portanto, verifica–se que o operador descrito na
Eq. (7) satisfaz as quatro propriedades de interesse para
Mecânica Quântica, com tanto que Ĥ seja um operador
hermitiano e os termos (dt)2 sejam desprezíveis.
A dedução da forma do operador evolução temporal

T̂ (t; t0), com uma translação não infinitesimal, pode ser
feita a partir da propriedade expressa na Eq. (3). Para
tal, considere a aplicação de um operador cuja ação leva
um ket de t0 → t + dt equivalente a duas translações
sucessivas, onde a primeira é não infinitesimal t0 → t e
sendo a segunda infinitesimal t→ t+ dt:

T̂ (t+ dt; t0) = T̂ (t+ dt; t)T̂ (t; t0). (8)
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Como aqui t é meramente um parâmetro, temos que

T̂ (t+ dt; t) = 1− iĤdt

~
,

de modo que a Eq. (8) se torna:

T̂ (t+ dt; t0) =
(

1− iĤdt

~

)
T̂ (t; t0),

ou

T̂ (t+ dt; t0)− T̂ (t; t0) = − iĤdt
~

T̂ (t; t0), (9)

ou, ainda,

T̂ (t+ dt; t0)− T̂ (t; t0)
dt

= − iĤ
~

T̂ (t; t0). (10)

O lado esquerdo da Eq. (10) é a definição de derivada
em relação a t. Portanto, a expressão (10) se reduz a
uma equação diferencial parcial de primeira ordem:

i~
∂

∂t
T̂ (t; t0) = ĤT̂ (t; t0). (11)

A equação diferencial parcial (11) é chama de equação
de Schrödinger para o operador evolução temporal [28].
Vale destacar que, como se trata de uma equação parcial
em t, não nos interessa se os observáveis físico (posição,
momento linear, etc.) são funções implícitas do tempo.
Portanto, a dependência explícita, que será caracteri-
zada pelo operador hamiltoniano, é a particularidade
única que pode distinguir as soluções da Eq. (11).
Tendo uma vez especificado o operador hamiltoniano e

resolvendo a Eq. (11), teremos a expressão que descreve
a forma como os estados se modificam com o passar
do tempo. Em sistemas físicos simples (uma partícula
numa caixa, uma partícula no entorno de uma posição
de equilíbrio estável, etc.), a Eq. (11) possui uma solução
analítica que permite uma análise exata da evolução
temporal dos estados. Por outro lado, em sistemas bem
mais complicados (uma partícula carregada com spin 1/2
sob efeito de um campo magnético oscilante, o que ocorre
em inúmeras situações de Ressonância Magnética Nu-
clear [37]), a Eq. (11) não possui solução analítica. Nesses
casos, a evolução temporal é determinada por meio de
métodos aproximativos, como Crank–Nicolson [38, 39]
ou série de Dyson. Faremos uma apresentação muito
breve a este último um pouco mais adiante.
De todo modo, as soluções da Eq. (11) podem

ser classificadas de três formas (cada uma delas será
caracterizada pela dependência temporal do operador
hamiltoniano, como dito anteriormente), as quais serão
enumeradas a seguir.

I. O operador Ĥ não depende explicitamente do
tempo;

II. O operador Ĥ(t) depende do tempo, com uma pro-
priedade de comutação entre Ĥ(tµ) e Ĥ(tα), onde
µ e α são índices usados para indicar diferentes
instantes de tempo;

III. O operador Ĥ depende do tempo, porém não
existindo a propriedade de comutação descrita no
item II.

Nos sistemas físicos onde o operador Ĥ se enquadra
no item I, a solução da Eq. (11) é dada por

T̂ (t; t0) = exp
[
− iĤ

~
(t− t0)

]
. (12)

Em seguida, quando Ĥ se enquadra no item II,
obedecendo a propriedade de comutação

Ĥt1Ĥt2 · · · Ĥtn = Ĥtn · · · Ĥt2Ĥt1 ,

a solução da Eq. (11) é dada por

T̂ (t; t0) = exp
[
− i
~

∫ t

t0

Ĥ(t)dt
]
. (13)

Note que essa solução, nitidamente, é a generalização
do caso anterior. Além disso, essa expressão abrange
casos em que aparece alguma dependência temporal na
construção da hamiltoniana. Por exemplo, no caso de
um campo magnético ~B(t), com intensidade variada e
direção constante, que interage com uma partícula car-
regada com spin 1/2. A direção constante é uma restrição
necessária para garantir a propriedade de comutação
do operador Ĥ(t). Vale lembrar que o operador nesse
caso tem a forma Ĥ(t) = Ĥ0 + γ ~B · ~S, onde γ é a
razão carga–massa e ~S é o spin (o Ĥ0 aqui seria a
hamiltoniana para o caso sem a presença do spin, sua
forma será trabalhada na seção 2.3). É de conhecimento
geral que as componentes do spin não comutam umas
com as outras, um vez que elas obedecem a relação
[Si, Sj ] = i~εijkSk. Caso o campo magnético esteja em
uma direção no instante t1, a partícula terá um spin
característico com a direção desse campo, ao passo que
se em t2 a direção desse campo for diferente de t1, o
spin característico da partícula também será diferente.
Portanto, como as componentes do spin não comutam,
o campo magnético precisa ter a mesma direção para
que os Ĥ’s, definidos em diferentes instantes de tempo,
comutem entre si.
Por fim, sistemas nos quais o operador Ĥ se enquadra

no item III. Nesse caso, a Eq. (11) não possui uma
solução analítica, porém um modelo em termos da
série de Dyson [40] pode ser usado para um estudo
aproximativo:

T̂ (t; t0) = 1

+
∞∑
n=1

(
− i
~

)n ∞∑
n=1

∫ 1

0
· · ·
∫ tn−1

0

∫ tn

0

× Ĥ(t1) · · · Ĥ(tn−1)Ĥ(tn)dtndtn−1 · · · dt1.
(14)

Essa equação representa uma generalização dos casos
descritos nos itens I e II. No capítulo 14 de [40],
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encontra–se a demonstração de como essa série de
produtos ordenados converge na função exponencial da
Eq. (13), caso comutativo, e na expressão (12), caso onde
Ĥ é considerado um coeficiente constante.

A Eq. (14) constitui um excelente método aproxi-
mativo, muito porque a série de Dyson é convergente,
o que proporciona um cálculo numérico com menor
custo computacional. Uma aplicação da série de Dyson
para um sistema clássico formado por uma partícula
carregada que interage com um campo magnético, com
dependência temporal oscilante, pode ser encontrada no
trabalho [41].

O conteúdo deste trabalho versa sobre um sistema
com a presença de um campo magnético constante.
Nesse caso, que se enquadrado no item I, recorreremos
a Eq. (12) sempre que for necessária transitar de um
estado dependente para um independente do tempo ou
vice–versa.

2.2. Equações de Schrödinger e Heisenberg

Na subseção 2.1, foi mostrado que a forma do operador
evolução temporal obedece a equação fundamental (11),
cuja solução depende apenas do operador hamiltoniano.
Nesta seção trataremos da modelagem de um estado
|ψ(t0)〉 associado a um sistema que é definido pelo ope-
rador hamiltoniano correspondente. Para tal, aplicamos
nesse estado os operadores da Eq. (11):

i~
∂

∂t
T̂ (t; t0)|ψ(t0)〉 = ĤT̂ (t; t0)|ψ(t0)〉, (15)

ou, equivalentemente,

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉. (16)

Esta é a chamada equação de Schrödinger, que des-
creve o comportamento dos estados quânticos.
A construção do operador hamiltoniano pode ser

determinado por analogia com a hamiltoniana na Mecâ-
nica Clássica. Esse processo está fundamentado em um
dos postulados da Mecânica Quântica, o qual enuncia
que toda quantidade física “A” mensurável é descrita
por um operador adjunto Â que atua no espaço de
estados [30]. Portanto, o operador hamiltoniano é obtido
da hamiltoniana clássica, transformando as quantidades
físicas em operadores. Esse processo é conhecido como
primeira quantização.
Por exemplo, a hamiltoniana clássica para uma partí-

cula que se move sob os efeitos de uma força associada
a um potencial V (~r), onde ~r = (x, y, z) em coordenadas
cartesianas, é dada por

H = ~p 2

2m + V (~r), (17)

sendo m é a massa da partícula e ~p o momento linear.
Nesse caso, o operador hamiltoniano Ĥ é obtido por meio

da troca {
rµ → R̂µ

pµ → P̂µ
(18)

onde R̂µ e P̂µ são operadores de posição e de momentum,
respectivamente.

Portanto, o operador hamiltoniano é dado por

Ĥ = 1
2m

3∑
µ=1

P̂µP̂µ + V (~R). (19)

Em Mecânica Quântica, assim como na Mecânica
Clássica, a escolha da base pode dificultar ou simplificar
muito o tratamento algébrico. Umas das bases conve-
nientes para o tratamento da equação de Schrödinger
é uma combinação linear dos autoestados contínuos de
posição |~r 〉, os quais constituem um espaço de Hilbert
com dimensão infinita. A utilização da base |~r 〉 é um
meio promissor por tratar–se de um autoestado do
operador de posição ~R, ou em outras palavras

R̂µ|~r 〉 = rµ|~r 〉 ⇔


X̂|x〉 = x|x〉,

Ŷ |y〉 = y|y〉,

Ẑ|z〉 = z|z〉,

(20)

onde rµ (que representa x, y e z) não são operadores,
são números, autovalores de |~r 〉.
Diz–se que |~r 〉 representa os estados com autovalores

de posição. Por esse motivo, esses estados constituem
o que foi denominado de espaço de posição [28], que
possuem a condição de ortogonalidade

〈~r ′|~r 〉 = δ3(~r ′ − ~r), (21)

onde δ3(~r ′−~r) é uma delta de Dirac e 〈~r ′| é o dual com
correspondência unívoca ao ket |~r 〉.
O estado |ψ(t)〉 pode ser expandido em termos do

espaço de posição {|~r 〉} da seguinte forma:

|ψ(t)〉 =
∫
d3r|~r ′′〉〈~r ′′|ψ(t)〉 =

∫
ψ(~r ′′, t)|~r ′′〉d3r′′,

(22)
sendo

∫
d3r′′|~r ′′〉〈~r ′′| = 1 o operador unitário (ou a ma-

triz identidade, no formalismo matricial) e ψ(~r ′′, t) :=
〈~r ′′|ψ(t)〉, uma função de t e da variável expandida r ′′µ.
Portanto, a função de onda ψ(~r ′, t) é obtida através do
produto interno:

〈~r ′|ψ(t)〉 =
∫
d3r′′〈~r ′|~r ′′〉〈~r ′′|ψ(t)〉

=
∫
ψ(~r ′′, t)δ3(~r ′ − ~r ′′)d3r

=
∫
ψ(~r ′′, t)δ(~r ′′ − ~r ′)d3r = ψ(~r ′, t), (23)

onde r′µ é um número complexo.
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Através de um procedimento análogo, os autovalores
dos operadores V (~R) e P̂µ, do autoestado |ψ(t)〉 expan-
dido na base {|~r 〉}, são dados por:

〈~r ′|V (~R)|ψ(t)〉 =
∫
d3r′′〈~r ′|V (~R ′′)|~r ′′〉〈~r ′|ψ(t)〉

= V (~r ′)ψ(~r ′, t), (24)

〈~r ′|P̂µ|ψ(t)〉 =
∫
d3r〈~r ′|P̂µ|~r ′′〉〈~r ′|ψ(t)〉

= ~
i

∂

∂r′µ
ψ(~r ′, t), (25)

onde utilizamos a Eq. (20) na Eq. (24). A demonstração
em detalhes da Eq. (25) pode ser encontrada em [30].
Multiplicando Eq. (16) por um bra 〈~r ′| e combinando–

a com as Eqs. (19), (24) e (25), obtemos a equação de
onda de Schrödinger (cuja solução são autofunções no
espaço de posição ~r ′):

~2

2m∆ψ(~r ′, t) + i~
∂

∂t
ψ(~r ′, t) = V (~r ′)ψ(~r ′, t), (26)

onde ∆ é o operador laplaciano que atua sobre ~r ′.
Note que a hamiltoniana (19) não depende do tempo.

Sendo esse sistema enquadrado no item I da subseção
2.1, isto é, a forma como o estado |ψ(t)〉 muda com
o tempo é descrito pelo operador T̂ (t; t0) expresso na
Eq. (12). Desse modo, por meio da transição de estados
dependentes para estados independentes do tempo,

ψ(~r ′, t) = 〈~r ′|ψ(t)〉 = 〈~r ′|T̂ (t; t0)|ψ(t0)〉

= T̂ (t; t0)〈~r |ψ(t0)〉

:= exp
[
− iE

~
(t− t0)

]
uE(~r ′),

(27)

obtemos a equação de Schrödinger independente do
tempo:

~2

2m∆uE + EuE = V (~r)uE , (28)

onde E são os autovalores do operador hamiltoniano,
associados ao autoestado |ψ(t)〉 pela equação de autova-
lores:

Ĥ|ψ(t)〉 = E|ψ(t)〉. (29)

A descrição dos estados de uma partícula pela
Eq. (28), com um potencial V (~r) constante, é idêntica a
descrição de uma onda pela equação Helmholtz [42],

∆u+ k2u = 0. (30)

Um exemplo básico: se Ei = ui(x, y, z) exp[−iωt] são
as componentes de um campo elétrico dependente do
tempo, onde ui é dado pela equação (30), então ui

representa as componentes do campo elétrico no instante
t = 0. Com esse exemplo, por comparação com nosso
caso quântico, fica claro que a Eq. (28) é uma equação
de campo para uE .

Um problema que classicamente era constituído por
propriedades mecânicas de uma partícula com massa
desprezível, em virtude do fenômeno, torna–se uma
teoria de campos quando o operador hamiltoniano asso-
ciado é obtido da hamiltoniana clássica do movimento
e combinado com a equação de Schrödinger. Este é
o resultado do processo de primeira quantização e o
que diferencia drasticamente a Mecânica Clássica da
Mecânica Quântica.

Assim como no Eletromagnetismo o quadrado do
campo elétrico é proporcional a probabilidade de um fó-
ton ser encontrado em uma região do espaço, a densidade
de probabilidade P (r′µ, t), na mecânica ondulatória, de
uma partícula ser encontrada em ~r ′ é dada por:

P (r′µ, t) = |〈~r ′|ψ(t)〉|2 = |ψ(~r ′, t)|2 = ψ(~r ′, t)∗ψ(~r ′, t),
(31)

onde o ∗ foi usado para indicar o conjugado de uma
função complexa. Além disso, o valor esperado para um
dado observável Â é calculado através do estado |ψ(t)〉,
na base de autovetores de posição, da seguinte forma:

〈Â〉 = 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 =
∫
d3r′ψ(~r ′, t)∗Âψ(~r ′, t). (32)

A formulação de Schrödinger para Mecânica Quântica
ondulatória pode ser caracterizada pelos observáveis
independentes do tempo, ao contrário dos estados que
evoluem com o tempo. Outra abordagem, proposta por
Heisenberg, sugere um raciocínio oposto: os observáveis
são os que variam com o tempo, ao passo que os
estados permanecem estacionários. Esse simples pressu-
posto conduz à uma formulação da Mecânica Quântica
diferente daquela proposta por Schrödinger, e ficou
conhecida como representação de Heisenberg.

Na Mecânica Clássica, um sistema dinâmico é ca-
racterizado pela posição e momento. Essas são grande-
zas dependentes do tempo (desconsiderando situações
triviais), e nos permitem realizar operações para ob-
ter outras variáveis dinâmicas (aceleração, etc.). Nesse
sentido, como os observáveis na Mecânica Quântica
são equivalentes clássicos dessas grandezas (variáveis
dinâmicas), espera–se que uma formulação quântica que
considera os observáveis dependentes do tempo tenha
mais proximidade com a formulação clássica do que a
representação de Schrödinger.

Vamos utilizar a conveniente notação sugerida em [28]
para diferenciar um observável na representação de
Schrödinger e na representação de Heisenberg. Considere
que um dado observável físico Â seja escrito como ÂS
na formulação de Schrödinger e ÂH na representação de
Heisenberg. Defini–se, então, um observável na formula-
ção de Heisenberg como

ÂH := T̂ †(t; t0)ÂST̂ (t; t0). (33)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0308 Revista Brasileira de Ensino de Física, vol. 45, e20220308, 2023



e20220308-8 Interação de uma partícula quântica eletricamente carregada com um campo magnético clássico

Note que caso ÂS comute com T̂ (t; t0), levando em
conta a propriedade de normalização expressa na Eq. (5),
então temos que ÂH = AS . Essa relação de equivalência
quando satisfeita, o que só depende de ÂS e T̂ (t; t0)
comutarem (isso felizmente ocorre em grande parte dos
casos de interesse físico), garante que as definições dos
observáveis ÂS na formulação de Schrödinger e ÂH na
formulação de Heisenberg são equivalentes.
Derivando em relação ao tempo a equação (33) e

considerando que ÂS independe do tempo, obtemos

dÂH

dt
= dT̂ †ÂST̂

dt

= dT̂ †

dt
AST̂ + T̂ †ÂS

dT̂

dt

= iĤ

~
T̂ †ÂST̂ − T̂ †ÂST̂

iĤ

~

= 1
i~

(−ĤT̂ †ÂST̂ + T̂ †ÂST̂ Ĥ)

= 1
i~

[ÂH , Ĥ]. (34)

Esta é a chamada equação de Heisenberg, definida em
termos do comutador

[ÂH , Ĥ] = ÂHĤ − ĤÂH . (35)

Atenta–se que a equação (34) é crível para os ope-
radores de evolução temporal expressos nas Eqs. (12) e
(13). Porém, o caso de T̂ dado pela Eq. (14) não satisfaz
exatamente a Eq. (34). Esta situação também é tradada
com métodos aproximativos.
Existem duas propriedades de comutação que são de

interesse particular para este trabalho, sobre a utilização
da Eq. (34). Antes de enuncia–las, considere os estados
de posição |~r〉 formem os vetores de base para os
observáveis Â, B̂ e Ĉ. Conjecturamos que a base {|~r〉}
diagonaliza os operadores Â, B̂ e Ĉ da seguinte forma:

Â =

Â1 0 0
0 Â2 0
0 0 Â3

 , B̂ =

B̂1 0 0
0 B̂2 0
0 0 B̂3

 e

Ĉ =

Ĉ1 0 0
0 Ĉ2 0
0 0 Ĉ3

 .

(36)

Representando os elementos da matriz de cada um
desses operadores com notação indicial (índice µ ou α),
temos as seguintes regras de comutação:[

Âµ,

3∑
α=0

B̂αĈα

]
=

3∑
α=0

[Âµ, B̂α]Ĉα

+
3∑

α=0
B̂α[Âµ, Ĉα], (37)

[
Âµ,

3∑
α=0

B̂2
α + Ĉα

]
=
[
Âµ,

3∑
α=0

B̂2
α

]
+ [Âµ, Ĉα].

(38)

Note que o primeiro comutador do lado direito a
Eq. (38) inclui uma caso particular da Eq. (37), que
ocorre quando Ĉα = B̂α. Mais adiante, as relações (37) e
(38) serão usadas como ummeio de simplificar o trabalho
algébrico da obtenção da versão quântica da força de
Lorentz.
Como comentado anteriormente, seria de se esperar

que a representação de Heisenberg fosse uma formulação
mais próxima da Mecânica Clássica do que o formalismo
ondulatório de Schrödinger. De fato, em Mecânica Clás-
sica temos os chamados parênteses de Poisson [43]

dF

dt
= {F,H}, (39)

onde F é função das variáveis dinâmicas e H é o
hamiltoniano. Note que, a equação clássica (39) tem a
mesma forma da representação quântica (34), mas são
formalmente diferentes. A representação de Heisenberg
é definida em termos de um comutador, ao passo que os
parênteses de Poisson são dados por,

{F,H} =
n∑
k=1

(
∂F

∂qk

∂H

∂pk
− ∂F

∂pk

∂H

∂qk

)
, (40)

onde pk e qk são o momento e a posição generalizados,
respectivamente.
Exista uma enorme diferença formal entre as Eqs. (39)

e (34). Nesse sentido, é impressionante que os parênteses
de Poisson possuam uma correspondência de resultados
com o comutador da representação de Heisenberg em
muitos casos. Obviamente, nem todo sistema quântico
tem um sistema análogo clássico. Para alguns fenôme-
nos quânticos não existe qualquer explicação clássica.
Nesses casos, a possibilidade de correspondência entre as
Eqs. (39) e (34) é inexistente. Esse é o caso, por exemplo,
do spin de uma partícula carregada, que teve grande
destaque acadêmico com a publicação dos resultados da
experiência que ficou conhecida como experimento de
Stan–Gerlach (talvez tenha para a Mecânica Quântica o
mesmo peso que a experiência de Michelson–Morley teve
para a relatividade). Este experimento foi comentado
publicamente por grandes nomes da física na época,
sendo Albert Einstein, Niels Bohr, Wolfgang Pauli,
alguns deles. Veja um excelente trabalho sobre essa
experiência em [44].
O valor esperado de um dado observável “ÂH”, em

um sistema de estado |ψ(t0)〉 é dado por:

〈ÂH〉 = 〈ψ(t0)|ÂH |ψ(t0)〉

= 〈ψ(t0)|T̂ †(t; t0)ÂST̂ (t; t0)|ψ(t0)〉

= 〈ψ(t)|ÂS |ψ(t)〉 = 〈ÂS〉. (41)
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Portanto, os valores esperados dos observáveis nas
representação de Schrödinger e Heisenberg são os mes-
mos, como deveria ser. O contrario caracterizaria um
paradoxo da teoria quântica.

2.3. Interação partícula carregada com um
campo eletromagnético clássico

Esta subseção tem como objetivos fazer a construção
das ferramentas necessárias para o estudo da interação
de uma partícula carregada com um campo eletromag-
nético. Para isso, eventualmente o conteúdo tratado nas
subseções anteriores serão resgatados, porém aplicados
na proposta específica desta subseção.
Como já discutido anteriormente, o processo de pri-

meira quantização consiste, primordialmente, na obten-
ção do operador Ĥ por analogia com a hamiltoniana
clássica do movimento. Para uma partícula carregada
sob ação de uma força de Lorentz, a hamiltoniana pode
ser obtida da lagrangiana (a demonstração pode ser
encontrada na seção 2.3 de [41])

L(~r, ~̇r, t) = m

2 (~̇r · ~̇r)−Qφ+Q~̇r · ~A.

Por uma questão didática, utilizaremos a notação

Πµ ≡ mṙµ
para representação das componentes do momento linear,
de modo que exista uma diferença clara para a notação
das componentes do momento canônico, que advém da
diferenciação da lagrangiana em relação as coordenadas
do sistema:

pµ = ∂L
∂ṙµ

= mṙµ +QAµ,

A partir dessas definições, conjecturamos que
~Π = ~p−Q~A. (42)

Reescrevendo a lagrangiana em termos da quantidade
expressa na Eq. (42), temos

L(~r, ~Π, t) =
~Π2

2m −Qφ+ Q

m

3∑
µ=1

ΠµAµ.

Portanto, a hamiltoniana do movimento pode ser
obtida através da lagrangiana pela transformação de
Legendre (como aparece na seção 3 de [19]),

H(~r, ~Π, t) = 1
m

3∑
µ=1

Πµpµ − L(~r, ~Π, t)

= 1
m

3∑
µ=1

Πµpµ −

(
~Π2

2m −Qφ+ Q

m

3∑
µ=1

ΠµAµ

)

=
~Π2

m
−
~Π2

2m +Qφ

=
~Π2

2m +Qφ,

que também pode ser escrita como

H(~r, ~p, t) = 1
2m (~p−Q~A) · (~p−Q~A) +Qφ. (43)

O operador hamiltoniano é obtido da Eq. (43), as-
sim como anteriormente pela substituição expressa na
Eq. (18), por meio da mudação das variáveis dinâmica
para os operadores correspondentes na Mecânica Quân-
tica. Seguindo esse procedimento, obtemos

Ĥ(~R, ~P ) = 1
2m [ ~P −Q~A(~R)] · [ ~P −Q~A(~R)] +Qφ̂(~R),

(44)

onde P̂µ e R̂µ são os operadores de momento e posição,
nessa ordem. Por meio desses observáveis, o operador
de momento linear, que tem a Eq. (42) como análogo
clássico, é dado por

Π̂µ = P̂µ −QÂµ. (45)

Aplicando a equação de Heisenberg (34), nesse caso
para o observável ÂH = dR̂µ/dt e Ĥ dado pela Eq. (44),
temos o seguinte resultado:

m
d2R̂µ
dt2

= m

i~

[
dR̂µ
dt

,
Π̂2
α

2m +Qφ̂

]
= 1
i~

[
Π̂µ,

Π̂2
α

2m +Qφ̂

]
.

(46)

Esta equação representa o análogo quântico da força
de Lorentz, por analogia com a segunda lei de Newton.
É interessante que, para fins comparativos, a equação de
Heisenberg para o observável ÂH = dR̂µ/dt seja escrita
em termos do campo elétrico, magnético e do observável
dR̂µ/dt, que seriam os análogos às variáveis clássicas que
constituem a força de Lorentz. Com essa perspectiva,
vejamos algumas manipulações no comutador da (46):[

Π̂µ,
Π̂2
α

2m +Qφ̂

]
=
[

Π̂µ,
Π̂2
α

2m

]
+ [Π̂µ, Qφ̂]

= [Π̂µ, Π̂α] Π̂α

2m + Π̂α

2m [Π̂µ, Π̂α]

+ [Π̂µ, Qφ̂], (47)

onde usamos as Eqs. (37) e (38)
O comutador que se repete duas vezes na equação (47)

pode ser escrito, no espaço de posição {|~r 〉}, como

[Π̂µ, Π̂α] = Q
~
i

[
∂

∂rµ
−QAµ,

∂

∂rα
−QAα

]
= Q

~
i

{[
Aµ,

∂

∂rα

]
−
[
∂

∂rα
, Aµ

]}
= Q

~
i

∂Aµ
∂rα

−Q~
i

∂Aα
∂rµ

= Qi~
(
∂Aα
∂rµ

− ∂Aµ
∂rα

)
= Qi~εµαγ(∇× ~A)γ = Qi~εµαγBγ , (48)
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onde Bγ(~r) são as componentes do campo magnético
(que aqui não é um operador devido a substituição das
variáveis operacionais R̂µ, do potencial vetor, para os
autovalores do espaço de posição rµ) e εµαγ é o símbolo
de Levi–Civita. Portanto, combinando o resultado do
comutador expresso na Eq. (48) com a Eq. (47), temos[

Π̂µ,
Π̂2
α

2m +Qφ

]
= Qi~

2m (Π̂αεµαγBγ − εµγαBγΠ̂α)

+ [Π̂µ, Qφ]

= Qi~
2m (Π̂αεµαγBγ − εµγαBγΠ̂α)

+ [P̂µ, Qφ]. (49)

Note que na Eq. (49) houve uma mudança de sinal
devido uma permutação ímpar nos índices do símbolo de
Levi–Civita. Além disso, destaca–se que o último termo
desta equação pode ser obtido por analogia com uma
relação proposta por Gottfried [24],

[P̂µ, F (~r)] = ~
i

∂F

∂rµ
, (50)

relação essa que é satisfeita desde que F (~r) possa ser
escrito como uma série de potência das coordenadas de
seu argumento.
Por analogia com a Eq. (50), temos que

[P̂µ, Qφ(~r)] = Q
~
i

∂φ

∂rµ
. (51)

Substituindo a relação (51) na Eq. (49), obtemos[
Π̂µ,

Π̂2
α

2m +Qφ

]

= Qi~
2m (Π̂αεµαγBγ − εµγαBγΠ̂α) + Q~

i

∂φ

∂rµ

= Qi~
[
− ∂φ

∂rµ
+ 1

2

(
drα
dt

εµαγBγ − εµγαBγ
drα
dt

)]
= Qi~

[
Eµ + 1

2

(
d~r

dt
× ~B − ~B × d~r

dt

)
µ

]
, (52)

onde Eµ = −∂φ/∂rµ são as componentes de um campo
elétrico independentes do tempo (que também não são
operadores, como o campo magnético).
Por fim, combinando a Eq. (52) com a equação (46),

temos

m
d2~r

dt2
= Q

[
~E + 1

2

(
d~r

dt
× ~B − ~B × d~r

dt

)]
. (53)

Esta é a equação contém a informação sobre como o
observável de posição varia com o tempo, em um sistema
de uma partícula carregada que se movimenta sobre
uma região sob ação dos campos elétrico e magnético
independentes do tempo.

Note que a equação (53), que expressa a segunda
derivada do observável de posição, difere de seu análogo
clássico por um novo termo que é proporcional ao campo
magnético. Devido a essa diferença, conclui–se que a
aceleração de uma partícula carregada na Mecânica
Clássica, na presença de um campo magnético constante,
varia com o tempo de modo diferente do seu análogo na
Mecânica Quântica.
Calculando o valor esperado para Eq. (53) obtemos

m
d2〈rµ〉
dt2

= d〈Π̂µ〉
dt

= Q〈Eµ〉+ Q

2

〈
drα
dt

εµαγBγ

〉

− Q

2

〈
Bγεµγα

drα
dt

〉

= Q〈Eµ〉+ Q

2

〈
drα
dt

εµαγBγ

〉

+ Q

2

〈
−Bγεµγα

drα
dt

+ drα
dt

εµαγBγ

− drα
dt

εµαγBγ

〉

= Q〈Eµ〉+ Q

2

〈
drα
dt

εµαγBγ + drα
dt

εµαγBγ

〉

+ Q

2

〈
Bγεµαγ

drα
dt
− drα

dt
εµαγBγ

〉

= Q〈Eµ〉+Q

〈
drα
dt

εµαγBγ

〉

+ 1
2i~m

〈[
Π̂µ, Π̂α

]
Π̂α − Π̂α

[
Π̂µ, Π̂α

]〉

= Q〈Eµ〉+Q

〈
dR̂α
dt

εµαγBγ

〉

+ 1
2i~m

〈
[[Π̂µ, Π̂α], Π̂α]

〉
, (54)

onde usamos a Eq. (48). De maneira geral, esse resultado
mostra que os valores esperados desse observável não
variam com o tempo da mesma forma como seu análogo
descrito pelas leis clássicas. Isso vai na contra mão do
que diz o teorema de Ehrenfest. Em outras palavras, esse
é um dos sistemas físicos onde teorema de Ehrenfest é
violado, nesse caso pelo acréscimo de um fator

Υµ := 1
2i~m

〈[[
Π̂µ, Π̂α

]
, Π̂α

]〉
. (55)

Quando o campo magnético é uniforme ou nulo, temos
que Υµ = 0. Nesse caso, o teorema de Ehrenfest é satis-
feito, ao passo que se, em geral, Υµ 6= 0, então Ehrenfest
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não se aplica mais. Portanto, o campo magnético é a
grandeza física responsável pela diferenciação dos valores
esperados previstos pelas leis clássicas daqueles previstos
pelas leis quânticas
A equação (53) descreve como um observável varia

com o tempo, porém considerando estados estacionários.
Para uma abordagem diferente, com foco sobre os
estados do sistema, ao invés dos observáveis, utiliza–
se a representação Schödinger, dada pela equação (16),
combinada com o operador Ĥ da Eq. (44):

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = 1

2m

[
~P −Q~A(~R)

]
·
[
~P −Q~A(~R)

]
|ψ(t)〉

+Qφ(~R)|ψ(t)〉. (56)

Multiplicando a equação (56) por um bra 〈~r ′|, e sendo
|ψ(t)〉 expandido em termos de autovetores de posição
|~r〉, obtemos

i~
∂

∂t
〈~r ′|ψ(t)〉 = 1

2m

[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
·
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
〈~r ′|ψ(t)〉

+Qφ(~r ′)〈~r ′|ψ(t)〉, (57)

ou, ainda,

i~
∂

∂t
ψ(~r ′, t) = 1

2m

[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
·
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
ψ(~r ′, t)

+Qφ(~r ′)ψ(~r ′, t), (58)

onde ∇ é o gradiente, que atua sobre as componen-
tes de ~r ′.
Com um pouco de álgebra, o primeiro termo do lado

direito da equação (58) pode ser escrito como[
~
i
∇−Q~A

]
·
[
~
i
∇−Q~A

]
ψ

= −~2∆ψ − Q~
i
∇ · ~Aψ − Q~

i
~A · ∇ψ +Q2 ~A2ψ,

(59)

onde ∆ é o laplaciano, que atua sobre ~r ′.
Combinando a Eq. (58) com a Eq. (59), temos

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m

[
− ~2∆ψ − Q~

i
ψ∇ · ~A

− 2Q~
i
~A · ∇ψ +Q2 ~A2ψ

]
+Qφψ (60)

Esta é a equação de Schrödinger que descreve os
estados quânticos de uma partícula carregada, dado
um potencial vetor magnético ~A e um potencial es-
calar φ. A equação de onda independente do tempo,

considerando que as componentes de ~A e φ só dependem
da posição, é obtida fazendo a transição dos estados
dependentes do tempo para estados independentes do
tempo, ou seja,

i~
∂

∂t
ψ = i~

∂

∂t
〈~r ′|ψ(t)〉

= E〈~r ′|T̂ (t; t0)|ψ(t0)〉

= E〈~r ′|ψ(t0)〉T̂ (t; t0) = EuE(~r ′)T̂ (t; t0),

onde E são autovalores de energia do hamiltoniano Ĥ.
Portanto, sendo T̂ (t; t0) dado pela Eq. (12), a equação

(60) se torna

EuE = 1
2m

[
− ~2∆uE −

Q~
i
uE∇ · ~A

− 2Q~
i
~A · ∇′uE +Q2 ~A2uE

]
+QφuE . (61)

Dessa forma, os estados de uma partícula podem ser
determinados pela Eq. (61), e a maneira como esses
estados mudam com o tempo é obtido simplesmente pela
multiplicação com o operador de evolução temporal:

ψ(~r ′, t) = T̂ (t; t0)uE(~r ′) = exp
[
− iE

~
(t− t0)

]
uE(~r ′).

(62)
A equação (60), ou (61), são os pilares fundamentais

para o estudo da interação de uma partícula eletri-
camente carregada com campos elétricos e magnéticos
uniformes. A partir desses fundamentos, duas constru-
ções teóricas, que são interessantes para um contexto
de teoria eletromagnética, podem ser feitas: a versão
quântica da equação de continuidade e a invariância de
calibre da Eq. (60). Esses dois resultados serão levemente
examinados na sequência.

2.3.1. A versão quântica da equação de
continuidade

A equação (60), ou a Eq. (61) combinada com a
Eq. (62), constitui o que tem de mais fundamental
para estudo dos fundamentos da interação de uma
partícula eletricamente carregada com campos elétricos e
magnéticos uniformes. Da equação (60), um interessante
resultado pode ser obtido após um exercício álgebra.
Para começar, multiplicando a Eq. (60) pelo conjugado
da função de onda ψ∗, temos a expressão

i~ψ∗
∂

∂t
ψ = ψ∗

2m

[
− ~2∆ψ − Q~

i
ψ∇ · ~A

− 2Q~
i
~A · ∇ψ +Q2 ~A2ψ

]
+Qφψ∗ψ

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0308 Revista Brasileira de Ensino de Física, vol. 45, e20220308, 2023
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= 1
2m

[
− ~2ψ∗∆ψ − Q~

i
ψ∗ψ∇ · ~A

− 2Q~
i
ψ∗ ~A · ∇ψ +Q2 ~A2ψ∗ψ

]
+Qφψ∗ψ

= 1
2m

[
− ~2ψ∗∆ψ − Q~

i
|ψ|2∇ · ~A

− 2Q~
i
ψ∗ ~A · ∇ψ +Q2 ~A2|ψ|2

]
+Qφ|ψ|2.

(63)

Tomando o complexo da equação (63) e multiplicando
ambos os membros por -1, obtemos

i~ψ
∂

∂t
ψ∗ = 1

2m

[
~2ψ∆ψ∗ − Q~

i
|ψ|2∇ · ~A

− 2Q~
i
ψ ~A · ∇ψ∗ −Q2 ~A2|ψ|2

]
−Qφ|ψ|2.

(64)

Somando a equação (63) com a (64), temos

i~
∂

∂t
|ψ|2 = 1

2m

[
~2ψ∆ψ∗ − ~2ψ∗∆ψ − 2Q~

i
|ψ|2∇ · ~A

− 2Q~
i
ψ∗ ~A · ∇ψ − 2Q~

i
ψ ~A · ∇ψ∗

+Q2 ~A2|ψ|2 −Q2 ~A2|ψ|2
]

= 1
2m

[
~2ψ∆ψ∗ + ~2∇ψ∗ · ∇ψ

− ~2∇ψ · ∇ψ∗ − ~2ψ∗∆ψ − 2Q~
i
|ψ|2∇ · ~A

− 2Q~
i
ψ∗ ~A · ∇ψ − 2Q~

i
ψ ~A · ∇ψ∗

]
= − i~

2m∇ ·
[
− ~
i
ψ∇ψ∗ + ~

i
ψ∗∇ψ − Q

i
|ψ|2 ~A

− Q

i
|ψ|2 ~A

]
= − i~

2m∇ ·
[
− ~
i
∇ψ∗ −Q~Aψ∗

]
ψ

− i~
2m∇ · ψ

∗

[
~
i
∇ψ −Q~Aψ

]
. (65)

onde, na terceira linha, acrescentamos o termo ~2∇ψ∗ ·
∇ψ − ~2∇ψ · ∇ψ∗ = 0 para aplicarmos as propriedade
vetoriais

∇ · (ψ∇ψ∗) = ψ∆ψ∗ +∇ψ∗ · ∇ψ

e

∇ · (ψ∗∇ψ) = ψ∗∆ψ +∇ψ · ∇ψ∗

na sequência.

Podemos, ainda, reescrever a equação (65) na forma

∂

∂t
|ψ|2 +∇ ·

{[
~p−Q~A

m
ψ

]∗
ψ

2 + ψ∗

2

[
~p−Q~A

m
ψ

]}
= 0.

(66)

Utilizando a nomenclatura ρ e ~J para definir as
quantidades

ρ ≡ |ψ|2 (67)

e

~J ≡ 1
2

{[
~p−Q~A

m
ψ

]∗
ψ + ψ∗

[
~p−Q~A

m
ψ

]}
, (68)

então, finalmente, temos

∂ρ

∂t
+∇ · ~J = 0. (69)

Esta é a versão da equação da continuidade na
Mecânica Quântica. Segundo um relato do físico Richard
Feynman, numa de suas palestras relatadas em [45],
esse resultado foi obtido por Schrödinger não muito
depois de ter chegado a equação (16). O seu pensamento
no início foi que a descrição da mecânica através de
sua equação (16) fosse compatível com a descrição
newtoniana. E se esse fosse o caso, a densidade de
cargas e de correstes poderiam ser recuperadas através
das Eqs. (67) e (68), além de que a própria teoria da
eletrodinâmica poderia ser escrita em termos da função
(como modelos de radiação, etc.), o que seria o início
da construção de uma interpretação macroscópica da
função de onda. No entanto, não demorou muito para
Schrödinger perceber que isso não estava funcionando
muito bem. Após resolver a equação (16) para o átomo
de hidrogênio, Schrödinger constatou que não existia
compatibilidade dos resultados com as previsões clás-
sicas. Nesse caso, a sua visão macroscópica da função de
onda só poderia estar incorreta. A interpretação correta
da função de onda, que caracteriza |ψ|2 como a densidade
de probabilidade, foi uma contribuição feita pelo físico
Max Born. No ano de 1954, Born foi contemplado com
o prêmio Nobel de Física [46], pela sua interpretação
estatística, ao lado de Walther Bothe.
Hoje, em meio ao enorme avanço na pesquisa sobre

os fundamentos de Mecânica Quântica, o consenso geral
sobre a mecânica ondulatória de Schrödinger pode ser
resumida em uma frase: para um dado sistema físico,
munido de um operador hamiltoniano correspondente, a
função de onda associada não possui qualquer significado
físico, mas somente a densidade de probabilidade |ψ|2.
No caso do átomo de hidrogênio, por exemplo, |ψ|2
pode fornecer a probabilidade do elétron estar em uma
região, ou com uma velocidade dentro de um intervalo
específico.
Vale destacar, no entanto, que a primeira interpreta-

ção de Schrödinger não estava tão equivocada assim. Nos
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materiais supercondutores, os elétrons de spin −1/2 e
1/2 se agrupam em pares de spin resultante nulo. Dessa
forma, os elétrons emparelhados assumem um mesmo
estado, de modo que o conjunto é descrito por uma única
função de onda. Nesse caso, |ψ|2 representa a densidade
de cargas no sistema e a função de onda tem interpre-
tação macroscópica. Essa explicação foi proposta pela
primeira vez na teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer (ou
simplesmente teoria BCS) [47, 48], que trouxe grandes
avanços para o entendimento da supercondutividade.

2.3.2. Calibre de um potencial vetor
magnético

Recordamos que, na descrição clássica da mecânica, uma
partícula eletricamente carregada sujeita a uma força
possui uma dinâmica invariante por transformações de
calibre. O termo calibre é atribuído a uma função Λ(~r, t)
que modifica os potencias ~A(~r, t) e φ(~r, t) sem que as
propriedades do campo magnético e do campo elétrico
sejam alteradas (veja uma discussão mais aprofundada
em [49]). Definimos os novos potenciais ~A′(~r, t) e φ′(~r, t)
com o calibre Λ(~r, t) da seguinte forma:

~A′(~r, t) = ~A(~r, t) +∇Λ(~r, t), (70)

φ′(~r, t) = φ(~r, t)− ∂

∂t
φ(~r, t). (71)

No caso particular em que Λ(~r, t) é uma função
constante no tempo, φ′(~r, t) = φ(~r, t). Este é o caso de
interesse para este trabalho, que é caracterizado apenas
pelo calibre de um potencial vetor magnético.
Na descrição quântica da mecânica, os valores espera-

dos de posição e momento canônico são invariantes por
transformação de calibre. Para que isso fique demons-
trado, as três propriedades a seguir devem ser satisfeitas:

〈~r ′|~r 〉 = 〈~r ′|~r〉, (72)

〈~r ′|R̂µ|~r 〉 = 〈~r ′|R̂µ|~r〉, (73)

〈~r ′|(P̂µ −QÂµ)|~r 〉 = 〈~r ′|(P̂µ −QÂ′µ)|~r〉, (74)

onde |~r 〉 e |~r〉 são os vetores de estado antes e depois do
calibre do potencial vetor magnético, respectivamente.
É fácil ver que

|~r〉 = exp
[
iQ

~
Λ(~r)

]
|~r 〉 (75)

satisfaz todas as propriedades acima. O único dilema é
que o valor esperado do momentum muda por transfor-
mação de calibre:

〈~r ′|~P |~r〉 = 〈~r ′| exp
[
− iQ

~
Λ(~r)

]
~P exp

[
iQ

~
Λ(~r)

]
|~r 〉

= exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
~
i
∇ exp

[
iQ

~
Λ(~r ′)

]
〈~r ′|~r 〉

=
[
~
i
∇+Q∇Λ(~r ′)

]
〈~r ′|~r 〉

=
[
~P +Q∇Λ(~r ′)

]
〈~r ′|~r 〉. (76)

Considere que a equação de Schrödinger (57), na
base |~r〉, seja escrita em termos de um potencial vetor
magnético com calibre definido pela Eq. (70), ou seja,

〈~r ′|i~ ∂
∂t
|ψ(t)〉 = 1

2m 〈~r
′|
[
~P −Q~A(~R)−∇Λ(~R)

]
·
[
~P −Q~A(~R)−∇Λ(~R)

]
|ψ(t)〉

+Q〈~r ′|φ(~R)|ψ(t)〉. (77)

Aplicando a transformação expressa na Eq. (75) sobre
a Eq. (77), obtemos

exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
i~
∂

∂t
〈~r ′|ψ(t)〉

= 1
2m exp

[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
×
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′, t)

]
·
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
〈~r ′|ψ(t)〉

+Q exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
φ(~r ′)〈~r ′|ψ(t)〉,

ou, em termos da função de onda ψ(~r ′, t),

exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
i~
∂

∂t
ψ(~r ′, t)

= 1
2m exp

[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
×
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
·
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
ψ(~r ′, t)

+Q exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
φ(~r ′)ψ(~r ′, t). (78)

Multiplicando ambos os membros da Eq. (78) por
exp[iQΛ(~r ′)/~], temos

i~
∂

∂t
ψ(~r ′, t) = 1

2m exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
×
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
·
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
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× exp
[
iQ

~
Λ(~r ′)

]
ψ(~r ′, t)

+Qφ(~r ′)ψ(~r ′, t), (79)

ou, ainda,

i~
∂

∂t
ψ(~r ′, t) = 1

2m exp
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
×
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

] [
iQ

~
Λ(~r ′)

]
·
[
− iQ

~
Λ(~r ′)

]
×
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
× exp

[
iQ

~
Λ(~r ′)

]
ψ(~r ′, t)

+Qφ(~r ′)ψ(~r ′, t), (80)

onde o termo exp[iQΛ(~r ′)/~] exp[−iQΛ(~r ′)/~] = 1 foi
estrategicamente adicionado.
Da propriedade expressa na Eq. (74), temos que[
− iQ

~
Λ(~r ′)

] [
~
i
∇−Q~A(~r ′)−∇Λ(~r ′)

]
exp

[
iQ

~
Λ(~r ′)

]
=
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
. (81)

Finalmente, aplicando a relação (81) na Eq. (80),
obtemos

i~
∂

∂t
ψ(~r ′, t) = 1

2m

[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
·
[
~
i
∇−Q~A(~r ′)

]
ψ(~r ′, t)

+Qφ(~r ′)ψ(~r ′, t). (82)

Isso prova que a equação de Schrödinger é invari-
ante sob transformação de calibre. Esse procedimento
algébrico não caracteriza uma restrição ao sistema
propriamente, embora reivindique uma propriedade na
função de onda, que pode ser expressa por meio de uma
substituição do tipo

Ψ(~r ′, t) = exp
[
iQ

~
Λ(~r ′)

]
ψ(~r ′, t), (83)

onde Ψ(~r ′, t) ≡ 〈~r ′|ψ(t)〉.
A expressão (83) não significa que duas funções de

ondas, sendo ambas com diferentes potenciais vetores
relacionados por um calibre, são iguais a menos de
uma fase global. Sempre que um potencial vetor é
calibrado, o operador hamiltoniano muda de forma,
quando comparado com o sistema antes do calibre. A
expressão (83) é um preço a ser pago para que essa

mudança no operador hamiltoniano conserve a física do
problema, que nesse caso está centrada nos observáveis
físicos. Em outras palavras, a equação de Schrödinger
pode gerar diferentes soluções em diferentes calibres,
porém as quantidades físicas mensuráveis de cada uma
dessas soluções são iguais. Portanto, a expressão (83)
deve ser entendida como relação de correspondência
física entre as equações (82) e (77).

3. Um Elétron Sob Ação de um Campo
Magnético Clássico

Na seção anterior foi apresentado o modelo teórico
por meio do qual são tratados os problemas de uma
partícula carregada sob ação dos campos magnético e
elétrico independentes do tempo. Nesta seção, vamos
aplicar este modelo no estudo de um caso específico
no qual só temos a presença de um campo magnético
constantes ~B = (0, 0, B)T . Daqui em diante, por razões
de simplicidade, será utilizado a notação ψ = ψ(~r, t).
Alguns métodos aplicados nesta seção são descritos com
maior aprofundamento nos trabalhos [50, 51].
A equação (60) descreve uma partícula carregada

interagindo com campos elétrico e magnético constantes.
Como estamos interessados apenas nos efeitos causados
pelo campo magnético, definimos φ = 0. Isso elimina o
campo elétrico do modelo e resulta na seguinte equação:

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m

[
− ~2∆ψ − Q~

i
ψ∇ · ~A

− 2Q~
i
~A · ∇ψ +Q2 ~A2ψ

]
. (84)

Aplicando um calibre de Coulomb, que garante∇· ~A =
0, na Eq. (84), temos

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m

[
− ~2∆ψ − 2Q~

i
~A · ∇ψ +Q2 ~A2ψ

]
.

(85)

Um campo magnético uniforme pode ser escrito em
termo de um potencial vetor magnético do tipo [41]

~A = −1
2(~r × ~B). (86)

Combinando o potencial vetor (86) com a equação
(85), temos

i~
∂

∂t
ψ = − ~2

2m∆ψ + Q~
2mi (~r ×

~B) · ∇ψ + Q2

8m (~r × ~B)2ψ.

(87)

Aplicando a propriedade vetorial
(
~a×~b

)
·~c = ~a·

(
~b×~c

)
,

o segundo termo do lado direito da equação (87) pode
ser escrito como

(~r × ~B) · ∇ψ = − ~B · (~r ×∇ψ) = − i
~
~B · ~Lψ, (88)
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onde ~L = ~r × ~
i∇ é o operador momentum angu-

lar, que satisfaz a relação de comutação [L̂µ, L̂α] =
i~
∑
γ εµαγL̂γ .

Substituindo a Eq. (88) na Eq. (87), temos

i~
∂

∂t
ψ = − ~2

2m∆ψ − Q

2m ( ~B · ~L)ψ + Q2

8m (~r × ~B)2ψ.

(89)

Utilizando a propriedade vetorial (~a × ~b)2 = ~a 2~b 2 −
(~a ·~b)2, o último termos da equação (89) pode ser escrito
na forma

(~r × ~B)2 = ~r 2 ~B 2 − (~r · ~B)2. (90)

Finalmente, com a Eq. (90) em mãos, obtemos

i~
∂

∂t
ψ = − ~2

2m∆ψ − Q

2m ( ~B · ~L)ψ

+ Q2

8m [~r 2 ~B 2 − (~r · ~B)2]ψ. (91)

Esta é a equação de Schrödinger para um potencial ve-
tor que contêm as informações de um campo magnético
constante. Nessa representação, a percepção de qual o
tipo de calibre que está sendo utilizado na Eq. (91) não
é muito direta. No entanto, definindo ~B = (0, 0, B)T ,
obtemos

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m

[
P̂ 2
x + P̂ 2

y + P̂ 2
z −QBL̂z

+ Q2B2

4 (x2 + y2)
]
ψ, (92)

que é equivalente à equação (84) para o potencial vetor

~A = −1
2(By,−Bx, 0)T . (93)

Este caso em particular é conhecido como calibre simé-
trico do potencial vetor na quantização de Landau [23].
Outros dois calibre famosos são caracterizados pelos
potenciais

~A = (0, Bx, 0)T e ~A = −(By, 0, 0)T , (94)

que estão relacionados com a Eq. (93), através da
Eq. (70), pelos calibres Λ(~r) = Bxy/2 e Λ(~r) = −Bxy/2,
respectivamente. Esses respectivas potenciais, presentes
na Eq. (94), combinados com a Eq. (84) resultam nas
seguintes equações:

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m [P̂ 2
y + P̂ 2

z + (QBy + P̂x)2]ψ, (95)

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m [P̂ 2
x + P̂ 2

z + (P̂y −QBx)2]ψ. (96)

Mais a diante, as soluções das equações (95), (96) e
(92) serão demonstradas, para efeito de comparação.
Antes, porém, será feita uma analise do espectro de
energia desse sistema.

3.1. Níveis de Landau

Nesta subseção trataremos a quantização da energia de
um elétron sob ação de um campo magnético uniforme.
Por razões didáticas, apresentamos a solução de um
problema particular abordagem geral à quantização da
energia. Esse problema é resolvido como um exemplo
9.6 do livro [52], sendo que aqui usamos essa revisão
como uma etapa que complementa o aprendizado sobre
os níveis de Landau.
Considere que um elétron esteja em movimento cir-

cular sobre um anel de raio R, situado no interior de
um solenoide com N boninas circulares centradas no
eixo z, de modo que a trajetória da partícula esteja
contida em um plano perpendicular ao campo magnético
contante ~B = (0, 0, B), gerado pelo solenoide. Sobre a
área S, delimitada pelo trajeto do elétron, existe um
fluxo magnético ΦS , como mostra a Figura 1.

O fluxo magnético pode ser calculado com a lei de
Gauss

ΦS =
∫∫

S

( ~B · n̂)dS, (97)

onde n̂ é um vetor normal à superfície.
Reescrevendo a equação (97) em termos o potencial

vetor magnético, temos a expressão∫∫
S

( ~B · n̂)dS =
∫∫

S

(∇× ~A) · n̂dS. (98)

Aplicando o teorema de Stokes [53] no lado direito
da equação (98), a integral do rotacional do potencial
vetor sobre a superfície S pode ser substituída por uma
integral sobre um caminho C do produto escalar do
potencial vetor com um elemento de linha d~l do trajeto,∫∫

S

(∇× ~A) · n̂dS =
∮
C

~A · d~l. (99)

Portanto, o fluxo magnético através da superfície S é
dado por

ΦS =
∮
C

~A · d~l. (100)

Figura 1: Elétron se movimentando sobre um anel, com
influência de um campo magnético constante.
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O potencia vetor em coordenadas cilíndricas, o sistema
que melhor se adéqua a simetria do campo, tem apenas
uma coordenada ~A(r, ϕ, z) = (0, Aϕ, 0). Seja d~l =
(Rdϕ)ϕ̂ o elemento de linha, temos

ΦS = R

∫ 2π

0
Aϕdϕ. (101)

O resultado da integral Eq. (101) pode ser obtido com
a utilização de um calibre adequado, do tipo (∇Γ)ϕ =
(−Aϕ + RB)ϕ̂, de modo que ~A′ = ~A + ∇Γ = RBϕ̂ =
A′ϕϕ̂. Portanto,

Aϕ = ΦS
2πR. (102)

A equação de Schrödinger independente do tempo,
que é obtida passando a Eq. (85) para coordenada
cilíndricas, nesse caso com o ajuste da carga do elétron
Q = e/c, é dada por

EuE = 1
2mR2

(
−~2 ∂2

∂ϕ2 + i~e
cπ

ΦS
∂

∂ϕ
+ e2Φ2

S

c24π2

)
uE

(103)

Note que o operador hamiltoniano na equação (103)
obedece a relação de comutação [Ĥ, P̂ϕ] = 0. Se essa
relação é satisfeita, então a equação diferencial (103) tem
uma solução do tipo

uE(φ) ∼ eiσϕ. (104)

Como a variável ϕ é cíclica (uE(2nϕ) = · · · =
uE(4π) = uE(2π)), então e0 = ei2π = ei2nπ, onde n é
um número inteiro. Nesse caso, σ2π = n2π, que equivale
à σ = n. Portanto,

uE(φ) ∼ einϕ. (105)

Substituindo uE → einϕ na Eq. (103), temos

En = 1
2mR2

(
~2n2 − ~n

eΦS
cπ

+ e2

c2
Φ2
S

4π2

)

= 1
2mR2

(
~n− e

c

ΦS
2π

)2

= ~2

2mR2

(
n− ΦS

Φ0

)2
, (106)

onde Φ0 = cπ~/e.
Esta é a expressão para a energia do sistema, onda

cada valor de n caracteriza um nível de energia. O con-
junto com todos os valores En de energia é denominado
espectro de Landau, ou níveis de Landau.
Note que a equação da energia (106) forma uma

parábola, a medida que o valor da razão Φ/Φ0 aumenta
ou diminui. No intervalo −1/2 < Φ/Φ0 < 1/2, o
menor valor de energia com n = 0 ocorre quando

Figura 2: Representação do espectro de energia En em função
da variação da razão Φ/Φ0. Adaptado de PELEG, Y., et. al.
Schaum’s Outline of Quantum Mechanics. New York: Schaum
Outline Series, 1998.

Φ/Φ0 = 0; em 1/2 < Φ/Φ0 < 3/2, para n = 1,
Φ/Φ0 = 1 corresponde ao nível mais baixo de energia;
considerando n = 2, o menor valor de E2 dentro
do intervalo 3/2 < Φ/Φ0 < 5/2 é obtido quando
Φ/Φ0 = 2. Para qualquer um desses intervalos, o pico
de energia está localizado nos extremos e vale EMáx =
~2/(8mR2), ao passo que entre os extremos a energia
é descrita por uma parábola que passa no valor zero
de En. Portanto, em relação a variação da razão Φ/Φ0,
o espectro de energia apresentam um comportamento
repetitivo a cada unidade de Φ/Φ0, como ilustrado na
Figura 2.
Sobre as informações espaciais, levando em conta

que a onda está se propagando forçadamente sobre
um anel circular, a probabilidade da partícula se en-
contrada numa posição é simplesmente p = AR/2πR,
onde AR é um arco de circunferência. Se AR for o
cumprimento da circunferência, p = 1, que garante a
existência da partícula. Com isso, a função de onda
(105) deve ser normalizada com um fator |uE | =
1/
√

2πR, de modo que uE = |uE |einϕ. Como resul-
tado, o campo magnético causa um efeito na energia
da partícula, mas não afeta o carácter de posição no
estado, como deveria ser, considerando o vinculo do
problema. Dito de outra maneira, o elétron sempre
será detectado em algum ponto do anel, mas sua ener-
gia poderá ser maior ou menor dependendo do fluxo
magnético.
Com o resultado expresso na Eq. (106), pode ser

percebido que os parâmetros R, m e Φ/Φ0 juntos não
definem um único valor de energia. Uma vez que esses
parâmetros sejam definidos, vai existir um valor de
En para cada n, que está relacionado um estado |n〉
pela equação de autovalor Ĥ|n〉 = En|n〉. O estado do
sistema, até que um autovalor de Ĥ seja medido, é a
superposição dos autovetores |n〉. Veremos a seguir que
um estado do elétron, sem que alguma restrição seja
feita, é dado por |n, l〉, o que caracteriza uma sistema
degenerado.
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Para tal fim, primeiro escrevemos a Eq. (92) da
seguinte forma:

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m

[
P̂ 2
x + P̂ 2

y + P̂ 2
z −QBL̂z

+ Q2B2

4 (x2 + y2)
]
ψ

= 1
2m

[
~P − e

c
~A
]2
ψ

=
~Π2

2mψ = 1
2m [Π̂2

x + Π̂2
y + P̂ 2

z ]ψ, (107)

de onde temos que o operador hamiltoniano pode ser
escrito como

Ĥ = Π̂2
x

2m +
Π̂2
y

2m + P̂z
2m. (108)

O próximo passo consiste em construir os novos
operadores

Ĝ := Π̂2
x

2m +
Π̂2
y

2m e N̂ := P̂z
2m, (109)

que apresentam a relação de comutação

[Ĝ, N̂ ] = 0. (110)

A relação de comutação (110) garante que existe uma
base ortonormal de autoestados comuns para Ĝ e N̂ , e
também, consequentemente, para Ĥ, visto que este pode
ser escrito como a soma dos outros dois. Digamos que
essa base seja |n, l〉 (posteriormente, será provado que n
e l são números inteiros), logo

Ĥ|n, l〉 = N̂ |n, l〉+ Ĝ|n, l〉. (111)

Se |n, l〉 é autoestado de N̂ , sendo n o autovalor desse
operador, então

N̂ |n, l〉 = P̂ 2
z

2m |n, l〉 = ~2n2

2m |n, l〉. (112)

Por outro lado, Ĝ pode ser escrito convenientemente
na forma

Ĝ = Π̂2
x

2m +
Π̂2
y

2m =
Π̂2
y

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(

Π̂xc

eB

)2

=
Π̂2
y

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(
y − cP̂x

eB

)2

, (113)

O observável P̂x não comuta com Ĥ. Nesse caso,
|n, l〉 não é autoestado de P̂x. Sendo assim, em uma

representação geral, escrevemos

P̂x|n, l〉 =
∞∑
n=1

∞∑
l=1
|n, l〉〈n′, l′|P̂x|n, l〉

=
∞∑
n=1

∞∑
l=1

∞∑
n′=1

∞∑
l′=1

pn′l′ |n, l〉〈n′, l′|n, l〉

=
∞∑
n=1

∞∑
l=1

∞∑
n′=1

∞∑
l′=1

pn′l′ |n, l〉δn′nδl′l

=
∞∑
n=1

∞∑
l=1

pnl|n, l〉, (114)

onde usamos a condição de ortogonalidade 〈n′, l′|n, l〉 =
δn′nδl′l, assumida para os vetores de estados degene-
rados, e o operador de projeção 1̂ = |n, l〉〈n′, l′|, que
satisfaz 1̂|n, l〉 = 1̂

2|n, l〉 = |n, l〉 para n′ = n e l′ = l.
Na equação (114), pnl são números correspondentes

aos estados degenerados |n, l〉, sendo ambos o que resulta
da ação do operador P̂x sobre os estados |n, l〉. Além
disso, note que, pela segunda linha na Eq. (114), temos

P̂x =
∞∑
n=1

∞∑
l=1

∞∑
n′=1

∞∑
l′=1

pn′l′ |n, l〉〈n′, l′|. (115)

Portanto, levando em consideração a Eq. (115), o
operador Ĝ satisfaz a seguinte equação:

Ĝ|n, l〉 =
[

Π̂2
y

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(y − pnl)2

]
|n, l〉, (116)

com pnl constante.
Nesse caso, o operador Ĝ definido na Eq. (116), que

têm |n, l〉 como autoestados, é idêntico ao operador
hamiltoniano do oscilador harmônico simples, com um
potencial simétrico entorno do ponto pnl e frequência
de oscilação ω = eB/mc. Portanto, por analogia com o
oscilador harmônico quântico [28–30], os autovalores de
Ĝ são dados por

Ĝ|n, l〉 = eB~
mc

(
l + 1

2

)
|n, l〉, (117)

para quais quer valores pnl.
Finalmente, com as Eqs. (117), (112) e (111), os auto-

valores Enl de Ĥ, que estão associados aos autoestados
|n, l〉 pela Eq. (111), são dados pela seguinte fórmula:

Enl = ~2n2

2m + eB~
mc

(
l + 1

2

)
. (118)

Esta é a fórmula de Landau, que expressa corre-
tamente os níveis de energia desse sistema quântico.
Destaca–se que a expressão (118) se mantém a mesma
nos casos particulares em que ~A = (−By, 0, 0)T ou
~A = (0, Bx, 0)T , como será mostrado mais a diante.
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No entanto, o procedimento que leva à Eq. (118) não
é o mesmo para diferentes calibre. Para leitores inte-
ressados, no trabalho [54] são apresentados em detalhes
alguns métodos de tratamento que levam à obtenção da
fórmula (118), com diferentes calibres do potencial vetor
magnético.

A quantização da energia de partículas carregadas
na presença de magnético constante é o fenômeno
chamado de níveis de Landau. Esse fenômeno teve
uma grande importância na formulação de uma ex-
plicação para o observável experimental resistência da
corrente elétrica em baixas temperaturas, o efeito Hall
quântico, que foi contemplada com o Nobel de física
na década de 80 e teve um forte impacto em várias
áreas da física [26, 27] (eletrônica experimental, fotô-
nica, física da matéria condensada e emaranhamento).
Além disso, esse efeito tem influenciando importan-
tes trabalhos, como [55], ganhador do prêmio Nobel
de 2016.
Os níveis de Landau, além de tudo, possuem inú-

meras aplicações sofisticadas, como o problema de
uma partícula livre tratado com a equação de Klein–
Gordon em espaço-tempo curvo [56], efeito de pseudo
forças (referenciais girantes) nas energias [57], efeitos
da magnetização de correntes tratados com a equação
de Schrödinger em espaços curvos [58] e, recentemente,
ideias de quantização para átomos neutros, que são
equivalentes a quantização de Landau [59].

3.2. Soluções da equação de Schrödinger

Anteriormente, foi mostrado uma das formas de tra-
tamento que resulta na obtenção da energia de uma
partícula na presença de um campo magnético. Nesta
etapa do trabalho, serão apresentadas as soluções das
equações (96), (95) e (92), junto aos métodos para
obtenção das mesmas. Juntando isso a etapa anterior,
os níveis de Landau, teremos os autovalores de energia
e a função de onda através da qual os estados quânticos
são caracterizados. Ou seja, a descrição completa do
sistema de uma partícula carregada que interage com
um campo magnético ~B = (0, 0, B)T . O conteúdo
desta subseção segue alguns dos passos apresentados nas
bibliografias [52, 60].
Por uma questão de simplicidade, escrevemos as equa-

ções (96), (95) e (92) em termos da função de onda uE(~r )
independente do tempo da seguinte forma:

EuE = 1
2m

[
P̂ 2
y + P̂ 2

z +
(
eBy

c
+ P̂x

)2
]
uE ,

~A = (−By, 0, 0)T , (119)

EuE = 1
2m

[
P̂ 2
x + P̂ 2

z +
(
P̂y −

eBx

c

)2
]
uE ,

~A = (0, Bx, 0)T , (120)

EuE = 1
2m

[
P̂ 2
x + P̂ 2

y −
eB

c
L̂z + e2B2

4c2

(
x2 + y2)]uE ,

~A =
(
−By2 ,

Bx

2 , 0
)T

. (121)

As equações (119), (120) e (121) são classificadas como
EDPs lineares de segunda ordem, com variáveis (x, y, z).
Embora cada uma dessas equações esteja interligada
com as outras por um calibre adequado, o método de
solução por variar ligeiramente. O potencial vetor mag-
nético com calibre simétrico (121) constitui a equação
com maior complexidade quando comparada com as
Eqs. (119) e (120). As soluções dessas equações serão
apresentadas por ordem de complexidade, e por esse
critério a Eqs. (121) será a ultima.

3.2.1. Solução da equação de Schrödinger com
o calibre de Landau ~A = −(By,0,0)T

Em primeiro lugar, escrevemos a Eq. (119) na sugestiva
forma:

EuE =

 P̂ 2
z

2m +
P̂ 2
y

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(
y + cP̂x

eB

)2
uE ,
(122)

onde o hamiltoniano foi reescrito como

Ĥ = P̂ 2
z

2m +
P̂ 2
y

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(
y + cP̂x

eB

)2

. (123)

Com essa representação, pode ser facilmente percebido
que Ĥ satisfaz as seguintes relações de comutação:

[Ĥ, P̂x] = 1
2m [P̂ 2

x , P̂x] + eB

mc
[P̂x, P̂x] = 0, (124)

[Ĥ, P̂z] = 1
2m [P̂ 2

z , P̂z] = 0. (125)

As relações de comutação (124) e (125) garantes a
existência de uma base de autoestados comuns para os
operadores P̂x, P̂z e Ĥ. Nesse caso, supondo que σ e η
são autovalores de Ĥ nessa base tal que P̂zuE = ηuE e
P̂xuE = σuE , podemos escolher

uE = exp
[
i

~
(ηz + σx)

]
A(y), (126)

onde as constantes de proporcionalidades das exponen-
ciais foram introduzidas na função A(y).
Como as exponenciais complexas são cíclicas, temos

que uE(2lπ, y, 2nπ) = uE(0, y, 0), onde l e n são números
inteiros. Portanto, η = n e σ = l, de modo que a
Eq. (126) se torna

uE = exp
[
i

~
(nz + lx)

]
A(y). (127)

Combinando as Eqs. (127) e (122), temos

ElA(y) = − ~2

2m
d2

dy2A(y)+1
2m

(
eB

mc

)2(
y + cl

eB

)2
A(y),

(128)
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ou

d2

dy2A(y)+2m
~2

[
El −

1
2m
(
eB

mc

)2(
y + cl

eB

)2
]
A(y) = 0,

(129)
onde foi introduzido a energia característica da equa-
ção (128),

El = E − ~2n2

2m . (130)

Note que a equação (129) é idêntica a equação do
oscilador harmônico quântico, cuja expressão da energia
já é conhecida da Eq. (117). Logo,

El = eB~
mc

(
l + 1

2

)
. (131)

Dessa forma, combinando as equações (130) e (131),
obtemos a energia E do sistema,

E = ~2n2

2m + eB~
mc

(
l + 1

2

)
, (132)

que é idêntica a fórmula dos níveis de Landau expressa
na Eq. (118).
Combinando a Eq. (129) com a Eq. (131), temos

d2

dy2A(y) + 2m
~2

[
eB~
mc

(
l + 1

2

)

− 1
2m

(
eB

mc

)2(
y + cl

eB

)2 ]
A(y) = 0. (133)

Fazendo uma mudança de variável y′ = y + cl/eB →
dy′/dt = dy/dt na Eq. (133), obtemos

d2

dy′2
A(y′) + 2m

~2

[
eB~
mc

(
l + 1

2

)

− 1
2m

(
eB

mc

)2
y′2
]
A(y′) = 0. (134)

A equação (134) pode ainda ser escrita numa forma
mais sugestiva mediante a substituição de variável
ξ = αy′, onde α ≡ (eB/c~)1/2 , que se relaciona com
a variável antiga da seguinte forma:

d

dy′
A(y′) = d

dξ
A(ξ) dξ

dy′
= α

d

dξ
A(ξ)

d2

dy′2
A(y′) = d

dξ

(
α
d

dξ
A(ξ)

)
dξ

dy′
= α2 d

2

dξ2A(ξ)

(135)

Aplicando a substituição (135) na Eq. (134), temos

d2

dξ2A(ξ) + [2l + 1− ξ2]A(ξ) = 0. (136)

Esta a chamada equação diferencial de Hermite, que
tem uma solução em termos do polinômio de Hermite

Hl (ver a demonstração em detalhes em [61, 62]),
manifestamente

A(ξ) = Al exp
(
−ξ

2

2

)
Hl(ξ), (137)

onde Al é uma constante e os termos da função Hl
podem ser expressados através da fórmula

Hl(ξ) = (−1)leξ
2 dl

dξl
e−ξ

2
. (138)

Em termos dos parâmetros e variáveis originais, a
solução Eq. (137) assume a forma

A(y) = Al exp
[
− eB2~c

(
y + cl

eB

)2
]
Hl
(
y + cl

eB

)
.

(139)
A normalização da função A(y) é obtida a partir da

integral∫ ∞
−∞

A∗(y)A(y)dy

= A2
l

∫ ∞
−∞

exp
[
−eB

~c

(
y + cl

eB

)2
]
H2
l

(
y + cl

eB

)
dy

= A2
l

√
~c
eB

√
π2ll! = 1, (140)

de onde obtemos

Al =
(
eB

π~c

)1/4 1√
2ll!

. (141)

Portanto, a solução expressa na Eq. (139), com a
constante determinada Eq. (141), é escrita como

A(y) =
(
eB

π~c

)1/4 1√
2ll!

× exp
[
− eB2~c

(
y + cl

eB

)2
]
Hl
(
y + cl

eB

)
.

(142)

Finalmente, retornando à equação (127), temos

uE =
(
eB

π~c

)1/4 1√
2ll!

exp
[
i

~
(nz + lx)

]

× exp
[
− eB2~c

(
y + lc

eB

)2
]
Hl
(
y + lc

eB

)
.

(143)
Note que a função ψ(~r, t) é obtida aplicando–se o

operador evolução temporal na Eq. (143), ou seja, ambas
diferem uma da outra por uma exponencial complexa
e por consequência tem a mesma densidade de proba-
bilidade. Em outras palavras, dizemos que a partícula
possui estados estacionários, dado que a densidade de
probabilidade não varia com o tempo, a saber |uE(~r)|2 =
|ψ(~r, t)|2.
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3.2.2. Solução da equação de Schrödinger com
o calibre de Landau ~A = (0,Bx,0)T

Em primeiro lugar, escrevemos a Eq. (120) na sugestiva
forma:

EuE =

 P̂ 2
x

2m + P̂ 2
z

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(
x− cP̂y

eB

)2
uE ,
(144)

onde o hamiltoniano foi reescrito como

Ĥ = P̂ 2
x

2m + P̂ 2
z

2m + 1
2m

(
eB

mc

)2
(
x− cP̂y

eB

)2

. (145)

Com essa representação, não é difícil constatar que Ĥ
satisfaz as relações de comutação

[Ĥ, P̂y] = [Ĥ, P̂z] = 0, (146)

que garantem a existência de uma base de autoestados
comuns para os operadores Ĥ, P̂y e P̂z. Se nessa base n
e l são autovalores da Ĥ tal que as relações P̂zuE = nuE
e P̂yuE = luE sejam satisfeitas, podemos escolher

uE = exp
[
i

~
(nz + ly)

]
A(x), (147)

onde n e l são números inteiros, devido ao caráter cíclico
da função exponencial complexa.

Substituindo a Eq. (147) na Eq. (144), temos Combi-
nando as Eqs. (127) e (122), temos

ElA(x) = − ~2

2m
d2

dx2A(x)

+ 1
2m

(
eB

mc

)2(
x− cl

eB

)2
A(x), (148)

ou

d2

dx2A(x) + 2m
~2

×

[
El −

1
2m

(
eB

mc

)2(
x− cl

eB

)2
]
A(x) = 0,

(149)

onde foi introduzido a energia característica da equa-
ção (128),

El = E − ~2n2

2m . (150)

A Eq. (150) é formalmente idêntica a equação de
oscilador harmônico simples, com frequência de oscilação
ω = eB/mc. Portanto, por analogia com o oscilador
harmônico quântico, temos que os valores de energia El
são dados pela fórmula

El = eB~
mc

(
l + 1

2

)
. (151)

Combinando as Eq. (150) e (151), temos

E = ~2n2

2m + eB~
mc

(
l + 1

2

)
, (152)

que é uma expressão idêntica a fórmula da quantização
de Landau Eq. (118) e também a Eq. (132), como
deveria ser.
Combinando a Eq. (150) com a Eq. (151), temos

d2

dx2A(x) + 2m
~2

[
eB~
mc

(
l + 1

2

)

− 1
2m

(
eB

mc

)2(
x− cl

eB

)2 ]
A(x) = 0, (153)

que, por analogia com a Eq. (133), tem como solução

uEnl
(x, y, z) =

(
eB

π~c

)1/4 1√
2ll!

exp
[
i

~
(nz + ly)

]

× exp
[
− eB2~c

(
x− cl

eB

)2
]
Hj

×
(
x− cl

eB

)
. (154)

A solução na Eq. (154) exprime as autofunções uEnl
de

uma elétron com estado |uEnl
〉 e autovalores de energia

Enl, dados pela Eq. (152). Note que, aplicando uma
transformação do tipo x = −y na função de onda
Eq. (154), temos

uEnl
=
(
eB

π~c

)1/4 1√
2ll!

× exp
[
i

~
(nz − lx)

]

× exp
[
− eB2~c

(
y + cl

eB

)2
]
Hl
(
−y − cl

eB

)
.

(155)

Utilizando a paridade do polinômio de Hermite,

Hl
(
−y − cl

eB

)
= Hl

(
y + cl

eB

)
, (156)

escrevemos a Eq. (155) na seguinte forma:

uEnl
=
(
eB

π~c

)1/4 1√
2ll!

exp
[
i

~
(nz − lx)

]

× exp
[
− eB2~c

(
y + cl

eB

)2
]
Hl
(
y + cl

eB

)
,

(157)

que claramente caracteriza uma relação de simetria entre
a descrição dos estados do caso anterior e do presente –
ver a Eq. (143). Além disso, a transformação x = −y
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também implica |x〉 = −|y〉. Desse modo, o potencial
vetor ~A = (0, Bx, 0)T passa a ser ~A = (−By, 0, 0)T .
Portanto, x = −y é uma transformação que expressa
uma relação de simetria entre as autofunções e os
potenciais deste problema e do caso anterior.

3.2.3. Solução da equação de Schrödinger com
o calibre simétrico de Landau
~A = −1

2 (By,−Bx,0)T

Em primeiro lugar, escrevemos a Eq. (121) da seguinte
forma:

EuE =
[
− ~2

2m

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
− ω

2 L̂z + m

2

(ω
2

)2
(x2 + y2)

]
uE , (158)

onde o hamiltoniano foi reescrito como

Ĥ = − ~2

2m

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
− ω

2 L̂z + 1
2m

(ω
2

)2
(x2 + y2), (159)

em termo da quantidade ω = eB/mc.
Como próximo passo da solução, a hamiltoniana ex-

pressa na Eq. (159) será escrita em termos de coordenas
polares (ρ, φ, z). Para tal, temos as seguintes relações de
transformação:

x2 + y2 = ρ2 cos2 φ+ ρ2sen2φ = ρ2

L̂z =
(
~ρ× ~

i
∇
)
z

= ~
i

∂

∂φ(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
= 1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+ 1
ρ2

∂2

∂φ2 + ∂2

∂z2

= 1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
− 1
ρ2
L̂2
z

~2 + ∂2

∂z2

(160)

Aplicando na Eq. (158) as relações de transformação
expressas na Eq. (160), temos

EuE =
[
− ~2

2mρ
∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+ L̂2

z

2mρ2 −
~2

2m
∂2

∂z2

− ω

2 L̂z + m

2

(ω
2

)2
ρ2
]
uE , (161)

que é a equação de Schrödinger para o novo hamiltoniano

Ĥ = − ~2

2m
1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+ L̂2

z

2mρ2

+ ~
i

∂2

∂z2 −
ω

2 L̂z + m

2

(ω
2

)2
ρ2. (162)

Note que o hamiltoniano descrito na Eq. (161) obedece
as relações de comutação

[Ĥ, L̂z] =
[
Ĥ,

~
i

∂

∂φ

]
= 0 (163)

[Ĥ, P̂z] =
[
Ĥ,

~
i

∂

∂z

]
= 0. (164)

As relações (163) e (164) indicam a existência de uma
base de autoestados comuns para os operadores Ĥ, L̂z
e P̂z. Nesse caso, se α e β são autovalores (números
inteiros) de Ĥ tal que temos as condições L̂zuE(ρ, φ, z) =
~αuE(ρ, φ, z) e P̂zuE(ρ, φ, z) = βuE(ρ, φ, z), podemos
escolher

uE = A exp
[
i

(
αφ+ β

~
z

)]
A(ρ), (165)

onde A é uma constante.
A equação (165) representa uma função exponencial

complexa das coordenada φ e z. Como a exponencial
complexa é cíclica, devemos ter α = k e β = s, onde k e
s são um números inteiro. Logo,

uE = A exp
[
i
(
kφ+ s

~
z
)]

A(ρ). (166)

Substituindo a Eq. (166) na equação (161), temos

EA(ρ) = − ~2

2m

[
d2

dρ2A(ρ) + 1
ρ

d

dρ
A(ρ)

− k2

ρ2 A(ρ)− s2A(ρ)
]

− ~ω
2 kA(ρ) + m

8 ω
2ρ2A(ρ), (167)

ou, [
E + ~ω

2 k − ~2s2

2m − m

8 ω
2ρ2
]
A(ρ)

+ ~2

2m

[
d2

dρ2A(ρ) + 1
ρ

d

dρ
A(ρ)− k2

ρ2 A(ρ)
]

= 0,

(168)

ou, ainda,[
2mE′

~2 − ρ2

4l4B

]
A(ρ)

+
[
d2

dρ2A(ρ) + 1
ρ

d

dρ
A(ρ)− k2

ρ2 A(ρ)
]

= 0, (169)

onde definiu–se uma nova contante l2B := ~/mω (essa
constante física representa o menor raio de órbita do elé-
tron no intervalo permitido pelo princípio da incerteza)
e a energia característica

E′ = E + ~ω
2 k − ~2s2

2m . (170)
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O próximo passo da solução consiste em fazer uma
nova substituição de variável, ξ ≡ ρ2/2l2B . Nesse caso,
temos as seguintes relações de transformação:

1
ρ

d

dρ
A(ρ) = 1

ρ

dξ

dρ

d

dξ
A(ξ) = 1

l2B

d

dξ
A(ξ)

d2

dρ2A(ρ) = d

dρ

(
ρ

l2B

d

dξ
A(ξ)

)

= 1
l2B

d

dξ
A(ξ) + 2ξ

l2B

d2

dξ2A(ξ)

(171)

Aplicando na equação (169) as transformações ex-
pressas na Eq. (171), e após algumas manipulações
algébricas, temos[

2mE′

~2 − ξ

2l2B

]
A(ξ)

+
[

2ξ
l2B

d2

dξ2A(ξ) + 2
l2B

d

dξ
A(ξ)− k2

2l2B
1
ξ
A(ξ)

]
= 0,

(172)

ou, multiplicando a equação por l2B/2,[
ml2B
~2 E′ − ξ

4

]
A(ξ)

+
[
ξ
d2

dξ2A(ξ) + d

dξ
A(ξ)− k2

4
1
ξ
A(ξ)

]
= 0. (173)

Para uma simplificação estratégica da Eq. (173),
defini–se

λ ≡ ml2B
~2 E′ (174)

e supõe–se que A(ξ) possa ser escrito como

A(ξ) = exp
(
−ξ2

)
ξ|k|/2M(ξ). (175)

Nesse caso, com um pouco de álgebra, a equação (173)
assume a forma

ξ
d2

dξ2M(ξ) + (1 + |k| − ξ) d
dξ
M(ξ)

+
(
λ− |k|+ 1

2

)
M(ξ) = 0, (176)

ou

ξ
d2

dξ2M(ξ) + (b− ξ) d
dξ
M(ξ)− aM(ξ) = 0, (177)

onde

a = −λ+ |k|+ 1
2 , b = 1 + |k|. (178)

A equação (177) é classificada como uma equação
hipergeométrica de 1a espécie, e tem como solução a

função hipergeométrica confluente (também chamada
função de Kummer),

1F1(a; b; ξ) =Mab(a, b, ξ) =
∞∑
n=0

(a)n
(b)n

ξn

n! , (179)

onde (a)n, ou (b)n, é uma notação conhecida como sím-
bolo de Pochhammer, que representa fatorial ascendente
sobre a e b. A título de ilustração, os dez dez primeiros
termos da série hipergeométrica confluente expressa na
Eq. (179) são apresentados na Tabela 1.
Uma consideração de interesse físico precisa ser feita

sobre a série de potências expressa pela Eq. (179).
O coeficiente a pode ser um número qualquer. Por
outro lado, o coeficiente b é restritamente um número
positivo. Sendo b > 0, a função hipergeométrica pode
ser convergente com a < 0 e divergente se a > 0. O caso
com divergência não é interessante do ponto de vista da
física. Nesse caso, devemos considerar apenas as soluções
com a < 0. Portanto, seja j um número positivo, temos

a = −λ+ |k|+ 1
2 = −j. (180)

Além disso, vamos acrescentar uma segunda restrição:
j deve ser um número inteiro. Logo, a constante λ que
satisfaz essa condição, pela combinação das Eqs. (174) e
(170) com a Eq. (180), é aquela cuja a energia deve ser
dada por

E = ~ω
[
j + |k| − k2 + 1

2

]
− ~2s2

2m . (181)

Dessa forma, constata–se que a simples definição de
um novo autovalor

nρ ≡ j + |k| − k2 (182)

é suficiente para recuperarmos a fórmula de Landau,
com os mesmos autovalores da energia dos casos tratados
anteriormente,

E = ~2s2

2m + ~ω
(
nρ + 1

2

)
. (183)

Combinando a Eq. (179) com a Eq. (175), em termos
da variável original ρ, temos

A(ρ) = Akj exp
(
− ρ2

4l2B

)(
ρ2

2l2B

)|k|/2

Mab(a, b, ρ).

(184)
A constante Akj que normaliza corretamente a função

de onda, em concordância com a propriedade de ortogo-
nalidade da função hipergeométrica, é dada por

Akj = 1√
2π

{
j

l2B2|k|[j + |k|]!

}1/2
. (185)
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Tabela 1: dez primeiros termos da série hipergeométrica confluente.

n Função hipergeométrica confluente
0 1

1 aξ

b

2 a(a+ 1)ξ2

2b(b+ 1)

3 a(a+ 1)(a+ 2)ξ3

6b(b+ 1)(b+ 2)

4 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)ξ4

24b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)

5 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a+ 4)ξ5

120b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)(b+ 4)

6 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a+ 4)(a+ 5)ξ6

720b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)(b+ 4)(b+ 5)

7 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a+ 4)(a+ 5)(a+ 6)ξ7

5040b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)(b+ 4)(b+ 5)(b+ 6)

8 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a+ 4)(a+ 5)(a+ 6)(a+ 7)ξ8

40320b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)(b+ 4)(b+ 5)(b+ 6)(b+ 7)

9 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a+ 4)(a+ 5)(a+ 6)(a+ 7)(a+ 8)ξ9

362880b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)(b+ 4)(b+ 5)(b+ 6)(b+ 7)(b+ 8)

10 a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a+ 4)(a+ 5)(a+ 6)(a+ 7)(a+ 8)(a+ 9)ξ10

3628800b(b+ 1)(b+ 2)(b+ 3)(b+ 4)(b+ 5)(b+ 6)(b+ 7)(b+ 8)(b+ 9)

Portanto, a solução expressa na Eq. (184), com a
constante determinada Eq. (185), é escrita como

uE(ρ, φ, z) = 1√
2π

{
j

l2B2|k| [j + |k|]!

}1/2

× exp
[
i
(
kφ+ s

~
z
)]

× exp
(
− ρ2

4l2B

)(
ρ2

2l2B

)|k|/2

Mab (a, b, ρ) .

(186)

O que estamos interessados em extrair deste exercício
são as quantidades físicas mesuráveis do problema.
A pesar da função de onda aqui ser escrita em termos
de uma série de potências diferente daquela que aparece
nos dois casos anteriores, os autovalores de energia do
elétron são os mesmos nos três casos. Isso, portanto,
torna a física do elétron idêntica nos três calibres,
para o potencial vetor magnético, investigados nesta
subseção.

4. O Efeito Aharonov–Bohm

Na seção anterior tratamos dos níveis de Landau e a
função de onda que descreve os estados quânticos de
um elétron que interage com um campo magnético cons-
tante. Até agora foram tratados apenas problemas nos
quais o elétron está em movimento numa região com um
potencial vetor associado a um campo magnético cons-
tante. No entanto, considere o seguinte sistema físico: um
elétron se movimenta livremente numa região ao redor

de um cilindro feito de um material impermeável, dentro
do qual existe um campo magnético confinado. Fora
desse cilindro, na região acessível à partícula, o campo
magnético é nulo. Qual seria a descrição dos estados
do elétron nesse caso? Do ponto de vista da Mecânica
Clássica, como ~B = ∇ × ~A = 0, não existiria força
magnética, qualquer que seja o potencial vetor ~A. Por
consequência, os estados seriam os mesmo que de uma
partícula livre. No entanto, na descrição ondulatória da
Mecânica Quântica, a partícula sofre um efeito causado
pelo magnético confinado. Esse fenômeno é conhecido
como efeito Aharonov–Bohm e é o objeto de estudo dessa
subseção.

Antes do efeito Aharonov–Bohm ser demonstrado,
vamos estabelecer algumas condições necessárias para
manifestação desse fenômeno. Considere um campo
magnético ~B = (0, 0, B) gerado no interior de um
dispositivo solenoide de raio R, composto por n espiras
centradas no eixo z e percorridas por uma corrente i.
Nesse caso, a lei de Gauss magnética (na forma integral),
em coordenadas cilíndricas, fornece o parâmetro de
intensidade do campo

{
B = nµ0i, para ρ < R

B = 0, para ρ > R,
(187)

onde µ0 é a permeabilidade do vácuo.
O potencial vetor magnético calculado a partir da

equação (99), levando em conta um campo ~B = Bẑ,
onde B é dado por (187), é um vetor do tipo ~A = Aφφ̂,
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tal que
Aφ = nµ0i

2 ρ, para ρ < R (dentro do solenoide)

Aφ = nµ0i

2ρ R2, para ρ > R (fora do solenoide)

(188)

Calculando o rotacional de ~A dentro do solenoide,
temos

∇× ~A = −∂
~Aφ
∂z

+ 1
ρ

∂

∂ρ
(ρ ~Aφ)k̂ = 1

ρ
nµ0iρk̂ = Bk̂.

Calculando o rotacional de ~A fora do solenoide, temos

∇× ~A = −∂
~Aφ
∂z

+ 1
ρ

∂

∂ρ
(ρ ~Aφ)k̂

= 1
ρ

∂

∂ρ

(
nµ0i

2 R2
)
k̂ = 0.

Portanto, as componentes do potencial vetor expressas
na equação (188) contém toda a informação do campo
magnético (187). Além do mais, este é exatamente
quadro almejado para o estudo do efeito Aharonov-
Bohm, uma região com campo magnético nulo para a
qual o potencial vetor correspondente é diferente de zero.

Considere um dispositivo de fenda dupla com o apa-
rato solenoide posicionado entre as fendas, como ilustra a
Figura 3. Caso esse dispositivo esteja suficientemente iso-
lado, o fenômeno da interferência poderá ser observado
com a emissão de elétrons sobre a fenda dupla. Nessa
situação idealizada, só nos interessam os elétrons que
passem por uma das fendas e atinjam a tela de chegada,
onde o padrão de interferência é formado. Qualquer
outra possibilidade não será levada em consideração.
Sendo assim, convencionamos um caminho qualquer
percorrido pelo elétron que passou por umas das fendas
como S1, e para um caminho qualquer pela outra fenda
como S2. A probabilidade de um elétron estar localizado
em algum ponto da tela é dada por [63]

|ψS1 + ψS2|2 = |ψS1|2 + |ψS2|2 + ψS1ψ
∗
S2 + ψS2ψ

∗
S1.

(189)

Figura 3: Ilustração de um dispositivo de fenda dupla (S1 e S2)
e um aparato solenoide.

Portanto, para o estudo do fenômeno da interferência
de elétrons, com a abordagem expressa pela Eq. (189),
faz–se necessário calcular a função de onda ψ(ρ, φ, t).
O cálculo ψ(ρ, φ, t) será feito em duas etapas: pri-

meiro, será determinada a solução da função de onda
uE(ρ, φ), que obedece a versão independente do tempo
da equação de Schrödinger (85),

1
2m

(
−~2∇2 + 2i~e

c
~A · ∇+ e2

c2
~A2
)
uE = EuE ;

(190)

e segundo, obter ψ(ρ, φ, t) aplicando o operador de
evolução temporal na função uE , solução da Eq. (190).
Nesta primeira etapa, seguiremos os passos da de-

monstração apresentada no trabalho [64]. Para obter a
solução da Eq. (190), primeiro, será fazer uma simplifi-
cação estratégica por meio da substituição

uE = eiW (~r)B, (191)

sendo

W (~r) = e

c~

∫
S

~A · d~r. (192)

Substituindo a função (191) na Eq. (190), temos a
nova equação

− ~2

2m

[
1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+ 1
ρ2

∂2

∂φ2 + ∂2

∂z2

]
B = EB,

(193)

onde o operador hamiltoniano característico é dado por

H{B} = 1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+ 1
ρ2

∂2

∂φ2 + ∂2

∂z2

= 1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
− 1
ρ2
L̂2
z

~2 −
P̂ 2
z

~2 . (194)

Pode ser facilmente identificado que o operador H{B}
satisfaz as seguintes relações de comutação:

[H{B}, L̂z] = [H{B}, P̂z] = 0. (195)

A relação de comutação (195) garante a existência de
uma base de autoesdados comuns para os operadores
H{B}, L̂z e P̂z. Nesse caso, sejam n e l os autovalores
de H{B} nessa base de autoestados tal que L̂zB = nB
e P̂zB = lB, podemos escolher

B(ρ, φ, z) = exp
[
i

~
(nφ+ lz)

]
A(ρ), (196)

onde n e l são números inteiro, em decorrência da função
exponencial complexa ser cíclica.
Substituindo a Eq. (196) na Eq. (193), temos

d2

dρ2A(ρ) + 1
ρ

d

dρ
A(ρ) +

(
2mE
~2 − n2

ρ2 − l
2
)
A(ρ) = 0.

(197)
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Nomeando a constante α2 ≡ 2mE/~2 − l2 e definindo
a nova variável ξ := αρ, podemos fazer uma conveniente
transformação na Eq. (197). Nesse caso, temos as seguin-
tes relações entre as novas coordenadas e as antigas:

d

dρ
A(ρ) = d

dξ
A(ξ)dξ

dρ
= α

d

dξ
A(ξ)

d2

dρ2A(ρ) = d

dξ

(
α
d

dξ
A(ξ)

)
dξ

dρ
= α2 d

2

dξ2A(ξ)

(198)

Aplicando na equação (197) as relações de transfor-
mação expressas na equação (198), temos

α2 d
2

dξ2A(ξ) + α2

ξ

d

dξ
A(ξ) +

(
α2 − α2n

2

ξ2

)
A(ξ) = 0,

(199)
ou, multiplicando por ξ2/α2,

ξ2 d
2

dξ2A(ξ) + ξ
d

dξ
A(ξ) + (ξ2 − n2)A(ξ) = 0. (200)

A equação (200) é classificada como equação de
Bessel para funções de 1a espécie com n–ésima ordem.
A solução para essa equação é uma combinação linear
das funções de Bessel [61],

A(ξ) = A1

∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + n+ 1)

(
ξ

2

)2j+n

+A2

∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j − n+ 1)

(
ξ

2

)2j−n
, (201)

onde Γ(j + n+ 1) é a função Gamma.
Como de costume, devemos fazer algumas restrições

de interesse para física na solução (201). O primeiro
termo da solução (201) é convergente ao longo de todo
intervalo 0 > ρ > +∞. Por outro lado, o segundo
termo da equação (201) diverge em ρ = 0 nesse mesmo
intervalo, o que apresenta uma inconsistência física ao
longo do percurso feito pela onda até a formação do
padrão de interferência. Nesse sentido, defini–se A2 = 0
para que a função de onda se mantenha bem comportada
(assim, a densidade de probabilidade não deve explodir
em ρ = 0). O segundo passo deveria ser a normalização
da Eq. (201). No entanto, estamos interessados apenas
nos elétrons que chegam à tela sobre a qual o padrão
de interferência é formado e, por consequência, são
localizados. Nesta circunstância, onde a localização da
partícula é garantida e analise será feita sobre os efeitos
de fase da onda, a normalização é desnecessária. Por-
tanto, podemos, sem que nenhuma das conclusões físicas
sejam comprometidas, simplesmente definir A1 = 1, de
modo que

Ajn(ρ) =
∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + n+ 1)

[ρ
~

(2mE − l2~2)1/2
]2j+n

.

(202)

Com a Eq. (202) em mãos, retornamos à Eq. (196):

B(ρ, φ, z) =
∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + n+ 1)

×
[ρ
~

(2mE − l2~2)1/2
]2j+n

× exp
[
i

~
(nφ+ lz)

]
, (203)

Combinando as equações (203) e (191), temos

uE(ρ, φ, z) =
∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + n+ 1)

×
[ρ
~

(2mE − l2~2)1/2
]2j+n

× exp
[
i

~

(
nφ+ lz + e

c

∫
S

~A · d~r
)]
(204)

Finalmente, aplicando o operador evolução temporal
na Eq. (204), temos

ψ(ρ, φ, z, t) =
∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + n+ 1)

×
[ρ
~

(2mE − l2~2)1/2
]2j+n

× exp
[
i

~

(
nφ+ lz + e

c

∫
S

~A · d~r − Et
)]
,

(205)

onde, por simplicidade, definimos t0 = 0.
Como estamos tratando do problema de fendas du-

plas, devemos ter uma onda ψS1 e outra ψS2 , uma
contendo as informações probabilísticas de se encontrar
o elétron numa posição após ter passados pelo caminho
S1 e a outra contendo as informações probabilísticas de
se encontrar o elétron numa posição após ter passados
pelo caminho S2. Ou seja,

ψS1 = Aj1n1(ρ) exp
[
i

~

(
n1φ+ l1z

+ e

c

∫
S1

~A · d~r − En1l1t

)]
, (206)

ψS2 = Aj2n2(ρ) exp
[
i

~

(
n2φ+ l2z

+ e

c

∫
S2

~A · d~r − En2l2t

)]
. (207)

Convencionamos que S1 e S2 são caminhos de ida, que
passam pelas respectivas fendas 1 ou 2, ao passo que
S′1 e S′2 são o caminhos de volta pelo mesmo percurso.
Nesse caso, S e S′ podem substituir um a outro com
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o acréscimo de um sinal negativo na integral de linha,
o que é equivalente a inverter os limites de integração,
uma vez que um caminho é o inverso do outro. Portanto,
pela equação (189), temos que a sobreposição das ondas
(206) e (207) são dadas por

|ψS1 + ψS2|2 = |ψS1|2 + |ψS2|2 + 2Aj1n1Aj2n2

× cos
[

1
~

(
n1φ+ l1z − n2φ− l2z

− En1l1t− En2l2t−
e

c

∫
S′1

~A · d~r

+ e

c

∫
S2

~A · d~r
)]
. (208)

Note que os dois últimos termos, no argumento
do cosseno da equação (208), usando a nomenclatura
S := S2 − S′1, representam um caminho fechado S que
sai do dispositivo, passa por uma fenda e retornando
pela outra fenda ao ponto inicial. Portanto,

−e
c

∫
S′1

~A · d~l + e

c

∫
S2

~A · d~l = e

c

∮
S
~A · d~l = e

c
ΦS .

(209)

Retornando à equação (208), temos

|ψS1 + ψS2|2 = |ψS1|2 + |ψS2|2 + 2Aj1n1Aj2n2

× cos
[

1
~

(
n1φ+ l1z − n2φ− l2z

− En1l1t− En2l2t+ e

c
ΦS
)]
. (210)

O resultado expresso na equação (210) mostra que
o padrão de sobreposição de ondas sofre um efeito de
fase que é proporcional a um fluxo magnético presente
nas proximidades, a pesar do feixe de elétrons percorrer
uma região na qual não existe campo magnético. Esse
fenômeno ressignificou a compreensão dos físicos sobre
a teoria eletromagnético clássica, que agora não é mais
compreendida como uma teoria de campos, mas efetiva-
mente uma teoria de potenciais.

Esse fenômeno foi estudado de pelos cientistas Y.
Aharonov e D. Bohm, que publicaram os resultados
desses estudos no artigo [25], nos anos de 1959. Um
ano mais tarde, R. G. Chambers apresentou resulta-
dos experimentais que comprovaram esse efeito quân-
tico [65]. Chambers reproduziu o dispositivo da fenda
dupla, parecido com aquele ilustrado na Figura 3, e
analisou o padrão de interferência quando com o aparato
solenoide desligado e depois com o solenoide ligado.
Comparando esses resultados, verificou–se que o padrão
de interferência dos elétron sofreu uma diferença de
fase por um valor angular 2,5. A tela de chegada dos
elétron, após a passem pela fenda dupla, está ilustrado
na Figura 4 para esses os dois casos.

Figura 4: Padrão de interferência (a) na ausência de um fluxo
magnético e (b) na presença de um fluxo magnético; os dois
casos diferem um do outro por uma diferença de fase de 2,5.
Retirado de CHAMBERS, R. G. Phys. Rev. Lett., v. 5, n. 1, p.
3–5, 1960.

Esse fenômeno também pode ser deduzido através do
formalismo das integrais de Feynman, que constituem
um método elegante. As integrais de Feynman são uma
espécie de “integral de caminho” que leva em conta
todas as possíveis trajetórias que o sistema admite entre
dois pontos específicos. Chamaremos esses dois pontos
de (x1, t1) e (xN , tN ). Toda a trajetória possível entre
esses dois pontos é constituída por infinitos pontos,
que chamaremos de (xn, tn), onde obviamente N > n.
A passagem de um ponto definido no espaço tempo
(xn−1, tn−1) ao (xn, tn) é chamada de amplitude de
transição, e recebe a nomenclatura S(n, n− 1). Por fim,
denotamos a passagem entre dois pontos: (x1, t1) →
(xN , tN ) := 〈xN , tN |x1, t1〉. Em termos dessas quan-
tidades, as integrais de Feynman são introduzidas da
seguinte forma [28]:

〈xN , tN |x1, t1〉 =
∫ tN

x1

Q[x(t)]

× exp
[
i

∫ tN

t1

dt
Lclássica(x, ẋ)

~

]
,

(211)

onde
∫ tN
x1
Q[x(t)] é um operador integral da forma

∫ tN

x1

Q[x(t)] ≡ lim
N→∞

( m

2πi~∆t

)(N−1)/2

×
∫
dxN−1

∫
dxN−2 · · ·

∫
dx2.

(212)

Em primeiro lugar, a amplitude de transição S(n, n−
1), que é definida no limite em que ∆t → 0, pode ser
calculada por uma integral usual, visto que, o caminho
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pode ser aproximado por uma reta. Portanto,

S(n, n− 1) =
∫ tn

tn−1

dt[Lclássica]

=
∫ tn

tn−1

dt
[m

2
~Π2 + e

c
~Π · ~A

]
= m

2

∫ tn

tn−1

dt

(
d~x

dt

)2
+ e

c

∫ tn

tn−1

dt
d~x

dt
· ~A

= S(0)(n, n− 1) + e

c

∫ xn

xn−1

d~l · ~A, (213)

onde definimos a amplitude de transição para uma
partícula livre como

S(0)(n, n− 1) ≡ m

2

∫ tn

tn−1

dt

(
d~x

dt

)2
, (214)

onde ~x = (x1, x2, x3), um vetor com componentes
ortogonais. Além disso, note que no segundo termo da
última linha da equação (213) foi utilizado a relação de
física básica d~l = dt~v.
A equação (213) é a amplitude de transição para os

tempos fixos tn−1 e tn. Para que todos os pontos entre
(x1, t1) e (xN , tN ) sejam computados, devemos somar
a amplitudes de transição de n − 1 = 1 até n = N
na Eq. (213). Fazendo isso e substituindo na Eq. (211),
temos

〈xN , tN |x1, t1〉 =
∫ tN

t1

Q[x(t)]

× exp
[
i

~

N∑
n=2

S(0)(n, n− 1)
]

× exp
[
ie

~c

∫ ~xN

~x1

d~l · ~A

]
. (215)

Este resultado é válido para qualquer ~A. No entanto,
tratando–se de um problema de fenda dupla, devemos
ter uma integral do tipo (215) para cada uma das fendas.
Nesse caso,

〈xN , tN |x1, t1〉 =
{∫ tN

t1

Q[x(t)]

× exp
[
i

~

N∑
n=2

S(0)(n, n− 1)
]

× exp
[
ie

~c

∫ ~xN

~x1

d~l · ~A

]}
fenda 1

+
{∫ tN

t1

Q[x(t)]

× exp
[
i

~

N∑
n=2

S(0)(n, n− 1)
]

× exp
[
ie

~c

∫ ~xN

~x1

d~l · ~A

]}
fenda 2

,

ou

〈xN , tN |x1, t1〉 =
∫ tN

t1

Q[x(t)]

× exp
[
i

~

N∑
n=2

S(0)(n, n− 1)
]

×

{
exp

[
ie

~c

∫
S2

d~l · ~A
]

+ exp
[
ie

~c

∫
S1

d~l · ~A
]}

. (216)

Tomando o módulo quadrático da expressão (216),
o produto das exponencias complexas, que aparecem do
lado direito da equação, com o seu complexo conjugado
resultará em termos que podem ser relacionados, no-
vamente convencionando um caminho fechado, ao fluxo
magnético:

−e
c

∫
S1

~A · d~l + e

c

∫
S2

~A · d~l = e

c

∮
S

~A · d~l = e

c
ΦS .

Portanto, conclui–se que ao longo do caminho percor-
rido pelo elétron existe um efeito proporcional ao fluxo
magnético, que difere esse resultado do problema de uma
partícula livre.
Note que através das integrais de Feynman foi possível

deduzir o efeito Aharonov–Bohm sem a precisão da fun-
ção de onda. Através desse método, uma hamiltoniana
de partida é suficiente para determinarmos os efeitos de
um potencial sobre uma partícula. De fato essas integrais
são uma poderosa ferramenta de analise, em contra-
ponto à mecânica ondulatória de Schrödinger. Além
do mais, é possível deduzir uma espécie de “equação
de Schrödinger” para 〈x, t|x1, t1〉 (ver a equação 2.6.56
de [28]). Essa conexão, fundamentalmente, representa
uma equivalência entre a formulação das integrais de
Feynman e os propagadores da Mecânica Quântica
ondulatória.

O efeito Aharonov–Bohm certamente está entre os
fenômenos mais intrigantes da teoria quântica. Suas
aplicações teóricas são inúmeras, como na descrição
da energia dos estados ligados e espalhamento de um
elétron no limite não relativístico [66], propostas de
experiências com semicondutores e elétrons com estados
emaranhados [67] (que podem ter resultados promissores
para a informação quântica) e na descrição de efeitos
de spin [68], porém com o momento magnético do
nêutron no papel da carga do elétron. Em aplicações
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experimentais, o efeito Aharonov–Bohm constitui um
importante método de controle, através dos calibres nos
potenciais, na demonstração de fenômenos fotônicos [69],
que podem também levar a avanços na teoria de infor-
mação quântica [70], além de que esse efeito é utilizado
em observações microscópicas [71].

5. Conclusão

Neste trabalho, foi realizado um estudo da interação
entre uma partícula carregada e um campo magnético
constante, a partir do formalismo da Mecânica Quântica
ondulatória não–relativística. Em primeiro lugar, este
trabalho inicia resgatando alguns conceitos básicos de
Mecânica Quântica, como equação de Schrödinger e
equação de Heisenberg, evolução temporal dos esta-
dos, estados e operadores no espaço de posição, etc.
Esta revisão serve como uma etapa do trabalho que
complementa o seguinte: a construção das ferramentas
essenciais para o estudo da interação de uma partícula
carregada sub ação de um campo magnético constante.
Por fim, tratamos do objetivo principal do trabalho, que
é mostrar que o estudo dessa interação, no formalismo
da Mecânica Quântica ondulatória de Schrödinger, pode
ser feito através do estudo dos níveis de Landau e o efeito
Aharonov–Bohm.

Na primeira etapa do trabalho, são apresentados
alguns conceitos fundamentais de Mecânica Quântica,
como o operador evolução temporal e as equações
de Schrödinger e Heisenberg. Subsequentemente, esta
revisão é utilizada para fundamentar a construção do
formalismo necessário para o processo de segunda quan-
tização do sistema formado por uma partícula carregada
sob ação de um campo magnético. Foi analisado que uma
consequência imediata da segunda quantização é uma
ruptura com a Mecânica Clássica, que se expressa na
forma de violação do teorema de Ehrenfest. Isso significa,
em outras palavras, que os valores esperados dos ob-
serváveis quânticos não obedecem às leis clássicas nesse
sistema. Posteriormente, no fechamento desta etapa de
revisão, foram apresentados dois interessantes resulta-
dos: a versão quântica da equação da continuidade e a
invariância da equação de Schrödinger pelo calibre de
um potencial vetor magnético.

Na segunda etapa do trabalho, os fundamentos que
foram apresentados como revisão são resgatados no es-
tudo da física da equação de Schrödinger para um elétron
imerso e um campo magnético ~B = (0, 0, B)T . A abor-
dagem desse estudo é feita da seguinte forma: primeiro,
a equação de Schrödinger é estruturada em termos de
um potencial vetor magnético ~A = (−By/2, Bx/2, 0)T ,
a partir da qual deduzimos outras duas equações por
um ajuste de calibre, uma que corresponde a equação de
Schrödinger com um potencial vetor ~A = (−By, 0, 0)T
e a outra que corresponde ao ~A = (0, Bx, 0)T . Em se-
gundo, a fórmula que descreve os autovalores de energia

foi demonstrada para cada um desses casos particulares,
que estão relacionados por um calibre adequado. E
terceiro, as autofunções, soluções de cada uma dessas
equações de Schrödinger, foram determinadas. O prin-
cipal resultado desta etapa do trabalho foi que a física
do elétron é idêntica nos três calibres, os autovalores de
energia são os mesmos, embora a função de onda seja
diferente.
Na última etapa do trabalho, foi feito uma a demons-

tração do fenômeno topológico efeito Aharonov–Bohm.
Para tal, foi considerado um exercício de fenda dupla
com um solenoide coberto por um material impermeável.
Um solenoide é um dispositivo que gera um campo
magnético confinado no volume compreendido pelo seu
interior. Nesse caso, a região com o campo magnético é
inacessível à partícula, já que o solenoide está isolado.
Nesse contexto, foi mostrado que um feixe de elétrons
disparados em uma fenda dupla, próxima do solenoide,
sofre um efeito de fase proporcional ao fluxo magnético,
mesmo que o feixe tenha se deslocado por uma região de
campo nulo ao longo de todo percurso. Esse fenômeno é
o efeito Aharonov–Bohm, que foi demonstrado a partir
de dois métodos: interferência de ondas e através das
integrais de Feynman.
Esperamos que este estudo seja um bom material

introdutório didático e divertido no aprendizado da
interação de uma partícula quântica eletricamente car-
regada, com um campo magnético clássico constante.
Esse estudo é a base para diversas áreas da Física
experimental e teórica da atualidade.
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