
Revista Brasileira de Ensino de Física, vol. 45, e20230034 (2023) Artigos Gerais
www.scielo.br/rbef cb

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2023-0034 Licença Creative Commons

Examinando a existência de estados ligados em um poço
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A equação de Schrödinger independente do tempo é solucionada analiticamente para o poço de potencial
quadrado, unidimensional e simétrico, com a finalidade de demonstrar, utilizando um método simples, que há
pelo menos um estado ligado nos casos limites de profundidade e largura do sistema analisado. Para uma análise
completa, cinco condições para a profundidade e largura do poço são necessárias.
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The time-independent Schrödinger equation is analytically solved for the square, one-dimensional and
symmetrical potential well, in order to demonstrate, using a simple method, that there is at least one bound
state in the limiting cases of depth and width of the analyzed system. For a complete analysis, five conditions for
the depth and width of the well are required.
Keywords: Schrödinger equation, Potential well, Bound states.

1. Introdução

Um estado ligado representa um sistema que está preso
a um tipo de potencial atrativo, não contendo energia
suficiente para escapar [1–5]. Na mecânica quântica, a
busca por fenômenos que apresentam esses estados é de
grande relevância, visto que uma de suas características
é a quantização dos níveis de energia, o que é muito
importante, devido à natureza discreta dos eventos
de ordem subatômica e atômica [1–4, 7]. Exemplos de
potenciais que pertencem a essa classe, são: Potencial de
Morse, Coulomb e o poço finito unidimensional [7–11].

O presente artigo tem como objetivo solucionar a
equação de Schrödinger para uma partícula confinada
em um poço de potencial quântico finito, unidimensional
e simétrico [1–7, 12–15], alterando os valores da profun-
didade e da largura do poço em cinco diferentes casos.
A solução encontrada permite inferir que, para qualquer
condição estudada no artigo, existe pelo menos um
estado ligado (para um resultado mais completo, porém
mais avançado matematicamente, ver a referência [6]).
O resultado analítico obtido utilizando uma matemática
simples é confirmado por cálculo numérico, onde as
equações transcendentais são resolvidas por um método
gráfico. Nesse sentido, a argumentação usada difere
daquela apresentada na referência [16].

O trabalho está organizado como se segue: na seção 2,
apresentamos a equação de Schrödinger unidimensional
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e independente do tempo. Na seção 3, a partícula
em uma caixa finita é resolvida da maneira tradicio-
nal encontrada nos livros-textos de mecânica quântica
[1–3, 7, 12–15]. Na seção 4, são apresentados os resul-
tados de cinco condições divididas em subtópicos. Por
fim, na seção 5 são apresentadas as conclusões sobre os
resultados obtidos.

2. Equação de Schrödinger

A equação de Schrödinger unidimensional e indepen-
dente do tempo para um potencial V (x) é dada por

Ĥψ(x) = Eψ(x), (1)

e o operador hamiltoniano, Ĥ, é escrito como

Ĥ = − ℏ2

2m
d2

dx2 + V (x),

onde ℏ é a constante de Planck dividida por 2π e m é a
massa do sistema não relativístico [1–3, 7, 12, 14].

Na equação (1), ψ(x) é chamado de função de onda ou
autofunção e tem o papel de descrever o comportamento
do sistema no espaço e E corresponde ao autovalor de
energia [1–3, 12, 14].

As funções de onda representam uma distribuição de
probabilidade, o que implica que ela seja normalizável,
ou seja, devem se aproximar de zero quando a posição
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Figura 1: Poço de potencial finito dividido em três regiões
distintas. À esquerda da barreira (região 1), entre as barreiras
(região 2) e à direita do poço (região 3). As funções de onda
são escritas nas respectivas regiões.

tende a mais e menos infinito [1–3, 12, 14]. A normali-
zação das funções de onda corresponde a,∫ L

−L

|ψ(x)|2dx = 1, (2)

sendo que o sistema se encontre confinado entre −L e L.

3. Poço de Potencial Quântico Finito,
Unidimensional e Simétrico

O potencial estudado possui a seguinte forma matemá-
tica,

V (x) =


V0, x < − a

2

0, − a
2 < x < a

2

V0, x > a
2 ,

(3)

e pode ser representado visualmente como indicado na
Figura 1. Observamos que a profundidade do poço é V0
e a largura é igual a a, ambos sendo valores positivos
e reais. Também é importante frisar que os estados
contínuos começam em V0 e, ao longo do trabalho,
é mostrado que o sistema não admite estados ligados
negativos.

Como o poço é simétrico, as soluções são divididas
entre pares (ψp) e ímpares (ψi). As soluções pares são
escritas por, vide ref. [1, 2]

ψp(x) =


ψ1(x) = [Bcos( a

2k2)e a
2 k1 ]ek1x

ψ2(x) = Bcos(k2x)
ψ3(x) = [Bcos( a

2k2)e a
2 k1 ]e−k1x,

(4)

sendo que

k1 =
√

2m[V0 − E]/ℏ2 e k2 =
√

2mE/ℏ2, (5)

com sua equação transcendental de autovalor par encon-
trada por:

k2 tan
(a

2k2

)
= k1, (6)

ou ainda,

f(E) = g(E), (7)

onde f(E) =
√
E tan

(√
mEa2/2ℏ2

)
e g(E) =

√
V0 − E. As soluções ímpares (ψi) são:

ψi(x) =


ψ1(x) = [−Asen( a

2k2)e a
2 k1 ]ek1x

ψ2(x) = Asen(k2x)
ψ3(x) = [Asen( a

2k2)e a
2 k1 ]e−k1x,

(8)

com sua equação transcendental de autovalor ímpar
encontrada por:

k2 cot
(a

2k2

)
= −k1, (9)

ou então,

h(E) = w(E), (10)

com h(E) =
√
E cot

(√
mEa2/2ℏ2

)
e w(E) =

−
√
V0 − E. Por fim, A e B podem ser determinadas a

partir da condição de normalização, equação (2).

4. Diferentes Valores para V0 e a

No poço finito, quando resolvido analiticamente pela
equação de Schrödinger, os níveis de energia são obtidos
por meio de equações transcendentes pares e ímpares, já
mostradas nas equações (6) e (9) [1, 3, 7, 12, 14, 16].

Inicialmente, olhando para a expressão de autovalor
par, obtemos uma curva típica como aquela mostrada na
Figura 2a, que mostra a intersecção das funções f(E) e
g(E) com os valores de a e V0 definidos.

Vemos que essas soluções apresentam o cruzamento
entre as curvas para qualquer valor de V0 > 0 e da
largura a. Entretanto, com as soluções ímpares, a in-
tersecção das curvas h(E) e w(E) está definida somente
para valores particulares dos parâmetros V0 e a, como
observamos na Figura 2b. Como estamos interessados
na análise da existência de, ao menos, um estado ligado,
vamos concentrar a atenção nos autovalores pares.

4.1. Condição A: V0 = constante e a → 0

Esse caso trata a barreira de potencial constante e a
largura do poço tendendo a zero.

Partindo da equação (6), é possível realizar, do lado
esquerdo da igualdade, uma expansão em série de Ma-
claurin sobre a variável a. Utilizamos apenas o primeiro
termo da expansão diferente de zero, que resulta em:

Ea =
√
V0 − E, (11)

sendo que adotamos m = 2ℏ2 = 1 para a simplificação
dos cálculos, porém sem interferir nos resultados obtidos.
Pela aplicação do limite de a tendendo a zero, é possível
notar que o valor da energia E do sistema é aproxima-
damente V0, pelo fato de ficarmos apenas no segundo
termo da expansão,

E ≈ V0, (12)

e essa expressão, indica haver pelo menos um nível de
energia próximo a V0 (E < V0).
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Figura 2: Para (2a), intersecção entre as funções de autovalor
par. A curva tracejada é referente a g(E) e a curva não
tracejada é referente a f(E), com V0 = ma2 = 2ℏ2 = 1.
Para (2b), intersecção entre as funções de autovalor ímpar.
A curva tracejada é referente a w(E) e a curva não tracejada é
referente a h(E), com V0 = ma2 = 2ℏ2 = 1. Nota-se que (2a)
sempre apresenta um cruzamento de f(E) e g(E), o que indica
haver sempre um autovalor de energia. Para (2b) nem sempre
as curvas, h(E) e w(E), se cruzam indicando que nem sempre
existe um estado ligado.

4.2. Condição B: V0 → ∞ e a = constante

A configuração B representa um poço de potencial
infinito, portanto, é interessante resgatar os níveis de
energia deste caso [1, 2, 12, 17, 18]. Partindo da equa-
ção (6),

tan
(√

a2mE

2ℏ2

)
=
√
V0

E
− 1, (13)

e adotando m = 2ℏ2 = 1, por similaridade, é possível
aplicar o limite de V0 → ∞ diretamente, obtendo assim,

lim
V0→∞

√
V0

E
− 1 = ∞. (14)

A função tan(x) diverge para valores múltiplos de π
2 ,

ou seja, nπ
2 . Dessa forma:

E =
(nπ

2a

)2
(15)

com n = 1, 2, 3 . . .
O valor da energia mostrado na equação (15) é o

autovalor da energia de um poço de potencial infinito,
como pode ser visto em [1, 2, 12, 17, 18].

4.3. Condição C: V0 → 0 e a = constante

A configuração C caracteriza o caso da partícula livre,
sendo possível recuperar o sistema de potencial nulo.

Partindo da equação (6), com as mesmas simplifi-
cações nas constantes vista nas condições anteriores,
podemos aplicar o limite sobre V0 → 0 diretamente e
reescrever a expressão como mostra a equação abaixo,

tan
(√

E
)

= i

√
E√
E

= i. (16)

Entende-se que não há valores possíveis para a E
que satisfaça a expressão acima. Os autovalores não são
discretos, mas sim, contínuos, recuperando o caso da
partícula livre [1, 2, 19].

4.4. Condição D: V0 → ∞ e a → 0

Os casos que se seguem, são mais interessantes, pois o
limite é imposto aos dois parâmetros.

No geral, o termo de primeira ordem não nulo obtido
na equação (6), com uma expansão em torno de zero
para o parâmetro a, fornece

√
E

√
mE

2ℏ2 a =
√
V0 − E, (17)

com V0 → ∞ e a → 0. A expressão acima pode
ser reescrita elevando ambos os lados da igualdade ao
quadrado e adotando m = 2ℏ2 = 1, ou seja,

(Ea)2 = V0 − E. (18)

Uma vez que a altura do poço tende a infinito, o termo
proporcional a a se torna desprezível, resultando em:

E ≈ V0. (19)

e que é traduzida como um nível de energia possível.
Outra forma de obter a existência de ao menos um

estado ligado para a condição D, é usar uma equação
transcendente para verificar os resultados graficamente.
Partindo da equação (17), definimos f(E) = Ea e
g(E) =

√
V0 − E com o intuito de buscar uma inter-

secção entre as funções f(E) e g(E) como indicado na
Figura 3.

É visível que haja apenas um ponto de intersecção
entre as funções e, portanto, apenas um valor que
satisfaz a equação (17), o que pode ser entendido como
um único estado ligado.

4.5. Condição F: V0 → 0 e a → ∞

A configuração F descreve um poço onde os limites para
V0 e a são trocados em relação ao caso anterior. Partindo
da equação (6), elevamos ambos os lados da igualdade ao
quadrado, levando em seguida, a barreira de potencial a
zero como mostrado abaixo,

tan2
(√

Ea2
)

= ± lim
V0→0

[
V0

E
− 1
]
. (20)
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Figura 3: Intersecção das funções f(E) = Ea representada
pela curva não tracejada, e g(E) =

√
V0 − E representada pela

curva tracejada, com os valores de V0 = 100 e a = 0.01.

Adotamos a solução negativa como resposta para o
lado direito da equação acima. Dessa forma,

tan2
(√

Ea2
)

≈ 1, (21)

e para isso ser verdade,

E ≈
(nπ

4a

)2
. (22)

Tomando o limite para o parâmetro a, observamos
que E ≈ 0, porém ainda existe um valor de energia
possível, visto que ainda existe, por menor que seja, uma
profundidade para o poço.

Da mesma forma que no tópico anterior, é importante
ilustrar graficamente os níveis de energia, para com-
provar o argumento do parágrafo acima. Simplificamos
as constantes novamente na equação de autovalor par,
como mostrado abaixo,

√
E tan

(√
a2E

)
=
√
V0 − E, (23)

e analogamente à condição F , utilizamos as equações
transcendentes com f(E) =

√
E tan

(√
a2E

)
e g(E) =

√
V0 − E [16].
A Figura 4 mostra apenas um ponto de intersecção

entre as curvas, em outras palavras, mostra apenas um
valor que satisfaz a equação (23), demonstrando apenas
um estado ligado [13], e mais, o valor de energia obtido
no caso da Figura 4 é muito pequeno, da ordem de 10−6.

Um caso particular para essa condição é atribuir ao
parâmetro V0 um valor maior do que zero porém muito
menor que a. Entretanto essa configuração retorna a F ,
uma vez que a largura do poço tende a infinito. Com
isso o autovalor de energia é igualmente escrito da forma
mostrada aqui, independentemente do valor da altura do
poço.

5. Conclusões

Neste trabalho, estudamos o poço de potencial quântico
finito, unidimensional e simétrico. Para isso, soluciona-
mos a equação de Schrödinger para o potencial finito

Figura 4: Intersecção das funções f(E) =
√

E tan(
√

a2E)
representada pela curva não tracejada, e g(E) =

√
V0 − E

representada pela curva tracejada, com os valores de V0 =
0.00001 e a = 10000.

da forma tradicional encontrada nos livros-textos [1, 2].
Com as autofunções e autovalores obtidos, analisamos
cinco condições onde os valores da largura a e do
potencial V0 eram levados ao infinito e/ou a zero, com
o objetivo de demonstrar se em cada um desses casos
há pelo menos um nível de energia possível. Os casos
analisados cobrem todos os parâmetros possíveis.

Nas condições A, B e C, não houve grandes problemas
com as aplicações dos limites. Dessa forma, a comprova-
ção por cálculo numérico não se fez necessária, visto que
os resultados obtidos eram imediatos ou recaiam sobre
outros problemas bem conhecidos de mecânica quântica,
com seus níveis de energia bem estabelecidos [1, 2]. Para
as condições D e F , que são os casos mais complexos,
existe a necessidade de um maior cuidado. Por isso, o
uso de equações transcendentes via gráfico confirma as
análises, como visto nas Figuras 3 e 4.

Observamos que em todos os casos, exceto a condição
D, há pelo menos um nível de energia. Assim, pode-se
concluir que qualquer configuração do poço quadrado
unidimensional possui ao menos um estado ligado. Esse
resultado pode ser estendido para outros poços de
potenciais não necessariamente quadrados [20].
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