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RESUMO - A Resolucao de Problemas de Produto Cartesiano por Alunos
do Ensino Fundamental. O estudo investigou a resolucdo de problemas
de produto cartesiano diretos (requer a multiplicagdo para sua resolugao)
e inverso (requer a divisdo para sua resolucao) por alunos do Ensino Fun-
damental, examinando o nivel de complexidade deles e os procedimentos
adotados por esses alunos em funcao do tipo de problema. Solicitou-se que
269 alunos do 3° ao 5° ano, entre 8 e 10 anos, resolvessem um problema de
produto cartesiano direto e outro inverso. Como esperado, o problema in-
verso foi o mais dificil. As estratégias mostraram que os niveis de raciocinio
combinatério variavam em func¢do do tipo de problema. Observou-se uma
progressdo no processo de resolucdo de problemas de produto cartesiano
diretos, mas ndo nos inversos.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas. Produto Cartesiano. Ensino
Fundamental.

ABSTRACT - Problems of Cartesian Product Solved by Elementary School
Students. The study investigated the solution of direct (which requires
multiplication for its resolution) and inverse (which requires division for its
resolution) Cartesian product problems by elementary education students,
examining the level of problem complexity and the children procedures ac-
cording to the type of problem. A total of 269 8 and 10 year-old students
attending from 3rd to 5th grade, were asked 8 and 10 years to solve direct
and inverse Cartesian product problems. As expected, the inverse problem
was the most difficult one. The strategies showed that levels of combinato-
rial reasoning vary according to the type of problem. It was also found a
progression in the solution of direct Cartesian product problems, but not in
relation to the solution of inverse problems.

Keywords: Problem Solving. Cartesian Product Problems. Elementary
Education.
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Introducao

A Combinatéria constitui um dos ntcleos da Matematica discre-
ta e parte importante da Probabilidade. Historicamente, é conhecida
como a arte de enumerar os objetos de um determinado conjunto sem
ter que contd-los (Merayo, 2001). Do ponto de vista psicolégico, a Com-
binatéria € um esquema operacional fundamental para o desenvolvi-
mento do pensamento légico, ou seja, um modo de raciocinar.

A relevancia do raciocinio combinatério hd muito foi enfatizada
por Piaget (Inhelder; Piaget, 1976; Piaget; Inhelder, 1951) cujos estudos
mostraram que esse raciocinio permite diferenciar o real do possivel,
de forma que o individuo se torna capaz de considerar todas as possi-
bilidades de uma dada situacdo, ainda que de forma hipotética, rela-
cionando a emergéncia da no¢ao de chance a compreensao da ideia de
permutacao e a estimativa de probabilidade.

Do ponto de vista educacional, a Combinatéria é considerada um
dos mais dificeis topicos para ensinar e para aprender (Batanero; Godi-
no; Navarro-Pelayo, 1997; English, 1991; Fischbein; Gazit, 1988; Hadar;
Hadass, 1981; Eizenberg; Zaslavsky, 2003). Apesar dessa complexidade,
pesquisadores e educadores defendem a ideia de incluir esse tépico no
curriculo desde cedo no Ensino Fundamental (e.g., English, 1993; Na-
tional Council of Teachers Of Mathematics, 2000), alguns deles ressal-
tam que a resolucao de problemas combinatoérios pode facilitar o racio-
cinio na resolucao de problemas de modo geral (Maher; Martino, 1996;
Martino; Maher, 1999; Roa; Batanero; Godino; Caiizares, 1997).

Considerando a relevancia de se desenvolver o raciocinio combi-
natorio no Ensino Fundamental, torna-se necessario conhecer os limi-
tes e as possibilidades que alunos desse segmento escolar apresentam
ao resolver problemas que requerem tal raciocinio. Uma maneira de
conhecer esses limites e possibilidades é investigar como esses alunos
resolvem problemas combinatérios considerados menos complexos,
como € o caso de problemas de produto cartesiano. Quando solucio-
nados por meio da multiplicacdo, esses problemas sdo denominados
diretos, e quando solucionados por meio da divisdo, sdo denominados
inversos. A resolucdo de problemas inversos é usualmente examinada
em alunos em niveis de escolaridade avancado (9° ano e Ensino Mé-
dio), pouco se sabendo como criancas alunas de anos mais iniciais do
Ensino Fundamental solucionam tais problemas. A literatura mostra
também que os problemas diretos sdo mais faceis que os inversos. Essa
afirmacdo se baseia em comparacdes feitas entre grupos de participan-
tes oriundos de pesquisas distintas, e ndo em comparacoes realizadas
em uma mesma investigacdo em que os mesmos participantes solucio-
nam os dois tipos de problemas. Além disso, essas comparacoes versam
sobre o niimero de acertos na resolucdo dos problemas e nao sobre as
estratégias adotadas, ficando em aberto a questao acerca de essas estra-
tégias serem as mesmas nos dois tipos de problema.

A partir desses pontos, parece ser relevante estabelecer compara-
¢oes entre formas de resolver problemas diretos e inversos em um mes-
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mo grupo de estudantes, realizando comparacdes que envolvam nao
apenas o desempenho, mas também as estratégias de resolucdo em-
pregadas. A andlise dessas estratégias poderia fornecer informacoes a
respeito das diferencas e semelhancgas na resolucao desses problemas e,
em uma perspectiva de desenvolvimento, fornecer indicadores acerca
dos limites e das possibilidades do raciocinio infantil neste campo do
conhecimento matematico.

Com vistas a examinar essas questoes, a presente pesquisa foi
conduzida, em que alunos do Ensino Fundamental resolvem problemas
de produto cartesiano direto e inverso, sendo suas estratégias de resolu-
cdo analisadas em uma perspectiva de desenvolvimento. Antes, porém,
de apresentar o estudo propriamente dito, cabe tecer consideracdes so-
bre os principais alicerces tedricos que o fundamentam.

Os Problemas de Produto Cartesiano

De acordo com Vergnaud (2009), os problemas de combinatéria,
assim como problemas de volume e drea, estdo inseridos nos problemas
por ele denominados de produto de medidas, que fazem parte do cam-
po conceitual das estruturas multiplicativas (Vergnaud, 1990, 1998).
Dentre os problemas de combinatéria — arranjo, combinacao, permu-
tacdo e produto cartesiano (ver Pessoa; Borba, 2009), esses tltimos sdao
os menos complexos e mais investigados em pesquisas com criancas.
Esses problemas se configuram como uma combinac¢do entre elemen-
tos de dois ou mais conjuntos distintos, formando-se um novo conjun-
to, sendo a tabela cartesiana de dupla entrada sua forma mais usual
de representacao. Essa relacdo também é representada pela drvore de
possibilidades que consiste em um diagrama que facilita a resolugdo de
problemas deste tipo (Azevedo; Borba, 2013a, 2013b; Fischbein; Gazit,
1988; Fischbein; Pampu; Minzat, 1970).

Problemas de produto cartesiano envolvem formas de resolucao
que requerem a multiplicacdo ou a divisdo. Segundo Vergnaud (1991),
problemas resolvidos por meio da multiplicacdo sao denominados pro-
blemas diretos e seus enunciados apresentam o valor das medidas ele-
mentares (saias, blusas, meninas, meninos), sendo requerido o valor
da medida produto (trajes, pares), por exemplo: Maria tem 2 saias e 3
blusas. De quantas maneiras diferentes ela pode se arrumar? Esse pro-
blema pode ser resolvido de, pelo menos, trés maneiras distintas, como
mostramos a seguir:

Solucao 1 — Multiplicacdo Direta: 2X3 =6
Solugdo 2 —Imagem 1:
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Imagem 1 - Produto Cartesiano
N

Saia 2

Saia 1

v

Blusa 1 Blusa?2 Blusa 3

Fonte: Imagem elaborada pelas autoras.

Solugdo 3 —Imagem 2:

Imagem 2 — Arvore Iconica de Possibilidades

Fonte: Imagem elaborada pelas autoras.

Ja os problemas de produto cartesiano solucionados por meio da
divisdo sdo denominados problemas inversos e seus enunciados apre-
sentam o valor da medida produto e de uma medida elementar, sendo
solicitado encontrar o valor da segunda medida elementar, por exem-
plo: Joana levou em sua mala saias e blusas que lhe permitiam formar
12 trajes diferentes. Se ela levou 3 saias, quantas blusas ela tem que ter
levado para poder formas esses 12 trajes?

Resolver problemas de produto cartesiano, portanto, requer com-
preender que cada elemento do conjunto elementar pode aparecer em
diversas combinacdes com elementos do outro conjunto elementar,
principio este que caracteriza a correspondéncia um-para-muitos (uma
blusa para todas as saias). Segundo Piaget e Szeminska (1971), o esque-
ma de correspondéncia se desenvolve de maneira gradual, iniciando-se
com a correspondéncia um-para-um (ou correspondéncia termo a ter-
mo), avancando no sentido de incluir um esquema de correspondéncia
um-para-muitos (ou correspondéncia multipla), que é fundamental ao
raciocinio multiplicativo em geral e ao raciocinio combinatério em par-
ticular.

Pesquisas mostram que crianc¢as nos anos iniciais do Ensino Fun-

damental sdo capazes de estabelecer a correspondéncia um-para-mui-
tos ao resolverem problemas de isomorfismo de medidas, porém apre-
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sentam dificuldades com problemas de produto cartesiano (e.g. Bryant;
Morgado; Nunes, 1992; Fischbein; Grossman, 1997). Uma das explica-
cdes é que nos problemas de produto cartesiano a correspondéncia
um-para-muitos nao estd apresentada de forma clara, como ocorre em
outros problemas multiplicativos (Nunes; Bryant, 1997; Teixeira; Vas-
concelos; Guimaraes, 2009) e que esses problemas ndo apresentam es-
tratégias evidentes de solucao, provocando davidas em relacdo a forma
de abordé-los (Eizenberg; Zaslavsky, 2002; 2003).

De modo geral, estudos com crianc¢as investigam o desempenho
e as estratégias de resolucdao em funcdo da idade, escolaridade, ren-
dimento escolar em Matemaética e conhecimento sobre Combinatéria
(e.g., Teixeira; Campos; Vasconcellos; Guimaraes, 2011), outros procu-
ram tracar uma linha de desenvolvimento com o aumento da idade e
da escolaridade (Moro; Soares, 2006a, 2006b; Pessoa; Borba, 2009; 2010).
Identificam-se ainda pesquisas em que se compara o desempenho em
diferentes tipos de problemas (e.g., Pessoa; Borba, 2008). Outras inves-
tigacdes exploram a compreensao acerca dos principios que caracte-
rizam o raciocinio combinatério em problemas de produto cartesiano
(e.g., Mekhmandarov, 2000); enquanto outras examinam o papel dos
suportes de representacdo na resolug¢do dos problemas (English, 1991;
1992).

Analisando-se a literatura na drea, verifica-se que ha um maior
interesse em investigar problemas de produto cartesiano que requerem
a multiplicacao para sua resolucdo (problemas diretos) do que proble-
mas que requerem a divisao (problemas inversos). Na realidade, os pro-
blemas inversos sdo investigados apenas em relacdo a uma escolaridade
adiantada, como no estudo de Azevedo, Aratjo e Borba (2013) com estu-
dantes do 9° ano do Ensino Fundamental e do 3° ano do Ensino Médio.

Diante desse cendrio, o presente estudo tem por objetivo carac-
terizar e comparar as formas de resolucao adotadas por estudantes do
Ensino Fundamental ao resolverem problemas de produto cartesiano
direto e inverso, investigando: (i) se as estratégias adotadas seriam as
mesmas ou se variariam em funcdo do problema ser direto ou inverso; e
(ii) se haveria alguma progressdo na forma de resolver esses problemas
em func¢do dos anos de escolaridade. Esses objetivos estdo associados
a ideia de que as situa¢cdes em que os conceitos estdo inseridos tém pa-
pel importante nas formas de raciocinar adotadas, estando associados,
ainda, auma perspectiva de desenvolvimento do raciocinio combinaté-
rio em relacdo a problemas de produto cartesiano.

Método

Participantes

Participaram 269 estudantes do Ensino Fundamental de escola
publica estadual da cidade de Sao Paulo, com idades entre 8 e 10 anos.
Foram divididos em trés grupos em funcao da escolaridade: 86 alunos
do 3° ano, 94 alunos do 4° ano e 89 alunos do 5° ano.
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Material e Procedimento

Cada participante resolveu individualmente dois problemas de
produto cartesiano apresentados por escrito, um em cada pagina de um
pequeno caderno, em uma ordem fixa: primeiro o problema direto cuja
resolucdo requeria a multiplicacdo e em seguida o problema inverso,
cuja resolucao requeria a divisdo (ver figuras adiante). A aplicacao foi
conduzida de forma coletiva pela professora em sala de aula, com o au-
xilio de trés pesquisadores. A professora lia em voz alta cada problema.

Os problemas apresentavam como medida-produto trajetos de-
rivados de combinacoes entre entradas e saidas em um parque de di-
versao. Quanto as caracteristicas numéricas, em cada problema havia
apenas duas medidas elementares (entradas e saidas) e os nimeros
eram pequenos (2, 4 e 12). As combinacdes entradas e saidas poderiam
gerar os seguintes valores de medida-produto: 8 no problema direto e 6
no problema inverso. Os mesmos nimeros estavam envolvidos nos dois
problemas.

Resultados

Considerando o objetivo do estudo, foram analisadas as estraté-
gias de resolucdo adotadas, tomando-se por base o sistema de andlise
proposto por Spinillo e Silva (2010) que se caracteriza por um conjun-
to de estratégias que expressam diferentes niveis de raciocinio combi-
natério. Esses niveis, por sua vez, estdo associados a maneira como a
crianca estabelece as relagdes um-para-muitos que sdo essenciais ao
raciocinio combinatério adotado na resolugdo de problemas de produto
cartesiano, como postulado nas consideracoes teéricas anteriormente
apresentadas (ver Piaget; Szeminska, 1971; Moro; Soares, 2006a; 2006b).
A andlise das estratégias foi realizada por meio de discussdo entre dois
juizes com experiéncia em pesquisa neste campo do conhecimen-
to e em andlises desta natureza até chegarem a um consenso quando
existiam discordancias na classificacdo. As estratégias sao descritas e
exemplificadas a seguir.

Estratégia Tipo I1: formas de resolucao ndo combinatérias que se
caracterizam por auséncia de resposta, por respostas em que nao € pos-
sivel identificar a resolucdo adotada e respostas inadequadas baseadas
no uso de operac¢do inapropriada. Abaixo sdo apresentados exemplos
dos métodos adotados pelos participantes para a solucao do problema
de produto cartesiano direto proposto:
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Figura 1 - Procedimento Adotado pelo Participante 1
O parque de diverséo abaixo tem 2 entradas (A e B) e

4 saidas (1,2,3 e 4).
Saida 2 Saida 3

Saida 1 P@mM@ d@ Soida 4
wpE diverstio q
Gl

Pense em todas as diferentes maneiras que vocé
poderia entrar e sair desse parque.
Quantas s&o essas maneiras?

ﬁ

2
kResposta:

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.

Figura 2 — Procedimento Adotado pelo Participante 2

O parque de diversao abaixo tem 2 entradas (A e B) e 4
saidas (1,2, 3e 4).

Saida 2 Saida 3

~

Soida ¥ Saida 4

Parque de
diversdo

L. B
Entrados
Pense em todas as diferentes maneiras que vocé poderia

lentrar e sair desse parque.
Quantas s&o essas maneiras?

Resposta: 10

:
2

3

0

n
Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.
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Figura 3 - Procedimento Adotado pelo Participante 3

O parque abaixo tem 2 entradas diferentes (entrada A e

entrada B).

Parque de

diversdo

A
Entradas
Nesse parque sabemos que uma pessoa pode ter 12

maneiras diferentes de entrar e sair dele.
Coloque no desenho as saidas que esse parque tem

ﬁ

12
5

a4

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.

Na Figura 1, a resolucdo se limita a repeticdo de parte do enun-
ciado do problema, sem que qualquer procedimento de resolucao seja
encaminhado. Na Figura 2, o mesmo problema é resolvido a partir da
ideia de que as numeracoes atribuidas as saidas do parque (saida 1, 2, 3
e 4) eram quantidades de saidas que somadas resultavam em 10 saidas.
Nota-se que o estudante interpretou de forma equivocada o sentido dos
ndmeros no enunciado do problema.

Na Figura 3, a estratégia consistiu em multiplicar o nimero de tra-
jetérias (maneiras de entra e sair do parque) pelo namero de entradas
do parque, obtendo-se 24 como resposta. Observa-se que o estudante
ndo foi capaz de compreender que as trajetérias eram constituidas pela
combinacao das duas entradas com as saidas.

Estratégia Tipo 2: formas de resolucdo que se baseiam em combi-
nacodes fixas entre entradas e saidas, que ndo podem ser desfeitas, ob-
tendo como resposta o menor valor presente no enunciado do problema.
Embora esta estratégia ja expresse a ideia de combinar elementos (no
caso, formando pares entre entradas e saidas), ela ainda é inapropria-
da, pois se deriva de relacoes um-para-um que sao insuficientes para a
resolucdo de problemas de combinatéria, como é o caso de problemas
de produto cartesiano que requer o estabelecimento de relacdes um-
-para-muitos. O uso desta estratégia decorre no fato de haver elemen-
tos de um dado conjunto que ndo sdo combinados com elementos do
outro conjunto. Segue exemplo abaixo do método adotado por um dos
participantes para a solucdo do problema de produto cartesiano direto
proposto:
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Figura 4 - Procedimento Adotado pelo Participante 4
O parque de diversdo abaixo tem 2 entradas (A e B) e 4
saidas (1,2, 3e 4).

Saida Saida 3

~

Saida 4

Saida ¥

Parque de
diversdo

A B
Enzradas

Pense em todas as diferentes maneiras que vocé poderia
entrar e sair desse parque.
Quantas séo essas maneiras?

Resposta:

dJ

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.

Pela resposta dada e pelos grafismos produzidos, como mostra-
do na Figura 4, duas trajetdrias foram estabelecidas: combinando-se a
Entrada A com a Saida 1 e a Entrada B com a Saida 3. Estas sdo combi-
nacoes fixas baseadas na correspondéncia um-para-um (uma entrada
e uma saida) em que todas as entradas sao consideradas na resolucao,
porém algumas saidas ndo o sdo, como é o caso da Saida 2 e da Saida 4.
De acordo com a forma de raciocinar adotada, ndo se podem combinar
novamente entradas que ja estdo associadas a outras saidas.

Estratégia Tipo 3: formas de resolucdo que expressam uma com-
binacao flexivel entre os elementos de um conjunto com os do outro,
(no caso, formando pares entre entradas e saidas), uma vez que a crian-
ca aceita a ideia de que um elemento de um conjunto (Entrada A) pode
combinar com mais de um elemento de outro conjunto (Saidas 1, 2 e
3), envolvendo todos os elementos dos dois conjuntos. Verifica-se, dife-
rentemente do observado na estratégia Tipo 2, a emergéncia da corres-
pondéncia um-para-muitos, que é essencial a nocao de combinatoéria.
No entanto, apesar deste avanco, a crianca ndo esgota todas as combi-
nacoes possiveis, de modo que um elemento de um dado conjunto se
combina com alguns elementos do outro conjunto, porém nao com to-
dos. Segue exemplo abaixo do método adotado por um dos participan-
tes para a solucdo do problema de produto cartesiano direto proposto:
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Figura 5 - Procedimento Adotado pelo Participante 5

[¢] parquefde diversdo abaixo tem 2 entradas (A e B) e
4 saidas (1,2,3e4).

Entradas

Pense em todas as diferentes maneiras que vocé
poderia entrar e sair desse parque.
Quantas s&o essas maneiras?

e

N
Resposta: _dyaver Ml omnandinon

\

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.

A Figura 5 mostra claramente a emergéncia da correspondéncia
um-para-muitos, sendo possivel combinar uma entrada com duas sai-
das e outra entrada com outras duas saidas. Embora o estudante com-
preenda que uma entrada possa se combinar com mais de uma saida,
sua compreensao estd presa a ideia de que uma entrada nao pode se
combinar com a saida que estd associada a outra entrada. Importante
comentar que, diferentemente da Estratégia Tipo 2, esta forma de re-
solucao permite que todos os elementos dos dois conjuntos (entradas e
saidas) sejam combinados, ainda que ndo sejam estabelecidas todas as
combinacdes possiveis. Desta forma, apesar da flexibilidade na forma-
¢do das combinacdes entre os elementos dos dois conjuntos (no caso,
formando pares entre entradas e saidas), a estratégia adotada nao per-
mite que todas as possibilidades sejam esgotadas na formacdo das tra-
jetorias.

Estratégia Tipo 4: formas de resolucdo combinatérias que envol-
vem a correspondéncia um-para-muitos entre todos os elementos de
um conjunto com todos os do outro conjunto de forma exaustiva. Nesse
caso, a crianc¢a encontra todos os casos possiveis de combinacao, acei-
tando que cada elemento de um conjunto pode ser combinado com to-
dos os elementos do outro conjunto. Abaixo sdo apresentados exemplos
dos métodos adotados pelos participantes para a solu¢do do problema
de produto cartesiano direto proposto:
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Figura 6 — Procedimento Adotado pelo Participante 6

O parque de divers&o abaixo tem 2 entradas (A e B) e
4 saidas (1, 2,3 e 4).
Saida 2 Saida 3
(R
Sidnlr PGF‘QU@ de e Saida 4
diversédo -

9 B
Entradas

Pense em todas as diferentes maneiras que vocé
poderia entrar e sair desse parque.
Quantas séo essas maneiras?

EMT&O—A & S FHTao -0)E saigh

-4 B e s EMtAQ ~p E SHIO
MTRO E ' 5 fa o
MmTRo~A B SA (O EMTa g ~p ES AL

= utheo4 £ 54 1O

4

Resposta: _§¥

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.

Figura 7 — Procedimento Adotado pelo Participante 7

O parque de diverséo abaixo tem 2 entradas (A e B) e 4
saidas (1,2,3 e 4).

Saida 2 Saida 3

N

Saida 1 Saida 4

Parque de
diversdo

A B
Entradas

Pense em todas as diferentes maneiras que vocé poderia
entrar e sair desse parque.
Quantas s&o essas maneiras?

q
Resposta: R o ve i lan .

s

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.
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Figura 8 - Procedimento Adotado pelo Participante 8

O parque abaixo tem 2 entradas diferentes (entrada A e
entrada B).

Nesse parque sabemos que uma pessoa pode ter 12
maneiras diferentes de entrar e sair dele.

Cologue no desenho as saidas que esse parque tem
;asposta%.w_ Foei s,

e

Fonte: Extrato de protocolo retirado do material coletado pela pesquisa.

AFigura 6 traz uma resolucdo que é representada através da escri-
ta e na Figura 8 observa-se o uso da drvore de possibilidades. Seja atra-
vés da representacao por meio da linguagem escrita (Figura 6) ou por
meio de diagrama (Figura 7) esses exemplos ilustram a preocupacgao do
estudante em exaurir todas as possibilidades de combinacdo quando
toma um dos elementos de um conjunto e o combina de forma siste-
matica com todos os elementos do outro conjunto. Assim, apesar de se
constituirem em representacoes distintas os dois exemplos consistem
em solucbdes combinatérias.

Na Figura 8 a resolucao se assemelha aquela ilustrada na Figura
7. Considerando que o exemplo trata de um problema de produto carte-
siano inverso, é possivel supor duas formas de resolugcdo: uma em que
as combinacdes foram feitas gradativamente, em que as 12 trajetorias
iam sendo distribuidas entre as saidas (indicadas por um S no interior
de um quadrado) e outra em que a operacao de divisdo era aplicada (12
dividido por 2 igual a 6), ap6s o que representava as seis saidas e as tra-
jetérias formadas com as duas entradas ja presentes no diagrama do
parque. Considerando que o examinador ndo estava presente no mo-
mento em que o estudante resolvia os problemas, ndo é possivel saber
ao certo qual o processo de resolucdo efetivamente empregado. Contu-
do, seja um procedimento ou outro é certo que a estratégia adotada era
combinatoria.

Deacordo com a Tabela 1, as estratégias variam em funcdo do tipo
de problema. Os problemas diretos eram resolvidos por meio dos quatro
tipos de estratégias, enquanto que os inversos eram resolvidos apenas
por meio das estratégias Tipo 1 (auséncia de solucdao combinatéria) e
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Tipo 4 (solucdo combinatéria). Uma discussdo acerca desse resultado
serd conduzida adiante.

Tabela 1 - Frequéncia e Percentual (Entre Parénteses) de
Estratégias em Funcao do Tipo de Problema

Estratégias Prob%relrznzaglg))ireto Probl((ralrilgég)verso
Tipo 1 (Auséncia de solu¢do combinatoria) 173 (64,4) 258 (95,9)
Tipo 2 (Combinacao fixa) 8 (3) 0
Tipo 3 (Combinacao flexivel) 33(12,2) 0
Tipo 4 (Solu¢do combinatdria) 55 (20,4) 11 (4,1)

Fonte: Dados quantificados, retirados do material coletado pela pesquisa.

Verifica-se que tanto no problema direto (64,4%) como no inverso
(95,9%), a estratégia Tipo 1 foi significativamente mais utilizada em re-
lacdo as demais, conforme revelado pelo Teste de Wilcoxon (valores de
p <.02). Sendo isso, particularmente, observado em relacdo ao problema
inverso.

Comparacodes entre os tipos de problema mostraram que a estra-
tégia Tipo 1 foi mais frequente no problema inverso do que no direto
(Z=-9,113; p= .000). Enquanto o oposto ocorreu em relacao a estratégia
Tipo 4 que foi mais adotada no problema direto do que no inverso (Z=
-6,223; p=.000).

A Tabela 2 mostra que em cada ano escolar houve uma maior fre-
quéncia da estratégia do Tipo 1 do que as demais estratégias em relacao
a ambos os problemas, sendo isso confirmado pelo Teste de Wilcoxon
(problema direto: valores de p < 0.02. Problema inverso: valores de p <
0.001).

Tabela 2 - Frequéncia e Percentual (Entre Parénteses) de
Estratégias em Funcao do Tipo de Problema e Ano Escolar

Problema Direto
Estratégias 3°ano 4° ano 5° ano
n=_386 n=94 n=289
Tipo 1 (Auséncia de solu¢do combinatéria) | 56 (65,1) 58 (61,7) 59 (66,3)
Tipo 2 (Combinacao fixa) 4(4,7) 3(3,2) 1(1,1)
Tipo 3 (Combinacao flexivel) 14 (16,3) 14 (14,9) 5(5,6)
Tipo 4 (Solugdo combinatoéria) 12 (14) 19 (20,2) 24 (27)
Problema Inverso
Tipo 1 (Auséncia de solu¢do combinatéria) | 78 (90,7) 91 (96,8) 89 (100)
Tipo 2 (Combinacao fixa) 0 0 0
Tipo 3 (Combinacao flexivel) 0 0 0
Tipo 4 (Solugdo combinatdria) 8(9,3) 33,2 0

Fonte: Dados quantificados, retirados do material coletado pela pesquisa.

Analisando os dados da Tabela 2 e iniciando pelo problema in-

verso, é possivel notar que a estratégia Tipo 1 foi adotada na quase to-
talidade das solucdes das criancgas do 3° e do 4° ano e na totalidade de
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solucdes das criancas do 5° ano (valores de p=.000). Ao aplicar o Teste
U de Mann-Whitney para identificar se houve diferencas entre o 3° e o
5° ano em relacdo a estratégia Tipo 1, observou-se que sim (U= 3471,0;
p=.003). Em relacdo a estratégia Tipo 4, igualmente foi encontrado dife-
rencga significativa entre esses dois anos escolares (U= 3471,0; p=.003).
Assim, a estratégia Tipo 1 era mais adotada no 3° ano do que no 5° ano, e
a estratégia Tipo 4 era mais empregada pelas criancas do 5° ano do que
pelas do 3° ano.

Considerando apenas o problema direto, comparacdes entre o0s
anos escolares, por meio do Teste U de Mann-Whitney, revelaram dife-
rencas significativas em relagdo as estratégias do Tipo 3 e Tipo 4. A es-
tratégia Tipo 3 foi menos adotada pelas criancas do 5° ano (5,6%) do que
pelas criancas do 3° ano (16,3%) (U= 3419,0; p=.024) e do 4° ano (14,9%)
(U=3795,0; p=.040). Quanto a estratégia Tipo 4, a tinica diferenca iden-
tificada foi em relagdo ao seu uso no 3° ano, que foi menos frequente do
que no 5° ano (Z=3329,0; p=.034).

No problema inverso, o Teste U de Mann-Whitney identificou di-
ferencas entre o 3° e 0 5° ano em relacdo a estratégia Tipo 1 (U= 3471,0;
p=.003) eemrelacdo a estratégia Tipo 4 (U=3471,0; p=.003). A estratégia
Tipo 1 era mais adotada no 3° ano do que no 5° ano, e a estratégia Tipo
4 era mais empregada pelas criancas do 5° ano do que pelas do 3° ano.

Conclusoes e Discussao

O primeiro resultado a ser comentado é que problemas de combi-
natéria inversos sdo mais dificeis do que os diretos, como documentado
na literatura. O que os dados deste estudo acrescentam a literatura é
que isso ocorre porque em tais problemas as relagbes um-para-muitos
sao particularmente mais implicitas do que nos problemas diretos, uma
vez que a partir do valor do conjunto produto dado no enunciado é ne-
cessdrio determinar um dos conjuntos elementares. Esta relacdo é bem
mais opaca do que aquela que precisa ser estabelecida entre os conjun-
tos elementares nos problemas diretos. Tal interpretacdo se apoia na
andlise das estratégias adotadas na resolugdo dos dois tipos de proble-
mas de produto cartesiano. Importante enfatizar que a simples andlise
do desempenho (ntimero de acertos), como usualmente conduzida nas
pesquisas na drea, ndo permite gerar essa explicacdo. Nesse sentido, as
estratégias identificadas assumiram papel de destaque, contribuindo
para explicar a razao da diferenca de desempenho entre problemas di-
retos e inversos.

Além desse resultado, os dados permitiram responder a seguin-
te questdo: as estratégias de resolucdo adotadas seriam as mesmas ou
variariam em func¢do do problema ser direto ou inverso? Por um lado, a
resposta a essa questao é afirmativa, pois havia estratégias comuns aos
dois tipos de problema. Contudo, por outro lado, variagoes foram iden-
tificadas, pois havia estratégias que foram adotadas apenas nos proble-
mas diretos. Importante ressaltar que as estratégias identificadas sao
de natureza hierdrquica, no sentido de expressarem diferentes niveis de
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compreensao: as estratégias Tipo 2 e Tipo 3 revelam a emergéncia de ra-
ciocinio combinatdrio, aspecto este ausente na estratégia Tipo 1 e con-
solidado na estratégia Tipo 4, que revela o uso de solucdao combinatéria.
Portanto, em uma perspectiva de desenvolvimento, identifica-se uma
progressao no raciocinio combinatdrio que se manifesta na resolucdo
de problemas de produto cartesiano diretos, mas ndo em relacdo aos
inversos. Nos inversos, parece haver uma ruptura nessa progressao, in-
dicando um comportamento do tipo tudo-ou-nada: as criangas passam
da auséncia de solucao combinatéria para o uso de solucdes combina-
térias apropriadas. Esse €, sem dtvida, um aspecto interessante acer-
ca do raciocinio matematico no ambito da Combinatéria. Talvez isso
ocorra porque uma vez compreendidas, de forma gradual, as relacoes
um-para-muitos nos problemas diretos, elas passam a ser aplicadas, de
forma imediata, na resolucao dos problemas inversos. Em outras pala-
vras, a compreensao das relagdes um-para-muitos parece se iniciar no
ambito dos problemas diretos. Esse dado tem repercussoes didéticas,
sugerindo que o ensino introdutério da Combinatéria possa se iniciar
pelos problemas de produto cartesiano direto avancar na direcdao dos
problemas inversos, colocando-os em perspectiva. Na realidade, a in-
troducao da Combinatéria no Ensino Fundamental por meio de pro-
blemas diretos ja vem sendo feita, ainda que de maneira timida, sendo
importante pensar-se em propostas que gradativamente abordem os
problemas inversos, deixando explicitas as relacées um-para-muitos.

O que se nota é que, embora o padrado da progressdo identificada
seja diferente em ambos os tipos de problema, a natureza da dificulda-
de é a mesma: o estudante tem que lidar com as relagées um-para-mui-
tos que estdo implicitas tanto nos problemas diretos como nos inversos.
Esta natureza implicita das relagdes é mais acentuada nos problemas
inversos pelas razdes discutidas anteriormente. Esse resultado se torna
mais robusto devido ao fato de que nessa investigacdo os participan-
tes que resolviam os problemas diretos eram os mesmos que resolviam
os problemas inversos. Pelo que se conhece, tal controle metodolégico
estava ausente em pesquisas anteriores, que investigavam problemas
diretos ou problemas inversos, sem articuld-los em uma mesma popu-
lacao.

O desenvolvimento do raciocinio combinatério observado nes-
te estudo também se assemelha a progressdao mencionada por Moro e
Soares (2006a; 2006b) e por English (1991; 1992). Entretanto nesses es-
tudos ndo foram exploradas comparacgdes entre estratégias adotadas
em problemas cartesianos de diferentes tipos, examinando-se apenas
a resolucdo de problemas diretos. Assim, os resultados desta pesquisa
tanto corroboram dados anteriormente documentados na literatura
como também contribuem com novas informacdes acerca do desenvol-
vimento desse raciocinio.

Para finalizar, de modo geral o estudo revela a grande dificuldade
que os estudantes encontram frente a problemas que requerem racio-
cinar de forma combinatéria. E preocupante verificar que essa dificul-
dade persiste mesmo entre aqueles que estao no 5° ano do Ensino Fun-
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damental que ja dominam as operacoes de multiplicacao e de divisao,
e que ja foram formalmente instruidos a outros conceitos préprios do
campo das estruturas multiplicativas. Seria importante saber quando,
com que frequéncia, e como os livros didaticos abordam problemas que
envolvem o raciocinio combinatério. O que se deseja comentar é que
além da complexidade inerente ao raciocinio combinatério, a pouca
familiaridade com problemas desse tipo é um fator adicional de difi-
culdade para o estudante. Dois aspectos poderiam ser considerados no
ensino de Matemdtica a esse respeito: expor os alunos a problemas de
produto cartesiano e tornar explicitas as relagdes um-para-muitos (pri-
meiro em problemas diretos e posteriormente em problemas inversos).
Spinillo e Silva (2010), por exemplo, obtiveram um indice de sucesso ex-
pressivo na resolucao de problemas diretos por criancas quando lhes
eram explicitadas as relagdes um-para-muitos. Segundo nossa anélise,
Azevedo e Borba (2013a; 2013b) também explicitaram essas relagdes ao
explorarem a arvore de possibilidades na resolucdao de problemas de
produto cartesiano. Portanto, além dos limites, ha as possibilidades que
viabilizam o ensino da Combinatéria nos anos iniciais da escolarizacdo
bésica.

Como comentdrio final, os problemas de produto cartesiano, de-
vido a sua natureza, sdo um caso a parte e nao podem ser tratados como
mais um problema de multiplicacdo ou de divisdo, pois demandam for-
mas de raciocinar mais complexas que precisam ser consideradas nas
situacoes de ensino.

Recebido em 15 de maio de 2016
Aprovado em 27 de agosto de 2016
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