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Resumo. Simulamos a separagao dos componentes de uma mistura bifésica com a
equagao de Cahn-Hilliard. Esta equacao contém intrincados termos nao lineares e
derivadas de alta ordem. Além disso, a delgada regido de transi¢do entre os compo-
nentes da mistura requer muita resolugdo. Assim, determinar a solugdo numérica da
equagao de Cahn-Hilliard ndo é uma tarefa facil, principalmente em trés dimensoes.
Conseguimos a resolugao exigida no tempo usando uma discretizagdo semi-implicita
de segunda ordem. No espago, obtemos a precisao requerida utilizando malhas refi-
nadas localmente com a estratégia AMR. Essas malhas se adaptam dinamicamente
para recobrir a regiao de transi¢gdo. O sistema linear proveniente da discretizagao
é solucionado por intermédio de técnicas multinivel-multigrid.

Palavras-chave. Equacdo biharménica, malhas adaptativas com refinamento lo-
cal, métodos semi-implicitos, modelos de campo de fase, multigrid multinivel.

1. Introducao

A equagdo de Cahn-Hilliard é um modelo de campo de fase [3, 7, 9, 10, 11, 12,
14, 15, 16, 18, 20, 24] que permite simular a separacdo dos componentes de uma
mistura bifasica. Os modelos de campo de fase constituem uma classe particular dos
modelos de interface difusiva. Nesses modelos, as transi¢des abruptas nas interfaces
entre os diferentes fluidos ou materiais sao substituidas por camadas delgadas nas
quais as forc¢as interfaciais sao distribuidas suavemente. A idéia basica é introduzir
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um pardmetro de ordem ou campo de fase ¢ que descreve em cada instante o estado
do fluido. Esse parametro de ordem varia continuamente sobre as finas camadas
interfaciais, tornando-se mais uniforme no interior das fases.

Fundamentados nas pesquisas de Badalassi, Ceniceros e Banerjee [3] e de Ce-
niceros, Noés e Roma [12, 14, 20], apresentamos neste trabalho uma metodologia
para efetuar simulagoes tridimensionais completamente adaptativas de um modelo
de campo de fase descrito pela equagao de Cahn-Hilliard. A metodologia numérica
aplicada & solucao dessa equagao consiste no uso de uma discretizagao temporal
linear semi-implicita de segunda ordem e de uma acurada discretizacao espacial
em malhas refinadas localmente que se adaptam dinamicamente para recobrir a
interface de transicao. Isto garante precisao tanto no tempo quanto no espago.

Na discretizagao temporal da equagao de Cahn-Hilliard aplicamos o Método de
Gear com coeficientes variaveis no tempo [12, 14, 20] e o sistema linear proveniente
da discretizagao é solucionado com técnicas multinivel-multigrid [1, 2, 8, 13, 14, 17,
19, 20, 21, 23]. A equagao de Cahn-Hilliard é reescrita na forma de um sistema de
equagoes diferenciais parciais para evitar a discretizacao direta do termo biharmé-
nico e possibilitar o emprego de um multigrid linear. Quanto & discretizagao do
dominio, utilizamos o refinamento local adaptativo (AMR - Adaptive Mesh Refine-
ment) introduzido por Berger [4, 5, 6] na solu¢ao numérica de equagoes diferenciais
parciais hiperbolicas. Optamos por essa técnica devido a sua eficiéncia e baixo custo
computacional na remalhagem.

2. Modelo Matemaéatico

2.1. Modelo de campo de fase

A energia livre do sistema permite avaliar o comportamento da separagao dos com-
ponentes de uma mistura. No modelo de campo de fase que adotamos, essa energia
é definida como um funcional de ¢ [3, 7, 9, 14, 15, 20], ou seja,

Fid= [ (1060 + 5 Do) ix. 2.)

~ 1 2
onde () é a regiao do espago ocupada pelo sistema, 562 V|~ & o termo que repre-
senta a energia interfacial, ¢ > 0 é uma constante associada a espessura da interface

de transigdo e f (¢) é a densidade de energia tipica. Esta tem dois minimos que
correspondem as duas fases estaveis do fluido.

A energia livre (2.1) estéa sujeita a restrigao / ¢ (t,x)dx = ¢ |82, sendo ¢y, 0

Q
valor médio do campo de fase ¢ e || o volume do dominio £2.
A primeira derivada funcional da energia livre (2.1)

H0) = S8 = 1 ()~ T (x)

é o potencial quimico, uma medida da tendéncia das particulas & difusao. Quando o

potencial quimico é constante, temos a minimizagao do funcional F [¢] com respeito
as variagoes de ¢. Essa minimizacao fornece o perfil de equilibrio na interface.
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Para a densidade de energia tipica, usamos a fungao double well potential (“pogo

duplo”) [3, 14, 15, 20]
a (B 9 2
ro=5(2-#)
com a = 3 = 1 (Helmholtz free energy). Assim, f'(¢) = ¢> — ¢. Com essa escolha,
os valores 1 e —1 representam as duas fases da mistura e a regiao de transicao é

identificada pela variagao dos valores de ¢ de —1 a 1.
O perfil de equilibrio em R™ é dado pelas solugoes da equacao

1(9) = ¢ — b — V3 =0,

As solugoes ¢+ = +1 sao estaveis, uniformes e representam as fases coexistentes.
A terceira solugao

¢o (2) = tanh <\2/—52> (2.2)

¢ nao uniforme, unidimensional na direcao z e satisfaz as condigoes de fronteira
li =+1.
N, ¢ (2)
A solugao (2.2) [3, 15, 20] descreve o perfil de equilibrio de uma interface plana
normal & diregao z, de espessura proporcional a £ = €, a qual separa as duas fases.

A espessura da interface de equilibrio é definida como sendo a distancia de
¢o(z1) = 0,9¢_ a ¢g (22) = 0,9¢,. Dessa forma temos que

|z — 21| = 2v/2¢ tanh™1(0,9) ~ 4, 164¢.

2.2. Equacao de Cahn-Hilliard

No contexto de problemas transientes e assumindo que os fluxos difusivos interfaciais
sao aproximadamente proporcionais ao potencial quimico [9], a dinAmica do campo
de fase é descrita pela equagao de Cahn-Hilliard

20 v M) Vu), (2.3
onde ¢ = ¢ (t,x,y, 2), com —1 < ¢(¢, x,y,2) < 1, & o campo de fase, u (¢) é o poten-
cial quimico e M (¢) > 0 é a mobilidade ou coeficiente Onsager. Para este usamos,
assim como Badalassi et al [3], a forma M (¢) = M, (1 —v¢°), onde M, e v sdo
constantes nao negativas. Como simulamos a separacao das fases com mobilidade
constante, adotamos M. =1e v =0.

3. Metodologia Numérica

3.1. Estratégia semi-implicita

Seguimos a estratégia de Badalassi et al [3] para tratar a ndo linearidade proveniente
do potencial quimico na equagao (2.3).
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Lembrando que Vf' (¢) = f” (¢) V¢, podemos reescrever (2.3) como

9¢

i MV? (16 — €V?¢) + g (¢), (3.1)
sendo R
9(¢) =V -[M(¢) Vi(9)] = MV? (1¢ — €V?9), (3.2)
T> 0 _mex {f" (@)}, 1 €)0,00[ e M =cy _mex {M(¢)}, c2 €]0,00].

Obtemos a equagao (3.1) somando e subtraindo o termo
MV - [V (1¢ — €V?¢)] (3.3)

a equagao (2.3). No termo (3.3), f'(¢) ¢ linearizado por 7¢ e a mobilidade M &
majorada por M.
Na equagdo (3.1), o termo (3.3) sera implicitado e o termo (3.2) explicitado,

caracterizando assim o método semi-implicito [3, 14, 20].

3.2. Discretizagao temporal

A equagdo (3.1) contém o termo biharmonico V%4 . Para evitar a discretizacio
direta desse termo, consideramos as igualdades ¢ = ¢ e ¢y = T — €2V2¢hy, as
quais permitem reescrever a equacao (3.1) na forma do sistema de equagoes

OO0 11901+ 1 (61, 2) (3.4

po=T¢1 — V¢, (3.5)

com g1 (¢1,¢2) =V - [M (¢1) Vi (¢1)] — MV y.

Na solugao das equagdes (3.4) e (3.5) adotamos condigées de contorno de Neu-
mann homogéneas ou de fluxo nulo, isto é, n-V¢; =0en-Veo, =0, onde n é o
vetor unitario normal & fronteira do dominio de solucao, ou condigbes de contorno
periodicas.

Na discretizagdo temporal das equagdes (3.4) e (3.5) utilizamos o Método de
Gear com coeficientes variaveis no tempo [12, 14, 20|, um método de segunda ordem.
Assim,

02¢i ™! + 01 + aog !
At

= MV2¢5™ + Bigr (67, ¢5) + Bogr (67, 51,

(3.6)
g-i-l: 7_¢711+1 _ 62v2¢711+1, 3.7
onde g1 (67", ¢5") = V - [M (¢7") Vi (¢7")] — MV (¢5").

Como o Método de Gear é um método de dois passos no tempo, precisamos de
&1 e ¢ no instante de tempo t'. Determinamos ¢} e (;5% por intermédio do Método
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de Euler Implicito, o qual pode ser obtido das equagoes (3.6) e (3.7) considerando-se
agzl,al=—1,a0=O,ﬁ1:1eﬁ0=O.

Usamos uma adaptagao do ciclo W [13, 20| para solucionar o sistema formado
pelas equagdes (3.6) e (3.7). Nessa técnica multigrid, empregamos Gauss-Seidel
red-black [23] para relaxar a corre¢do uma vez na descida e uma vez na subida.
Na malha mais grossa, ao invés de solucionarmos exatamente a equagao residual,
relaxamos a correcao algumas vezes. No ciclo W adaptado, utilizamos uma média
simples na restrigao e interpolagoes trilineares no prolongamento.

3.3. Discretizacao espacial

O sistema (3.6)-(3.7) é solucionado em um dominio computacional Q = [A;, By] x
[As, Bs] x [As, Bs] refinado localmente, ou seja, apenas a regido de transi¢ao na se-
paragao dos componentes da mistura é recoberta por malhas espaciais com resolucao
mais elevada. A Figura (1) mostra um exemplo com dois niveis de refinamento.

a b
Figura 1: Separagio (do)s componentes de uma mistura bi(fés)ica com dois niveis de
refinamento local: (a) componentes da mistura e regido de transi¢gdo no dominio
Q =10,1] x [0,1] x [0,1]; (b) refinamento local. O nivel mais grosso corresponde a uma
malha 64 x 64 x 64.

A malha com refinamento local (malha composta) ilustrada na Figura 1-(b) é
denotada como 64 x 64 x 64 L2 ou 643 L2, ou seja, uma malha com dois niveis de
refinamento sendo que as malhas mais grossas estao contidas em uma malha 64 x
64 x 64 e as malhas mais finas em uma malha 128 x 128 x 128. Nessa malha refinada
localmente, calculamos o campo de fase ¢ no centro da célula computacional, um
paralelepipedo de arestas Az, Ay e Az, e discretizamos os operadores gradiente,
divergente e Laplaciano empregando diferengas finitas progressivas, regressivas e
centradas de segunda ordem [20].
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3.4. Estabilidade

A discretizacao semi-implicita para a equagao de Cahn-Hilliard tem um comporta-
mento incondicionalmente estével nos testes numéricos. Nesse caso, para condigoes
iniciais suaves e para garantir a precisao no espaco, empregamos o passo temporal
dado por

At = min {Atl, Atg}, (38)

onde Aty = tyipa —t, Ate = min {Az, Ay, Az}, trina € 0 tempo necessario para
que o estado estacionario seja alcancado e Az, Ay e Az sdo os passos espaciais
em cada uma das dire¢des no nivel que contém as malhas mais finas. No passo
temporal (3.8) temos que At é da ordem de Az (ou Ay ou Az), o que torna
08 €erros no tempo e no espago proporcionais. Alteramos o passo temporal (3.8)
quando queremos capturar a separagao das fases a partir de uma condig¢ao inicial
estabelecida por uma perturbagao randomica (spinodal decomposition). Neste caso,
usamos a estratégia adaptativa para o passo temporal descrita no Algoritmo 1, a
qual possibilita capturar com precisao também a parte inicial e rapida da separacgao.

Algoritmo 1 Selegao do passo temporal de integracao para a equagio de Cahn-Hilliard.

se 0 <t <ce c€]0,00[ entdo
Atl = tfinal —t

Atz = 62
At = min {Atl, AtQ}
senao

Atl = tfinal —t
Aty = min {Az, Ay, Az}
At = min {Atl, AtQ}

fim se

4. Refinamento Adaptativo

Queremos refinar localmente a regiao de transicao porque esta requer alta resolu-
¢ao. Em nosso modelo, as fases estaveis do fluido bifasico sdo representadas pelos
valores -1 e 1 e a transicao pelos valores entre eles. Usamos esta propriedade para
marcar as células computacionais que serao refinadas usando o algoritmo de Berger
e Rigoutsos (AMR) [6]. Dessa maneira, uma célula computacional no nivel imedia-
tamente abaixo do nivel mais fino é marcada se o campo de fase ¢ calculado no seu
centro satisfaz a propriedade

(o) [¢trans — P Omaz> Ptrans + P ¢maw], (41)

sendo @urans = 0, @mae = 1 0 valor méximo do campo de fase e p um porcentual de
@rmaz, como por exemplo, p = 0,99. Com esta estratégia refinamos p% da regiao de
transicao.
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A adaptatividade do refinamento é definida pela verifica¢ao da propriedade (4.1)
a cada n At passos no tempo, com n =2 ou n =4. Se pelo menos uma célula
computacional do novo conjunto de células marcadas no nivel imediatamente abaixo
do nivel mais fino nao pertencer ao conjunto de células marcadas anteriormente, o
processo de refinamento é entao novamente ativado.

5. Verificagcao da Ordem do Esquema Numérico

Apresentamos um teste em malhas uniformes e em malhas refinadas localmente para
comprovar numericamente a convergéncia do esquema de segunda ordem proposto
para a equagao de Cahn-Hilliard (2.3). Na malha com refinamento local, utilizamos
dois niveis de refinamento - Figura 2 - que permanecem inalterados ao longo do
tempo (malha composta estatica). Queremos dessa forma verificar se os erros de
truncamento introduzidos pela interpolagao e pela discretizagao nas interfaces entre
as malhas grossas e finas sao controlados corretamente a fim de evitar a degradagao
da precisao global.

(b)
Figura 2: Malha composta com dois niveis de refinamento (o nivel mais grosso corresponde
a uma malha 32 x 32 x 32): (a) corte em z = 0, 1; (b) corte em y = 0, 2.

Para a anélise de convergéncia, assumimos que a solugado numérica obtida possui
uma expansao assintotica em poténcias do espagamento da malha [20]. Isto nos
permite usar a estimativa

logo R =+ n (5.1)

para determinar a ordem de convergéncia do campo de fase ¢. Em (5.1), n é a
ordem de convergéncia e R é a razao entre os erros absolutos cometidos nas malhas
com espacamento h e 3 respectivamente.

Verificamos a ordem de discretizagdo do esquema numeérico proposto para a
equagdo de Cahn-Hilliard (2.3) testando-o na solucao da equagao

26

5¢ (6X) =V - [M (¢ (t,x)) Vi (¢ (8, %)) + Fon (2, %), (5.2)
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onde Fy, (t,x) é um termo forgante.
Construimos um problema teste suave escolhendo a fungao

be (t,x) = sin® (2 + 27y + 27wz + 1),

com 0 <t<10 e (z,y,2) =x €]0,1] x [0,1] x [0,1], como solugdo exata de (5.2)
(solugdo manufaturada), de tal maneira que —1 < ¢ <1 V(¢,x). A partir dessa
escolha, o termo forgante é dado por

Ipe
ot

Fen (tu X) = (tv X) -V [M (¢e (tv X)) Y (¢e (tv X))]
e a condigao inicial por ¢ (0,x) = ¢ (0, x).

Adotamos mobilidade constante, isto &, M (¢, (t,x)) = 1, condigdes de contorno
periodicas e o passo temporal (3.8). Para as constantes presentes nas equagoes
discretas (3.6) e (3.7), atribuimos os valores M = 1, 7 = 2 [22] e €2 = 0, 01.

A Tabela 1 mostra os resultados obtidos para o teste em uma malha uni-
forme e na malha com refinamento local descrita anteriormente, respectivamente.
Observando-a, percebemos a convergéncia de segunda ordem do esquema numeérico.

Tabela 1: Razao de convergéncia para a equagao de Cahn-Hilliard com condicoes de
contorno periddicas e mobilidade constante: (a) malha uniforme; (b) malha composta.

| Malhas | 6 — dell2 | R || Malhas | [¢—¢dellz | R ]

325 L1 | 7,475653 x 102 325 L2 | 8,085192 x 102
645 L1 | 1,843576 x 102 | 4,05 || 645 L2 | 2,376079 x 10~2 | 3,40
1285 L1 | 4,584804 x 102 | 4,02 || 1285 L2 | 5,963587 x 103 | 3,98

(a) (b)

6. Simulacao Computacional

Na simulacao da separacao das fases usamos como condigao inicial para o campo
de fase ¢ uma distribui¢do randémica fornecida por

0 (0,2,9,2) = om +€7(z,9, 2),

onde ¢, = 0 (spaghetti case) é a concentragao constante da mistura uniforme, € é
a constante relacionada a espessura da interface de transi¢do e r(z,y,2) € [—1,1]
com média igual a zero.

As equagoes (3.4) e (3.5) s@o solucionadas no dominio Q2 = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1],
com condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas, ou seja,

n-V¢1 :0en-V¢2=0.

O passo temporal empregado é aquele mencionado no Algoritmo 1, sendo ¢ = 10,

e as equagoes discretas (3.6) e (3.7) sdo integradas durante um tempo t = 23. Este
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tempo é suficiente para que ocorra a separacao completa dos dois componentes da
mistura.

Utilizamos uma malha refinada localmente 32% L3, sendo que a malha do nivel
mais fino coincide inicialmente com o dominio. Desta forma, comegamos integrando
as equagoes em uma malha 128 x 128 x 128. Como a fase inicial da separagao
(0 <t < 10¢) ocorre rapidamente, ativamos nessa etapa o refinamento localizado a
cada 2 passos no tempo. Apds essa fase, a cada 4 passos. Usamos a estratégia (4.1)
com p = 0,99 para marcar as células computacionais que serdo submetidas ao AMR
e definir assim as regioes refinadas.

Quanto as constantes presentes nas equagoes discretas (3.6) e (3.7), adotamos
para elas os valores

. 4,0\?
T=2,M=1,M,=1ley=0— M=1¢ee?=0,00095 ~ (1—28> .

A Figura 3 mostra o bom comportamento do c6digo computacional na execugao
do teste. Observando-a, constatamos que a energia livre descresce monotonicamente
em dire¢ao a um valor minimo e que ¢, é preservado pelo menos até a segunda casa
decimal [3]. Quanto ao ntimero de células computacionais, percebemos a redugao
do custo computacional no decorrer do tempo.

A Figura 4 ilustra algumas etapas da simulacao da separagao dos componentes
de uma mistura bifasica empregando a equacao de Cahn-Hilliard; a Figura 5, a
malha composta em um instante do estado estacionéario.

7. Conclusao

Apresentamos uma estratégia computacional para a simulacao tridimensional com-
pletamente adaptativa de um modelo de campo de fase conservativo descrito pela
equagao de Cahn-Hilliard. Com ela simulamos a separagao dos componentes de
uma mistura bifésica.

A metodologia numérica empregada combinou malhas refinadas localmente com
uma discretizagao temporal semi-implicita de segunda ordem e técnicas multinivel-
multigrid lineares para a solucdo de sistemas. A discretizagdo proposta é isenta
de restrigoes severas de estabilidade e a ordem da discretizacao foi comprovada
numericamente com o emprego de uma solu¢do manufaturada.

8. Ferramentas Computacionais

Desenvolvemos o c6digo computacional em linguagem Fortran 90 e executamos
a simula¢do em uma Power Mac G5 (modelo M9592LL/A) com processador quad
(duplo dual) de 2.5GHz, 16GB de memoria RAM, 250GB de disco rigido, aritmética
de 64 bits, compilador absoft para Fortran 90 e sistema operacional Linux (ydl).
Visualizamos os resultados com o Tecplot 360.
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Figura 3: Simulagio da separagao dos componentes de uma mistura bifasica empregando

a equagao de Cahn-Hilliard: (a) energia livre do sistema; (b) valor médio ¢, do campo de

fase ¢ ; (c) namero de células computacionais.
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Figura 4: Simulagdo da separa¢ao dos componentes de uma mistura bifasica empregando

a equagdo de Cahn-Hilliard: estado da separacio nos tempos (a) t = 0, (b) t &~ 3,8x1072,
(c) t = 5,3x1072, (d) t = 7,6x1072, (e) t =~ 0,16, (f) t ~ 0,46, (g) t =~ 1,89, (h) t ~ 5,58

e (i) t ~ 23,00.
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Figura 5: Malha composta no instante ¢ & 23, 00.

Abstract. We simulate 3D spinodal decomposition modeled by the Cahn-Hilliard
equation. This equation has intricate nonlinear terms and high order derivatives.
Moreover, the thin transition region between the components of the mix requires
high resolution. Thus, the computation of the Cahn-Hilliard equation is not an
easy task, specially in three dimensions. We get the required resolution in time
using a semi-implicit second order discretization scheme. In space, we obtain high
accuracy utilizing meshes locally refined with the AMR strategy. These meshes
adapt dynamically to cover the transition region. The linear system obtained from
the discretization is solved by multilevel- multigrid techniques.

Keywords. Biharmonic equation, adaptive mesh refinements, semi-implicit me-
thods, phase-field models, multi-level multigrid.
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