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Resumo. Neste trabalho, é feita a fundamentacao para os conceitos de sinais e
sistemas intervalares complexos, fazendo-se o uso da aritmética complexa retangular
e do conceito de intervalo de nimeros complexos feito com auxilio da chamada
ordem de Kulisch-Miranker para complexos. E apresentado também o conceito
de representacao intervalar e é definida a representacéo canodnica intervalar (CIR)
de fungdes complexas. A partir de um sistema f que opere sobre sinais cujos
valores sejam nimeros complexos, usando a fungdo CIR, encontra-se um sistema
intervalar F' o qual preserva, no ambiente intervalar, as propriedades de f, tais como
estabilidade, invaridncia no tempo, aditividadade, homogeneidade e linearidade.
Palavras-chave. Aritmética Complexa Intervalar, Intervalos de Complexos, Sinais
Intervalares, Sistemas Intervalares, Representacao Intervalar.

1. Introducao

Um dos topicos de interesse da area de processamento digital de sinais (PDS) é
o problema de representacao de sistemas reais em hardware e/ou software [3, 10,
21]. Tal representagio é passivel de erros e imprecisoes, provocados por falhas
nos instrumentos de medicao, limitagGes de representacao em maquina, etc. Como
forma de controlar tais erros e imprecisoes os autores sugerem o uso da matematica
intervalar.

A matemética intervalar lida com dados numéricos na forma de intervalos com-
pactos com o objetivo de codificar os erros computacionais, ou imprecisdes, no
proprio intervalo |7, 11, 12, 13]. Por isso, a abordagem intervalar de algumas ferra-
mentas usadas em PDS, como sinais, sistemas e transformadas proporciona maior
controle de erros nas representagoes e também resultados confidveis nas implemen-
tagoes de célculos computacionais complexos, como as convolugoes [15].

Os sinais utilizados em aplicagbes, na maior parte dos casos, sao continuos no
tempo. Por exemplo, na Figura 1, tem-se um circuito LC paralelo com indutor L
e capacitor C' supostos ideais. A operagao desse circuito é descrita pela equagao

fabiana.santana@ifrn.edu.br
2fagner@ccet.ufrn.br, adriac@dca.ufrn.br, regivan@dimap.ufrn.br

Recebido em 15 de Abril 2011; Aceito em 24 Fevereiro 2012. Apresentado no XXXIIT CNMAC.



86 Santana, Santana, Doria Neto e Santiago

d?v(t)
. a2 : : .
capacitor no tempo ¢, C' é sua capacitdncia e L é a induténcia do indutor. Para
v(0) = Vb a solugdo dessa equagdo € o sinal v(t) = Vpcos(wot), t > 0, em que

1
wo = —— [6]. Supondo Vo =3 e w = 57, segue ue v(t) = V3 cos(57t).
0 m[] p 0 0 gue q () ( )

diferencial de segunda ordem LC + v(t) = 0, em que v(t) é a tensdo no

i)=C <)

Figura 1: Haykin [6]. Circuito LC paralelo com indutor L e capacitor C' ideais.

Para processar o sinal v(t) = /3 cos(57t) computacionalmente é necessario fa-
zer a amostragem do mesmo. Por exemplo, considerando ¢t € N, 1 <t < N, a
amostragem do sinal v(t) é composta pelos valores v(1),--- ,v(IN). Como o sistema
computacional nao representa todos os nimeros reais, ¢ comum que alguns dos valo-
res v(t), 1 <t < N seja um valor com erro ou imprecisdo. A matemaética intervalar
possibilita representar os valores com imprecisao por intervalos. Para ilustrar, su-
ponha que o sistema computacional tenha precisao de dois digitos decimais. Nesse
sistema o valor v(1) = v/3 cos(57) = 1.667365859..., que antes era representado por
1.67, sera representado pelo valor intervalar [1.66,1.67], pois 1.66 ¢ o maior valor
menor ou igual a v(1) com dois digitos decimais e 1.67 ¢ o menor valor maior ou
igual a v(1) com dois digitos decimais.

Em véarios trabalhos, como [2, 3, 4, 5, 10, 18|, encontram-se estudos do proces-
samento digital de sinais com o uso da matematica intervalar. Os autores estao
adotando os intervalos para capturar a imprecisao existente no processo de repre-
sentacao numérica ou gerada durante o processamento. Essa alternativa tem se
mostrado uma solucao para a perda das informagoes, pois a representacao interva-
lar armazena a informagao do quao imprecisa é tal representacao.

Em todos esses trabalhos, intuitivamente, utiliza-se sinais intervalares, o que
motiva a fundamentagao das nogoes de sinais e sistemas intervalares, assim como
de suas propriedades, da mesma forma que é feito para o caso classico dos sinais
complexos.

Este trabalho é organizado como segue. Na Sec¢ao 2, é abordada uma aritmética
complexa intervalar. Na Secao 3, sao definidos sinais intervalares complexos e mos-
trado que um sinal intervalar complexo se escreve como combinacao de impulsos
deslocados, como acontece no caso classico. Na Segao 4, sao definidas as principais
classes de sistemas complexos intervalares, tais como: invaridncia no tempo, esta-
bilidade, aditividade, homogeneidade e linearidade. Além disso, faz-se a extensao
do conceito de representagao canonica intervalar (CIR), definida em [7], para o caso
complexo, que associa imagens de fungoes complexas sujeitas a imprecisoes a nu-
meros complexos intervalares, capturando a imprecisao no sinal. Utiliza-se a fungao
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CIR para estender sistemas classicos a sistemas complexos intervalares e mostra-se
que dessa forma as propriedades citadas acima sao preservadas.

2. Aritmética Retangular

Em 1968, Alefeld [1] introduziu a representacao retangular para niimeros complexos
sujeitos a imprecisoes e uma aritmética que, sob certas condigoes, reduz-se a arit-
mética de Moore para intervalos reais [12]. Algumas de suas propriedades, como a
corretude e a inclusdo monotonica, estdo demonstradas em [1], onde os autores tam-
bém observam que as operacoes de multiplicagao e divisao introduzem certo grau
de imprecisao, mas, apesar disso, apresentam resultados satisfatérios com respeito
a aplicagoes [10, 17]. Pode-se encontrar mais propriedades a respeito da aritmética
complexa intervalar em [16].

Definicao 2.1. (Conjunto dos Intervalos de Nimeros Reais) Sejam a,a € R, com
a <a. O intervalo [a,a] € constituido por todo a € R tal que a < a < a.

Observagao 1. O conjunto dos intervalos reais € denotado por IR.

Definicao 2.2. (Aritmética de Moore em IR) Dados os intervalos reais A = [a,a]
e B= [Q, b] as operagoes elementares sao definidas por:

(a) A+ B=[a+ba+b];
(b)) A— B = [Q—E,E—Q];

(c) A x B = [min{ab, ab,ab,ab}, max{ab, ab, ab, ab}];

o

O conjunto destas operagoes € o que se chama aritmética de Moore sobre IR.
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Definicao 2.3 (Distancia para Intervalos Reais). Sejam A = [a,d], B = [b,b] € IR.
A distancia intervalar entre A e B € definida por dps(A, B) = max{|a — b|, |[a — b|},
em que |a| € o mddulo de a.

Definigao 2.4 (Valor Absoluto de Intervalos Reais). Seja A = [a,a] € IR. Define-
se o valor absoluto de A por |A|r = da(A4,]0,0]) = max{|al, [a|}.

Defini¢ao 2.5 (Numero Complexo Intervalar). Sejam A = [a,@],B = [b,b] € IR.
Um nimero complexo intervalar retangular [1] ou simplesmente nimero complexo
intervalar Z € definido como Z = A+iB={z=a+ib:a€ Abe B}.

Observagao 2. O nidmero complexo intervalar Z = A + iB constitui um retdn-
gulo no plano complexo com lados paralelos aos eixos coordenados. O conjunto dos
numeros complezos intervalares serd denotado por R(C).

Definicao 2.6 (Aritmética Retangular). Sejam A,B,C;D € IR e {+,—,X,/} o
conjunto das operagoes aritméticas em IR. Para X = A+1iB,Y =C +iD € R(C)
a aritmética intervalar complexa, ou aritmética retangular, € definida por:
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(a) X ®rY = (A+O) +i(B + D);
(b)) XOrY =(A—-C)+i(B—-D);
(¢c) X®rY = (AC — BD) + i(AD + BC);

(d) X or Y = (AC 4+ BD)/(C? + D?) + i(BC — AD)/(C? 4+ D?), desde que
0¢ (C?+ D?).

Note que para a € R, aY = ([a,a] +i[0,0]) ®r Y = [a,a]C + i[a,a]D. Por
simplicidade utilizaremos aY = aC + iaD.

Proposicao 2.1. Para X,Y,Z € R(C) sdo vdlidas as sequintes propriedades:
(a)XEBRYZYEBRX eX®RrY =Y Q®rX;

b)) (XerY)®BrZ=X®r (Y ®r2);

(c) X =[0,0] 4+ ¢[0,0] e Y = [1,1] +4[0,0] sdo os elementos neutros da adi¢io g
e multiplicacio ®pr, respectivamente;

(d) X 9r (Y @r Z) C (X ®RrY) ®r (X ®r Z);

(e) 2 @r (Y ®rZ)=(xr®rY)®r (x ®r Z), para x € C.

Demonstragiao. A demonstracio pode ser vista em [1]. O

Definigao 2.7 (Distancia para Numeros Complexos Intervalares). Sejam A, B, C, D
IR e X = A+iB,Y = C+iD € R(C). A distdncia intervalar entre X eY € definida

Definigao 2.8 (Valor Absoluto de Ntumeros Complexos Intervalares). Sejam A, B €
IR e X = A+iB € R(C). Define-se o valor absoluto de X por |X|c = dp(A,[0,0])+
dn (B, [0,0]).

3. Sinais Intervalares Complexos

A nocgao de ambiguidade possui diferentes significados, de acordo com Mukaidomo
([14] p. 12) eles sdo classificados em: incompleto, ambiguidade, aleatoriedade,
imprecisao e nebulosidade. Este trabalho lida com o caso da imprecisao em PDS
que geralmente envolve erros® ou ruidos [15]. Na abordagem aqui proposta, o valor
do sinal, num instante n, é representado por um intervalo. A vantagem disto esta
no fato de que o proprio intervalo informa, através da sua amplitude, o erro nele
contido, portanto ao término de um processamento intervalar é possivel se detectar
a quantidade de imprecisao existente no processamento pela simples anélise dos
valores de saida.

Definigao 3.1 (Sinal Intervalar). Um sinal intervalar a tempo discreto € definido
como uma sequéncia X : Z — IR. Usa-se a notag¢io X|[n| para representar o valor
do sinal em n € Z, ou o proprio sinal X.

3Um sinal digital é um sinal discreto, cuja amplitude assume valores num conjunto discreto.
Normalmente esse tipo de sinal se origina da quantizagao de um sinal discreto com valores num
conjunto continuo. Isto é, para cada amostra, a amplitude do sinal é aproximada para o valor
numérico correspondente ao nivel de quantizagao mais proximo e, com isso, origina-se também um
erro de quantizacao.

S
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Definigao 3.2 (Sinal Intervalar Complexo). Sejam Aln|, Bln] € IR dois sinais
intervalares. Um sinal intervalar complero a tempo discreto é uma sequéncia X :
Z — R(C) que associa para cada n € Z um nimero complexo intervalar X [n] =
A[n] +iBJ[n] € R(C).

Para obter amostras intervalares de um sinal continuo serao utilizadas as fungoes
maior inteiro, |x] : R — Z, definida por |z| = sup{z € Z|z < z} e menor inteiro,
[z] : R — Z, definida por [z] = inf{z € Z|z > z}.

Exemplo 1. Para processar computacionalmente o sinal discreto no tempo x(n) =

(0.9)"{0.5 cos(0.27n) — \/Tg sin(0.27n)}, primeiramente, € necessdrio obter as amos-
tras do sinal. Para obter as amostras intervalares do sinal dado, serao feitas as
sequintes consideragoes. Seja F o conjunto de todos os intervalos cujos extremos
pertencem a um sistema de ponto flutuante F', € o menor numero representdvel em
F, R:R — F a funcdo definida por R(z) = [z, T, em que x = |x/e|] xe € F € 0
maior numero menor ou igual a x e T = [x/e| xe € F é o menor nimero maior
ou igual a x e X[n] = R(x(n)) representa as amostras intervalares [19]. Consi-

derando F um sistema de ponto flutuante com dois digitos decimais e ¢ = 0.01,

para 0 < n < 10, obtém-se as sequintes amostras intervalares: X[0] = [0.50,0.50],
X[1] = [-0.10,-0.09], X[2] = [~0.55, —0.54], X[3] = [-0.72,~0.71], X[4] =
[—0.60, —0.59], X[5] = [~0.30,-0.29], X[6] = [0.05,0.06], X[7] = [0.32,0.33],

X[8] = [0.42,0.43], X[9] = [0.35,0.36], X[10] = [0.17,0.18)].

Um sinal discreto classico pode ser representado por combinacao linear de im-
pulsos deslocados, onde a fungao impulso unitario definida por:

5(n)_{ 1, sen=0

0, caso contrario.

é utilizada para tal. Esse fato foi estendido em [21, 22] para o caso de sinais cujos
valores sao intervalos de extremos reais e é estendido abaixo para o caso em que
os valores sao intervalos de extremos complexos. Essa propriedade possibilita a
compreensao e analise do comportamento do sinal e, a partir dela, pode-se definir a
transformada Z de um sinal discreto. A transformada Z é uma ferramenta impor-
tante na anélise de sistemas discretos no tempo. Um dos fatores que a caracteriza
é o fato de ao se aplicar uma funcao exponencial na entrada de sistemas lineares
e invariantes no tempo obtém-se como resposta uma fucao exponencial do mesmo
tipo, porém com amplitude modificada [15].

Lema 3.1. Todo sinal intervalar complexo X [n], discreto no tempo, é representado
o0

por combinagao linear de impulsos deslocados, isto é X[n] = Z X[k]o(n — k)

k=—o0

Demonstragao. A demonstragdo é imediata, basta considerar que d(n — k) # 0
apenas em k = n. O

Observagao 3. Aplicando o resultado da Lema 3.1, para 0 < n < 10, a represen-

tagdo intervalar do sinal x(n) = (0.9)"{0.5 cos(0.27n) — @sin(o.%m)}, dado no
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Ezemplo 1, é: X[n] = X[0)d(n) + X[1]6(n — 1) + X[2]6(n — 2) + X[3]d(n — 3) +
X[4)0(n—4)+ X[5]0(n—>5)+ X[6]6(n—6)+ X [7]6(n—T7)+ X[8]6(n—8)+ X [9]d(n —
9) + X[10}(n — 10).

4. Sistemas Intervalares Complexos

Em PDS os sinais sao processados por sistemas, que sao operadores que podem
modifica-los ou extrair informagdo [9]. Em outras palavras, um sistema é uma
entidade que processa um conjunto de sinais (entradas) resultando em um outro
conjunto de sinais (saidas). Tais sistemas podem ser fisicamente realizéveis ou nao.
Em [21], encontram-se as primeiras idéias de sistemas intervalares reais, além de
algumas propriedades. Porém, ainda ha uma caréncia de fundamentacao teodrica.
Aqui, sera estabelecida a fundamentagdo matemaética para o caso complexo e feita
a extensao de sistemas classicos a sistemas intervalares, para isso este trabalho
estende a nogao de representacao canonica intervalar, proposta em [20], para o caso
complexo.

Definigdo 4.1 (Sistema Intervalar Complexo). Um sistema intervalar complexo
em tempo discreto € uma fungio F : R(C) — R(C), ou seja, € um operador que
mapeia sequéncias de intervalos complexos X[n] em outra sequéncia de intervalos
complezos Y[n]. Isto é, dado um sinal X[n] (sinal de entrada) o sistema retorna
um o sinal Yn] = F(X|[n]) (sinal de saida).

Dependendo das propriedades do operador F', o sistema intervalar complexo
pode ser classificado em estéavel, invariante no tempo e linear, dentre outras propri-
edades, como auséncia de memoria, passividade, auséncia de perdas [15]. No que se
segue, define-se estes conceitos no caso de sistemas intervalares complexos.

Definigao 4.2 (Sistemas Causais). Um sistema intervalar complezo F ¢é dito ser
causal se, quando X [n] = Y[n] paran < ng, entio F(X[n]) = F(Y[n]), paran < ng.

Definigao 4.3 (Sistemas Estéaveis). Um sistema intervalar complexo F é estdvel
se, para todo sinal de entrada X [n] limitado, isto é, para todo n € Z, | X [n]|c < K1,
para algum 0 < K7 < 00, o sinal de saida F(X[n]) também é limitado, isto é, para
todon € Z, |F(X[n])|c < Kz, para algum 0 < K3 < 0.

Definigao 4.4 (Sistemas Invariantes no Tempo). Um sistema intervalar complexo
€ invariante no tempo se, para qualquer sinal de entrada X|[n| e qualquer inteiro
ng, F(X[n —ngl) =Y [n —npl, com Y[n] = F(X|n]).

Definigao 4.5 (Sistemas Lineares). Um sistema intervalar complexo é linear se
e somente se F(aX[n]) = aX[n] e F(X[n] + Y[n]) = F(X[n]) + F(Y[n]), para
qualquer nimero real a e quaisquer sinais intervalares complezos X[n] e Y[n].

Na proxima secao, apresenta-se o conceito de representacao candnica intervalar
para o caso complexo. A partir desse conceito, demonstra-se que sistemas pontuais
estendidos via representagao candnica preservam as propriedades definidas acima.
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4.1. Representacgao e extensao de sistemas complexos

A motivagao inicial da matemaética intervalar é a de trabalhar com dados intervalares
que representam dados numéricos com imprecisoes e/ou erros. E muito importante
que os dados intervalares usados sejam corretos, no sentido de que cada intervalo
contenha o nimero real que ele representa. Baseado nisto, tem-se o conceito de
representagao intervalar.

Definigao 4.6 (Representagio Intervalar, [20]). Dado um nimero real a € R e um
intervalo [x,y], diz-se que [x,y] representa a quando a € [z,y].

Definigdo 4.7 (Representacdo Intervalar de Fungdes Reais, [20]). Uma fungao
intervalar F : IR — IR representa a funcdo real f : R — R quando para todo
x € [a,b] tem-se f(x) € F([a,b]).

Em [20], os autores definem a representagao canodnica intervalar (CIR) de fun-
goes reais, da seguinte forma: se f : R — R é uma funcao que nao possui assintotas
verticais (ou seja, ndo existe a € R tal que limi f(z) = £00), entdo sua representa-

T—a

¢do candnica intervalar ¢ definida como sendo a fungdo CIR(f) : IR — IR tal que
CIR(f)([a,b]) = [min f([a,b]), max f([a, b])]. No mesmo artigo, é mostrado que se
f € continua em um intervalo [a, b], entdo CTR(f)([a,b]) = f([a,b]), em que f([a,b])
representa a imagem do conjunto [a, b] pela fungdo f e que a fungdo CTR(f) é a
melhor representagao intervalar para fungoes reais, no sentido de que qualquer ou-
tra representacdo intervalar F' para a funcao f satistaz CIR(f)([a,b]) C F([a,b]).
Aqui, esses conceitos serdo estendidos para o caso complexo, a fim de encontrar a
melhor representagao intervalar para fungoes complexas.

Definigao 4.8 (Representacao Intervalar de Nuumeros Complexos). Dado um ni-
mero complexo z = a+ib € C e um numero complexo intervalar Z = A+iB € R(C),
diz-se que Z representa z se a € A eb € B.

Definigao 4.9 (Representagio Intervalar de Fung¢oes Complexas). Sejam z = a +
ibeC, Z=A+iB € R(C), f:C — C uma fungao complezxa ¢ F : R(C) — R(C)
uma funcao intervalar. Diz-se que F representa f quando para todo z = a+ib € C
tal que a € A eb € B, tem-se f(z) = c+id comc € C ed € D, em que
F(Z)=C+iD.

Observagao 4. Para z = a + ib € C, denota-se a parte real e imagindria do
nimero complezo z por Re(z) = a e Im(z) = b, respectivamente. Analogamente,
para Z = A+1iB € R(C), denota-se a parte real e imagindria do nimero complexo
intervalar Z por Re(Z) = A e Im(Z) = B, respectivamente.

Lema 4.1. Seja f : C — C uma funcdo complexa limitada em todo retdngulo

do plano complexo, isto é, se R é um retdngulo no plano complexo, entdo existe
0 < K < oo tal que |f(2)] = \/Re(f(2))2 + Im(f(2))2 < K, para todo z € R. A
fungdo intervalar f : R(C) — R(C) definida por f(A+iB) = [a,a] + i[b,b], em que
a = min{Re(f(a +ib))|la € A eb € B}, a = max{Re(f(a +ib))la € A eb € B},
b=min{Im(f(a+ib))la € A eb € B} eb=max{Im(f(a+ib))la€ A ebec B}, ¢

uma representacao intervalar de f.
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Figura 2: Sistema complexo.

Demonstragao. Como f ¢ limitada em todo retangulo do plano complexo, temos
que a funcao f estd bem definida. O fato de que f representa f é imediato. O

Definigao 4.10 (Representagiao Canoénica Intervalar Complexa). Chama-se a fun-

¢ao f, dada na Proposi¢ao 4.1, de representacao candnica intervalar complexa
(CIR).

Teorema 4.1. Se f: C — C € uma fungdo compleza limitada em todo retangulo
do plano complexo, entdo para cada A+iB € R(C), f(A+iB) € o menor retingulo
que contém f(z), para todo z = a +1ib, coma € A eb € B.

Demonstragao. Seja A+iB € R(C). Tome um retangulo R = {z € C|z = ¢+id,c <
c <%d<d<d} tal que f(z) € R para todo z = a+ib, coma € Ae b € B.
Para todo z = z + iy € C, pode-se definir f(z) = u(z) + iv(z), em que u e v
sao fungoes de C em R. Como f é uma fungado limitada em todo retangulo do
plano complexo, as fungbes u e v também as sao, portanto estas assumem maximo
e minimo em todo retangulo, em particular em A + iB € R(C). Agora, defina
a = min{Re(f(a + ib))|a € A,b € B}, a = max{Re(f(a + ib))|a € A,b € B},
b = min{Im(f(a + ib))ja € A,b € B} e b = max{Im(f(a+ib))la € A,b € B}.
Assim, para todo z,y tal que ¢ < z < @eb < y < b, tem-se que = + iy € R
e, consequentemente, [a,a) + i[b,b] C R. Logo, pela Defini¢do 4.10, segue que
f(A+iB) CR.

O

Seja [Z — C] a classe dos sinais de valores complexos em tempo discreto. Um
sistema pode ser visto como uma operagao que transforma sinais em sinais, i.e.
uma fungéo da forma f : [Z — C] — [Z — C]. Entretanto o mesmo pode ser visto,
também, como uma funcao f : C — C que faz o diagrama da Figura 2 comutar,
ie,Vne€Z, f(o1(n)) = o2(n).

Esta ultima abordagem é que sera utilizada neste trabalho, no sentido que as
fungoes f : C — C do diagrama serdo estendidas para as suas respectivas represen-
tagbes canonicas intervalares f : I(C) — I(C).

No que se segue, o sistema f : C — C, y[n] = f(z[n]), sera estendido a um
sistema intervalar complexo, com o uso da representagao candnica f Sera mostrado
que as propriedades de causalidade, estabilidade, invariancia no tempo, aditividade,
homogeneidade e linearidade sao preservadas.
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~

Proposicao 4.1. Se y[n] = f(z[n]) é um sistema causal, entao Yn] = f(X[n]) é
um sistema intervalar causal.

Demonstragdo. Seja f um sistema causal, isto é, se x1[n] = za[n] paran < ng, entao
f(z1[n]) = f(x2[n]), para n < ng. Tome dois sinais X;[n| = A[n] + iB[n], Xa[n] =
Cln] + iD[n] € R(C), tais que X1[n] = Xza[n], para n < ng. Isto é, A[n] = C[n] e
B[n] = D[n], para n < ng. Pelo Lema 4.1, segue que f(X;[n]) = [@n, @] + i[bn, bn),
em que:

an = min{Re(f(a, +iby))|an € Aln],b, € Bln]};

@, = max{Re(f(an + iby))|a, € Aln],b, € Bln|};

b, = min{Im(f(a, + ib,))|a, € A[n],b, € B[nl};

p— ~

by, = max{Im(f(an + iby))la, € A[n],b, € B[n]}. Por outro lado, f(X2[n]) =
(cus 3 + ildn, 2], om que:

¢n = min{Re(f(cn +idyn))|cn € C[n],d, € D[nl};

¢, = max{Re(f (¢, + idy))|cn € C[n],d,, € Din]};

d, = min{Im(f(c, +idy,))|cn € C[n],d,, € Din]};

S
S

dp, = max{Im(f(cy, +idy))|cn € C[n],d,, € Din]}.
Como A[n] = C[n] e B[n] = D[n], para n < ng, tem-se a, = Cp, Gn = Cpn, by = dp €

~ ~

b, = d,,, paran < ng. Logo, f(X1[n]) = f(X2[n]), para n < ng.

O
Proposicao 4.2. Se y[n] = f(z[n]) € um sistema estdvel, entao Yn] = A(X[n]) é
um sistema complexo intervalar estdvel.
Demonstragao. Tome X[n] = Aln] + iB[n] limitado, em que A[n] = [a,,an] €

Bln] = [b,,,bs]. Entdo existem 0 < K, Ky < oo tais que max{|a, |, [@.|} < K1 e
max{|b,|, |bn|} < Ka. Assim, paratodo a,, € A[n] eb, € B[n] temos que |a,,+ib,| =
max{|a,|, |bn|} < max{K;, K3}. Como f & estavel, isso implica em |f(a,, + ib,)| =
len +idy| = max{|cy|, |dn|} < K3, para um dado 0 < K3 < co. Consequentemente,
fazendo ¢,, = min{Re(f(an+iby))|an € A, b, € B}, €, = max{Re(f(an+iby))|an €
Ay, by € Bo}, d, = min{Im(f(a,+ib,))|an € Ay, b, € By} ed, = max{Im(f(an+
ib))|an € Ap, b, € By}, temos que max{|c,|,|[en|} < K3 e max{|d,|, |d.|} < K3.
Logo, fé estavel.

o

Proposicao 4.3. Se y[n] = f(z[n]) é um sistema invariante no tempo, entao
Yn] = f(X[n]) € um sistema complexo intervalar invariante no tempo.

~

Demonstragio. Para X[n — ng| = Aln — ng] + iB[n — ng), temos f(X[n — ng]) =
[min{Re(f(a + ib))|a € Aln —ng] e b € B[n — ng|}, max{Re(f(a + ib))|a € Aln —

ngl e b € Bln—no|}+i[min{Im(f(a+id))|a € A[n—ng] e b € Bln—ng]}, max{Im(f(a+

ib))ja € Aeb € B}]. Como X[n — ng] = A[n — ng] + iB[n — ng|, para todo
a € A[n —ngl e b € B[n — ngl, f(a+ ib) = y[n — ng] pois f é invariante no tempo.
Logo, f(X[n —np)) terda uma resposta com o mesmo deslocamento n — ng, isto é, o
sistema complexo intervalar é invariante no tempo.

O
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Proposicao 4.4. Se y[n] = f(z[n]) é um sistema complezo aditivo, entiao Y[n] =
f(X[n]) € um sistema complexo intervalar aditivo.

Demonstragao. Considere dois sinais complexos intervalares Xi[n] = A; + iB; e
XQ[TL] = AQ + 1By. Fazendo a7 = {Re(f((al + ’Lbl) + (CLQ + ’ng)))|a1 S Al,bl
Bi,as € Ag,bz S BQ} e x = {Im&f((al + ’Lbl) + (az + ibg)))|a1 € Al,bl
Bi,az € Aa,ba € By}, temos que f(Xi[n] + Xz[n]) = [min{a;}, max{a;}]
i[min{az}, max{az}]. Como y[n] = f(z[n]) & aditivo, f((a1 + ib1) + (a2 + ib2))
fla1 + ib1) + f(az + ibs), entdo, fazendo B1 = {Re(f(a1 + ib1))|lar € A1,b1
Bl}, ﬁg = {Re(f(ag +ib2))|a2 S Ag,bg S BQ}, ﬁ3 = {Im(f(a1 +i/131))|a1
Al,bl S Bl} e ﬂ4 = {Im(f(ag + ibg))|a2 S AQ,bQ S BQ}, segue que f(Xl[n] +
Xo[n]) = ([min{B1}, max{f1}] + i[min{fs}, max{Bs}]) + ([min{Bz}, max{Bz}] +

i[min{ B4}, max{Bs}]) = f(X1[n]) + f(X2[n]), isto é, o sistema complexo interva-
lar Y[n] = f(X[n]) & aditivo.

mm Il + mm

(]
Proposicao 4.5. Se y[n] = f(x[n]) é um sistema complexo homogéneo, entao
Yn] = f(X[n]) € um sistema complexo intervalar homogéneo.
Demonstragao. Para X[n] = A+iB € R(C) e k € R, faca a; = {Re(f(k(a +

ib)))|a € A,b € B} e ag = {Im(f(k(a +ib)))|la € A,b € B}. Assim, f(kX[n]
[min{as }, max{a;}| + i[min{as}, max{as}]. Como f é homogéneo, f(k/(\a +ib)
kf(a+ib). Fazendo 81 = {Re(f(a+ib))} e B2 = {Im(f(a+ib))}, temos f(kX[n]
[min{kp1}, max{kpB }]-+i[min{k B2}, max{kp:}] = k([min{f1}, max{p: }|+i[min{ B2}

max{f2}]) = kf(X[n]), isto &, o sistema complexo intervalar é homogéneo.

~— — —
I

O

Proposicao 4.6. Se y[n] = f(z[n]) € um sistema complexo linear, entdo Y[n] =
f(X[n]) um sistema complexo intervalar linear.

Demonstragao. A demonstragao segue imediatamente das Proposigoes 4.4 e 4.5. [

5. Conclusoes

Neste trabalho a aritmética complexa retangular foi aplicada ao contexto de pro-
cessamento de sinais, com o objetivo de se obter uma fundamentacao matematica
para sinais e sistemas intervalares complexos. Foram definidas as principais clas-
ses de sistemas intervalares complexos, como a dos sistemas invariantes no tempo,
estaveis e lineares. Também o conceito de representagao canonica intervalar foi
estendido para o caso complexo. Esta funcao foi utilizada para estender sistemas
usuais a sistemas intervalares complexos e verificou-se que esta extensao preserva
as propriedades mais relevantes do sistema classico.

Os conceitos de sinais e sistemas intervalares para o caso de natureza complexa,
introduzidos nesse trabalho, assim como suas propriedades, podem ser aplicados
em problemas préaticos, pois existem muitos sinais, como os de radiofrequéncia, que
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assumem valores complexos e necessitam de um tratamento da imprecisao exis-
tente no mesmo. Assim, a fundamentagao matematica desses conceitos possibilita
a investigagao de varias ferramentas e algoritmos para o processamento digital de
sinais.

Em trabalhos futuros, pretendemos definir as transformadas Z e de Fourier, que

sao muito utilizadas no processamento digital de sinais, no caso complexo e estudar
suas propriedades.

Abstract. In this work, is made the reasoning for the concepts of interval com-

plex signs and systems, making the use of rectangular complex arithmetic and the
concept of interval complexes numbers made ?7?with the help of Kulisch-Miranker
order to complex. It is also presented the concept of interval representation and
the canonical interval representation (CIR) to complex functions. From a system f

which operates on signals whose values ?7are complex numbers, by using the CIR,
is found a interval system F which preserves, in the interval sense, the properties
of f, such as stability, time invariance, additivity, homogeneity and linearity.

Keywords. Complex interval arithmetic, complex intervals, interval signs, interval
systems, interval representation.
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