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Resumo. Neste trabalho consideramos o problema de inclusao diferencial em es-
calas temporais cujo campo vetorial é uma multifuncao, ou seja, uma fungao que
mapea pontos a conjuntos. O trabalho fornece condigoes de existéncia sem exigir
compacidade do campo vetorial; exige apenas que ele seja convexo, fechado e semi-
continuo inferior. Em trabalhos anteriores na literatura, ou o campo é escalar ou
exige-se que este, além de convexo, seja compacto e tenha o grafico fechado.

Palavras-chave. inclusoes dinamicas, escalas temporais, existéncia de solucoes

1. Introducao

Inclusoes dindmicas com campos vetoriais em escalas temporais tem sido pouco ex-
ploradas na literatura. Entretanto, quando o campo é escalar tem recebido bastante
atencdo. Ver por exemplo os trabalhos [3], [4], [7], [10] e [12]. No trabalho [21] &
tratado o caso vetorial, mas sob as hipoteses de que o campo é convexo, compacto
e com grafico fechado.

Utilizando o método de solugdes superiores e inferiores, em [4] é provado a exis-
téncia de solugoes para inclusoes dinamicas de primeira ordem em escalas temporais
com condicoes de fronteira gerais. Ja em [12] prova-se a existéncia de solugoes para
inclusoes dindmicas de primeira ordem em escalas temporais com condicoes iniciais
nao-locais.

Resultados de existéncia de solucoes para inclusoes dinamicas de segunda or-
dem em escalas temporais com condigoes de fronteira usando o método de solugoes
superiores e inferiores podem ser encontrados em [3] e [10].

Neste trabalho provamos a existéncia de solucoes para o problema de inclusao
dindmica vetorial de primeira ordem sob as hipoteses de o campo vetorial associado
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com a inclusao ser convexo, fechado e semicontinuo inferior. O resultado generaliza
resultados de existéncia para o caso continuo (ver por exemplo, [5]) e, de certa
forma, resultados em escalas temporais em que o campo é escalar. O trabalho
também generaliza, para inclusbes dinamicas, o resultado de existéncia (Teorema
4.3, [14]), provado para equagoes dindmicas em escalas temporais.

Este trabalho é organizado da seguinte forma. Na secao 2 revisamos resulta-
dos e conceitos bésicos sobre calculo diferenical, medida e integral em escalas de
tempo. Na secao 3 enunciamos e provamos o novo resultado de existéncia de so-
lugoes para o problema de inclusdes dindmicas em escalas de tempo. Na secao 4
fazemos comentéarios finais em relacao a contribuicao deste trabalho.

2. Calculo, Medida e Integragao em Escala Tempo-
ral

Nesta secao revisamos os resultados e conceitos basicos sobre a andlise em escalas
de tempo. Relebramos os conceitos de derivadas de fungoes escalares e vetoriais
em escalas de tempo. A seguir introduzimos a medida A e a integral Delta de
Lebesgue em escalas de tempo, bem como algumas propriedades necessarias ao
desenvolvimento da existéncia de solugdes quando o campo é semicontinuo inferior.

O célculo em escalas temporais foi introduzido por Hilger [16] como uma forma
de unificar o calculo diferencial e de diferencas. Entretanto, o estudo sobre escalas
ramificou-se e hoje existe uma vasta literatura sobre o assunto, das quais citamos

[1], (2], (3], [13], [18]-

2.1. Calculo em escala temporal

Neste trabalho T é uma escala temporal, isto é, um subconjunto fechado do R".
Definimos a funcdo o : T — T por o(t) = inf{s € T:s >t} eafuncdo p: T — T
como sendo p(t) = sup{s € T : s < t}. Estamos supondo que inf() = supT e
sup ) = inf T. Definimos a fungdo p : T — [0, +-00) da seguinte forma pu(t) = o(t)—t.

Lema 2.1 (|11]). Se T ¢é uma escala temporal entio existem I C N e {t;};e1 C T

tal que
RS = {t eT:t< U(t)} = {ti}ie].

Se A C R, definimos o conjunto At como At = ANT. Se sup T < +oo definimos
T% =T\ (p(sup T), sup T]y

e se sup T = 4oco definimos T* = T.
Considere uma funcao f: T —+Ret € T*. Se £ € R é tal que, para todo € > 0
existe > 0 de modo que

| flo@)) = f(s) =&(o(t) =) | < | a(t) —s |

paratodo s € (t—6,t+d)r , dizemos que & é a delta derivada de f em ¢ e denotamos

£=f2().
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Considere uma escala temporal T, uma funcao f : T — R" et € T". Dizemos que
f é A-diferenciavel em ¢ se cada funcdo coordenada f; : T — R for A-diferenciavel
em t. Neste caso f2(t) = (f (1), ..., f2(1)).

Teorema 2.1 ([9]). Considere uma escala temporal T, uma fungio f: T — R™ e
t € T". Valem as sequintes propriedades:

(i) Se f é A-diferencidvel em t entao f é continua em t.

(ii) Se f € continua em t e o(t) > t, entdao [ é A-diferencidvel em t. Além disso,

o =

(iii) Se o(t) =t, entao f é A-diferencidvel em t se, e somente se, o limite

t _
I = ()

s Tt t—s
existe como um elemento de R™. Neste caso

t) —
s '_ﬂ; t t—s
(iv) Se f é A-diferencidvel em t, entdo f(a(t)) = f(t) + u(t) f2(t).
Teorema 2.2 ([9]). Seja T uma escala temporal. Suponha que as fungées f,g :
T — R sio A-diferencidveis em t € T". Entdao:
(i) A soma f+¢g:T — R é A-diferencidvel em t e vale a relagdo
(f+9)2(t) = F21) + g2 (1)

(ii) O produto f.g: T — R é A-diferencidvel em t. Além disso,

(f-9)2() FAWMg(t) + flo()g™ (1)
= [ @) + f2()g(o(t).
Corolario 2.2.1 ([9]). Seja T uma escala temporal. Suponha que as fungées f, g :

T — R" siao A-diferencidveis em t € T". FEntio a soma f+g: T — R" é A-
diferencidvel em t. Além disso,

(f +9)2(1) = F2() + g2 ().

Definigao 2.1 ([17]). Considere um conjunto E C C[T,R™], em que C[T,R™] € o
conjunto f: T — R™. Dizemos que E € equicontinuo em t € T se para todo € > 0,
existe 6 > 0, tal que

[f(s) = f@O)l <e
quando s € (t —6,t+6)NT e f € E.
Um conjunto E C C[T,R™] é equicontinuo se for equicontinuo em cada t € T.

Lema 2.2 ([17]). Considere uma escala temporal T compacta e um conjunto E C
C[T,R™] limitado na norma do mdzimo. Se E € equicontinuo entio toda sequéncia
de E possui subsequéncia que converge uniformemente em T.
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2.2. Medida exterior

Denote por § a colecdo de subintervalos de T da forma [a, 6)']1‘ ={teT:a<
t < b}, sendo a,b € T. O intervalo [@,a)r é entendido como o conjunto vazio.

Seja £ C T um subconjunto qualquer. Se existe pelo menos uma sequéncia de
intervalos [a;,b;)r € § tal que E C (J,[a;,b;)r, definimos a medida exterior de E
como

+oo
m*(E) = inf { Z(bk — ak) F C U[ak,bk)'ﬂ* s [Gk,bk)]‘ S 8’}
k=1 k
Se ndo existir uma tal cobertura de E definimos m*(E) = +oc.
Convencionamos que m*() = 0 e denotamos a medida exterior em R por A*.

Lema 2.3 ([15]). Sec,d €T e c < d, entio m*([c,d)r) =d — c.
Lema 2.4 ([11]). Se E C [a,b)T, entdo
m*(E) =Y (o(t;) — ti) + \*(E).
iclg
E consequéncia imediata deste Lema o seguinte corolario.

Corolario 2.2.2. Seja E C [a,b)r. Se m*(E) = \*(E) entao EN RS = (). Reci-
procamente, se ENRS =0, isto é, E C {t € T : o(t) = t}, entio m*(E) = \*(E).

2.3. Conjuntos mensuraveis

Um conjunto £ C T é chamado de A-mensuravel (Lebesgue A-mensuravel) se
m*(A) =m* (ANE)+m"(AN(T\ E))

para cada conjunto A C T.

Proposicao 2.1 ([11]). Seja E C T. Entdo E é A-mensurdvel se, e somente se,
FE € Lebesgue mensurdvel.

Teorema 2.3 ([8],[19]). 4 familia A de conjuntos A-mensurdveis é uma o-dlgebra.

O Teorema 2.3 permite-nos definir a medida m* : A — [0, +00] que chamamos
de A-medida de Lebesgue e denotamos por m* = pa.

Dizemos que uma proposigao P vale A-quase sempre (A-a.e.) em T\ {b}, se o
conjunto N dado por N = {t € T\ {b} : P nao vale em t} & tal que ua(N) = 0.

Se M = {t € T\ {b} : P vale em t} segue que N = [a,b)r \ M. Como
M =[a,b)r \ N e N € A concluimos que M € A.
Lema 2.5. Se duas proposi¢oes P e @Q valemn A-quase sempre em T \ {b}, entao
P NQ vale A-quase sempre em T \ {b}.

Demonstragao. Temos que
N={teT\{b}: PNQ nao vale em t} C
Ny ={te T\ {b}: P nao vale em t}Usz{tET\{b}:Qnao vale em t}
e entdo pa(N) < pa (N1 U Na) < pa(Ni) + pa(N2) = 0. O
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2.4. A-Integral de Lebesgue

Os livros classicos [6] e [20] contém as propriedades basicas de fungdes mensuraveis
e fungoes integraveis no caso em que as medidas sdao abstratas ou de Lebesgue. Aqui
especializamos os conceitos e resultados para a o-dlgebra A e a integral correspon-
dente, sem repetir as demonstracoes que podem ser facilmente obtidas nos livros
citados. Assim, quando um resultado estiver sem demonstracao e sem citacao é
porque ele pode ser enconctrado em [6] ou [20].

Definigao 2.2. Dizemos que uma fungio f : T — [—o0,+00] € A-mensurdvel se
para cada o € R o conjunto {t € T : f(t) < a} é A-mensurdvel.

Definigao 2.3. Dizemos que uma fungao f : T — R™ é A-mensurdvel se cada
fung¢ao coordenada f; : T — R é A-mensurdvel.

Definigao 2.4. Se E € A, denotamos por L1(E) o conjunto das funcgoes f : T — R
A-mensurdveis e integraveis em E.

Defini¢ao 2.5. Seja f : T — R"™ uma funcdo A-mensurdvel e E € A. Dizemos
que [ € integrdvel em E se cada func¢do coordenada f; : T — R € integravel em E.

Definigao 2.6. Se E € A , denotamos por Li(E,R™) o conjunto das fungoes
f:T — R™ A-mensurdveis e integrdveis em E.

Como consequéncia do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue ([6] ou
[20]) temos o seguinte corolario.

Corolario 2.3.3. Considere uma sequéncia f, : T — R de fun¢des A-mensurdveis.
Seja ¢ : T — [0, +00) wmna fungao em Li([a, b)) tal que para cada n temos | fr,(t) |<
¢(t) para todo t € T.

Se A C [a,b)r é A-mensurdvel entio

/ liminf f,,(s)As < liminf/ fn(s)As.
A A

Demonstra¢ao. A demonstragao segue do Teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue [6, 20] e serd omitida. O

Lema 2.6. Se E € A e f € Li(E,R") entao || f|| € L1(E).
Demonstracao. Para cada t € T temos que
IF @I = [1(f1@)s s Fn @ < TAE) T 4o+ [ fa(E) |
Como | f1 |, .-y | fn |€ L1(E) segue que || f]| € L1(E). O
Definigao 2.7. Dada uma fungio f: T — R" definimos f : [a,b] = R™ como

2o ft), teT
16 = { f(t:), te (ti,o(ty)) para algum i € T

sendo I C N e {t;}ier C T tal que
RS := {t eT:t< O'(t)} = {ti}iel-
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Proposigao 2.2 ([11]). Considere uma fungio f : T — R. Entdo f é A-mensurdvel
se, e somente se, [ € L-mensurdvel.

Corolario 2.3.4. Seja f: T — R" uma fungdo dada. Entao f é A-mensurdvel se,
e somente se, [ € L-mensurdvel.

Definigao 2.8. Se E C T defina
E=EU | (ti,0(t)).
iclp

Teorema 2.4 ([11]). Seja um conjunto A-mensurdvel E C T tal que b ¢ E. Seja
f: T = R uma fun¢io A-mensurdvel e [ : [a,b] — R a extensdo de f dada pela
Definicao 2.7.

Entao, f € L1(FE) se, e somente se, fe Ll(E). Neste caso,

/E f(s)As = /E f(s)ds.

Corolario 2.4.5. Seja E C T um conjunto A-mensurdvel tal que b ¢ E. Seja
f:T — R" uwma fun¢io A-mensurdvel e f : [a,b] = R™ a extensio de f dada pela
Definicao 2.7. ~

Entio, f € Li(E,R") se, e somente se, f € Li(E,R™). Neste caso,

/E f(s)As = /E F(s)ds.

Proposigao 2.3. Considere uma fun¢io g € L1([a,b)r). Suponha que

/ g(s)As =0
[C,d)j]‘

para cada c¢,d € T tal que ¢ < d. Entao g(t) =0 A-a.e. t € [a,b)r.
Demonstragio. Observe inicialmente que g € L1([a, b)), ja que g € L1([a,b)r).
Seja t € [a,b)r fixado arbitrariamente. Se o(t) > t, segue que

0= s)As = s)As = g(t){o(t) — ¢
/W))Tgm /{t}gm o(){o(t) — 1)

e entdo g(t) = 0.
Se o(t) =t e t é um ponto de Lebesgue de g , seja {0;} uma sequéncia tal que
0; L 0 et+d; € [a,b)r para cada i. Do Teorema 2.4 e de [20] temos

1 1
0 = lim 5 g(s)As = lim 5 g(s)ds = g(t) = g(t)
v St t+0i)T i J[tt+6:)

jAqueteT.
Assim, se D = {s € [a,b)r : g(s) # 0} segue que D C AN B, onde

A={sela,b)r:o(s)=s}
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e B o conjunto dos pontos s € [a,b)r tal que s ndo é ponto de Lebesgue de g. Do
Lema 2.2.2 e de [20] segue que

m*(D) <m*(ANB) =X (ANB) <X (B)=0
e portanto g(t) =0 A-a.e. t € [a,b)r. O

Proposicao 2.4. Seja g € L1([a,b)r) e suponha que

/ g(s)As >0
[e,d)T

para cada c¢,d € T tal que ¢ < d. Entao g(t) > 0 A-a.e. t € [a,b)r.

Demonstragao. Considere t € [a,b)r fixado arbitrariamente. Se o(t) > t, segue que

0< /[t)g(t))T g(s)As = /{t} g(s)As = g(t){o(t) — t}

e entdo g(t) > 0.
Se o(t) =t et ¢ um ponto de Lebesgue de g , considere uma sequéncia {d;} tal
que §; L 0 et +; € [a,b)r para cada i. Do Teorema 2.4 e de [20] temos que

1 1
0 <lim — g(8)As = lim —/ g(s)ds = g(t) = g(t)
© St t+0:)r di [t,t+6;)

jadqueteT.
Assim, se D = {s € [a,b)r : g(s) < 0} temos que D C AN B, sendo

A={sela,b)r:0o(s)=s}

e B o conjunto dos pontos s € [a,b)r tal que s nao é ponto de Lebesgue de g. Do
Lema 2.2.2 e de [20] segue que

m*(D) < m*(ANB) = \*(ANB) < X\ (B) =0
e portanto g(t) > 0 A-a.e. t € [a,b)r. O

Proposigao 2.5. Considere uma funcao g € Li([a,b)r,R™). Suponha que

/ g(s)As =0
[C,d)j]‘

para cada c¢,d € T tal que ¢ < d. Entao g(t) =0 A-a.e. t € [a,b)r.

Demonstragao. Temos que g = (g1, ...,9n), sendo cada fungdo coordenada g; €
Li([a,b)1). Da Proposicao 2.3 temos g;(t) =0 A —a.e. ¢ € [a,b)r para cada
ie{l,..,n}. Assim,

N ={s€labr:g(s)#0}C | JN

onde N; = {s € [a,b)T : gi(s) # 0}. Logo :
m*(N) <m*(UN;) <> m*(N;) =0

e podemos concluir que g(t) =0 A —a.e. t € [a,b)r. O
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3. Existéncia de Solucoes para o Problema de In-
clusao Dinamica

Na Subsecao 3.1 recordamos alguns conceitos e propriedades de multifuncoes, os
quais sao utilizados na demonstracao do resultado da Subsecao 3.2. Introduzimos
o problema de inclusao dinamica em escalas de tempo, enunciamos e provamos o
resultado principal sobre a existéncia de solucoes na Subsecao 3.2.

3.1. Multifuncoes

Definicao 3.1. Sejam M e N espacos métricos e considere uma multifuncao F :
M ~~ N, isto €, uma fun¢ao que leva pontos de M a subconjuntos do espaco N.
Diz-se que F € semicontinua inferior em xo € M se para cada yo € F(xg) e para
toda vizinhanga V (yo) de yo existe uma vizinhanga V (xg) de xo tal que

F(z) 0V (yo) # 0
para todo x € V(xo).

Definicao 3.2. Dada uma multifuncao F : M ~~ N, dizemos que uma fun¢ao
f:M — N ¢é uma selecio de F quando f(x) € F(x) para todo x € M.

Teorema 3.1 ([5]). Considere um espago métrico M, um espag¢o de Banach N e
wma multifuncao F : M ~~ N semicontinua inferior. Se F € ndo-vazia, convera e
fechada entdo F admite uma sele¢ao continua.

3.2. Resultado principal

Teorema 3.2. Seja uma multifuncio F : T x R" ~» R™ nao-vazia, convera e
fechada. Se F € semicontinua inferior, entio existe by € T\ {a} tal que o problema
de valor inicial

{ 2 () € F(t,z(t)) A —ae. te€lab)r
x(a) = xg

possui solugao.

Demonstracao. Do Teorema 3.1 existe uma selecao continua f : T x R® — R” de
F.

Se o(a) > a tome by = o(a). Defina o arco z : [a,b1]r — R" como x(a) = o e
2(b1) = p(a)f(a, z(a)) + x(a). Logo

e entao
aB(t) = f(t,2(t)) € F(t, (1))
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quando t € [a,b1)T = a.
Suponha que o(a) = a. Fixado um namero L > 0, como f é continua existe
M > 1 tal que

7wl < = (31)

quando u € T e |jw — z¢|| < L. Seja by € T tal que by > a e (by —a)M < L.
Considere o seguinte conjunto convexo

K :={z € C(la,b1]1,R") : &(a) = x0, = de Lipschitz com constante M }.

Se x € K, para cada t € [a,b1]r temos
@) < M [t —al+[lzoll < M(by —a)+ [[zo]-

Como K é equicontinuo segue do Lema 2.2 que o conjunto K é compacto.

Defina a aplicagdo T : K — C([a, b1]r, R™) como

T =m0+ [ fran)se
a,t T

para cada t € [a,b1|r e x € K.

Se x € K para todo 7 € [a, by]r temos

lx(r) —aol| <M |T—a|<M(by —a) <L

e entdo || f(7,z(7))|| < 2L, Assim, se s,t € [a,bi]r e s > t segue que

[(T(x))(s) = (T(@)®OI = |l f(T,I(T))AT—/ f(r,(r) AT

la,s)r la,t)r
= | f(r, (7)) AT
[t.s)r

< M(s—t). (3.2)

A desigualdade (3.2) é uma consequéncia de (3.1).
De modo anélogo, se s,t € [a,b1]r e s < t temos que

[(T'(x))(s) = (T(x))(O)]| < M(t - s)

e portanto T'(z) € K.
Se D :={w € R" : ||w — z¢|| < L} segue que f é uniformemente continua em
T x D. Assim, dado € > 0 existe § > 0 tal que

1£(w) = F@) < ==

nb—a) 33

quando u,v € T x D e |lu —v|| < 4.
Tome T € K arbitrariamente. Se x € K satisfaz

[l — Z|loo <9,
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para cada s € [a, b1]r temos

MﬂM@—GWMM|=nm+4)fmamwum—/ f(r, 7 () AT

la,s)r

IN

n[ e~ T )A

IN

€
n ——— A7 (esta desigualdade vem de (3.3))
/[a,s)T n(bl - CL)

€
< n/ —— AT =¢.
[a,b1)r n(b — a)

Entao |T(z) — T(T)||s < € e portanto T é continua em T.
Do Teorema do Ponto Fixo de Schauder |5] existe z. € K tal que T'(z.) = z,.
Se x € K defina o arco z : [a, b1]r — R"™ por

2(s) :xo—l—/ : flrz(r)AT

para cada s € [a, b1]r.
Para todo t € [a, bi]r temos

2(t) = z(a) —l—/[ ) 22 (1) AT.

Como z(a) = xg, para cada ¢ € [a, bi]T segue que

/[a’t)1T 22 (1)AT = /[a’t)1T f(r,z(7))AT.

Assim, se para cada s € [a, b1]r a fungao g € L1([a, b1)r,R™) é definida como

g(s) = 2%(s) = f(s,2(s))

/ g(T)AT =0
[a,t)'][‘
para todo ¢ € [a, by]r.

Seja ¢, d € [a,by]T tal que ¢ < d. Logo

/ g(T)AT = / g(T)AT — / g(T)AT =0
[C>d)T [avd)'ﬂ' {avc)T

e da Proposicao 2.5 concluimos que

g(t) = 22(t) — f(t,z(t)) =0 A —ae. t€[a,bi)r

temos que

isto é,
22(t) = f(t,z(t)) A —ae. t€[ab)r.
Portanto
{ xf((t)) = f(t,z.(t)) € F(t,z.(t)) A —a.e. t€][a,bi)r
z.(a) = zo.
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4. Consideragoes Finais

No Teorema 3.2 provamos a existéncia de solucao para uma inclusao dinadmica
usando uma selecao continua do campo vetorial desta inclusdo dinamica. A so-
lucao obtida é uma solucao usual da equagao dindmica, cujo campo vetorial &€ uma
selecao continua.

Por outro lado, quando o campo vetorial da inclusao dinamica é uma multifun-
¢ao semicontinua superior, [21] prova a existéncia de solu¢ao usando uma sele¢ao
arbitraria de seu campo vetorial. Para isso supoe-se que o campo vetorial seja uma
multifunc¢ao nao-vazia, convexa, compacta e satisfaca uma condi¢ao de crescimento
linear. Nesse caso, a solucao serd uma solucao de Euler da equacao dinamica, cujo
campo vetorial é uma tal selegao.

Finalmente, gostariamos de agradecer aos revisores anénimos que muito contri-
buiram para a melhoria técnica e redacao final deste trabalho.

Abstract. In this paper we consider the problem of differential inclusion in time
scales whose vector field is a multifunction, that is, a function that maps points
to sets. It is provided conditions of existence without requiring compactness of
the vector field; it is required that the vector field is closed, convex, and lower
semicontinuous. In previous work in literature, it is required that the field is either
scalar or compact, convex, and has closed graph.

Keywords. Dynamic inclusions, time scales, existence of solutions.
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