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Resumo. Neste trabalho 
onsideramos o problema de in
lusão diferen
ial em es-


alas temporais 
ujo 
ampo vetorial é uma multifunção, ou seja, uma função que

mapea pontos a 
onjuntos. O trabalho forne
e 
ondições de existên
ia sem exigir


ompa
idade do 
ampo vetorial; exige apenas que ele seja 
onvexo, fe
hado e semi-


ontínuo inferior. Em trabalhos anteriores na literatura, ou o 
ampo é es
alar ou

exige-se que este, além de 
onvexo, seja 
ompa
to e tenha o grá�
o fe
hado.

Palavras-
have. in
lusões dinâmi
as, es
alas temporais, existên
ia de soluções

1. Introdução

In
lusões dinâmi
as 
om 
ampos vetoriais em es
alas temporais tem sido pou
o ex-

ploradas na literatura. Entretanto, quando o 
ampo é es
alar tem re
ebido bastante

atenção. Ver por exemplo os trabalhos [3℄, [4℄, [7℄, [10℄ e [12℄. No trabalho [21℄ é

tratado o 
aso vetorial, mas sob as hipóteses de que o 
ampo é 
onvexo, 
ompa
to

e 
om grá�
o fe
hado.

Utilizando o método de soluções superiores e inferiores, em [4℄ é provado a exis-

tên
ia de soluções para in
lusões dinâmi
as de primeira ordem em es
alas temporais


om 
ondições de fronteira gerais. Já em [12℄ prova-se a existên
ia de soluções para

in
lusões dinâmi
as de primeira ordem em es
alas temporais 
om 
ondições ini
iais

não-lo
ais.

Resultados de existên
ia de soluções para in
lusões dinâmi
as de segunda or-

dem em es
alas temporais 
om 
ondições de fronteira usando o método de soluções

superiores e inferiores podem ser en
ontrados em [3℄ e [10℄.

Neste trabalho provamos a existên
ia de soluções para o problema de in
lusão

dinâmi
a vetorial de primeira ordem sob as hipóteses de o 
ampo vetorial asso
iado
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om a in
lusão ser 
onvexo, fe
hado e semi
ontínuo inferior. O resultado generaliza

resultados de existên
ia para o 
aso 
ontínuo (ver por exemplo, [5℄) e, de 
erta

forma, resultados em es
alas temporais em que o 
ampo é es
alar. O trabalho

também generaliza, para in
lusões dinâmi
as, o resultado de existên
ia (Teorema

4.3, [14℄), provado para equações dinâmi
as em es
alas temporais.

Este trabalho é organizado da seguinte forma. Na seção 2 revisamos resulta-

dos e 
on
eitos bási
os sobre 
ál
ulo difereni
al, medida e integral em es
alas de

tempo. Na seção 3 enun
iamos e provamos o novo resultado de existên
ia de so-

luções para o problema de in
lusões dinâmi
as em es
alas de tempo. Na seção 4

fazemos 
omentários �nais em relação a 
ontribuição deste trabalho.

2. Cál
ulo, Medida e Integração em Es
ala Tempo-

ral

Nesta seção revisamos os resultados e 
on
eitos bási
os sobre a análise em es
alas

de tempo. Relebramos os 
on
eitos de derivadas de funções es
alares e vetoriais

em es
alas de tempo. A seguir introduzimos a medida ∆ e a integral Delta de

Lebesgue em es
alas de tempo, bem 
omo algumas propriedades ne
essárias ao

desenvolvimento da existên
ia de soluções quando o 
ampo é semi
ontínuo inferior.

O 
ál
ulo em es
alas temporais foi introduzido por Hilger [16℄ 
omo uma forma

de uni�
ar o 
ál
ulo diferen
ial e de diferenças. Entretanto, o estudo sobre es
alas

rami�
ou-se e hoje existe uma vasta literatura sobre o assunto, das quais 
itamos

[1℄, [2℄, [3℄, [13℄, [18℄.

2.1. Cál
ulo em es
ala temporal

Neste trabalho T é uma es
ala temporal, isto é, um sub
onjunto fe
hado do R
n
.

De�nimos a função σ : T → T por σ(t) = inf{s ∈ T : s > t} e a função ρ : T → T


omo sendo ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}. Estamos supondo que inf ∅ = supT e

sup ∅ = inf T. De�nimos a função µ : T → [0,+∞) da seguinte forma µ(t) = σ(t)−t.

Lema 2.1 ([11℄). Se T é uma es
ala temporal então existem I ⊂ N e {ti}i∈I ⊂ T

tal que

RS := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I .

Se A ⊂ R, de�nimos o 
onjunto AT 
omo AT = A∩T. Se supT < +∞ de�nimos

T
κ = T \ (ρ(supT), supT]T

e se supT = +∞ de�nimos T
κ = T.

Considere uma função f : T → R e t ∈ T
κ
. Se ξ ∈ R é tal que, para todo ε > 0

existe δ > 0 de modo que

| f(σ(t))− f(s)− ξ(σ(t) − s) | ≤ ε | σ(t)− s |

para todo s ∈ (t−δ, t+δ)T , dizemos que ξ é a delta derivada de f em t e denotamos

ξ = f∆(t).
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Considere uma es
ala temporal T, uma função f : T → R
n
e t ∈ T

κ
. Dizemos que

f é ∆-diferen
iável em t se 
ada função 
oordenada fi : T → R for ∆-diferen
iável

em t. Neste 
aso f∆(t) = (f∆
1 (t), ..., f∆

n (t)).

Teorema 2.1 ([9℄). Considere uma es
ala temporal T, uma função f : T → R
n
e

t ∈ T
κ
. Valem as seguintes propriedades:

(i) Se f é ∆-diferen
iável em t então f é 
ontínua em t.

(ii) Se f é 
ontínua em t e σ(t) > t, então f é ∆-diferen
iável em t. Além disso,

f∆(t) =
f(σ(t)) − f(t)

µ(t)
.

(iii) Se σ(t) = t, então f é ∆-diferen
iável em t se, e somente se, o limite

lim
s T

−→
t

f(t)− f(s)

t− s

existe 
omo um elemento de R
n
. Neste 
aso

f∆(t) = lim
s T

−→
t

f(t)− f(s)

t− s
.

(iv) Se f é ∆-diferen
iável em t, então f(σ(t)) = f(t) + µ(t)f∆(t).

Teorema 2.2 ([9℄). Seja T uma es
ala temporal. Suponha que as funções f, g :
T → R são ∆-diferen
iáveis em t ∈ T

κ
. Então:

(i) A soma f + g : T → R é ∆-diferen
iável em t e vale a relação

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

(ii) O produto f.g : T → R é ∆-diferen
iável em t. Além disso,

(f.g)∆(t) = f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t)

= f(t)g∆(t) + f∆(t)g(σ(t)).

Corolário 2.2.1 ([9℄). Seja T uma es
ala temporal. Suponha que as funções f, g :
T → R

n
são ∆-diferen
iáveis em t ∈ T

κ
. Então a soma f + g : T → R

n
é ∆-

diferen
iável em t. Além disso,

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

De�nição 2.1 ([17℄). Considere um 
onjunto E ⊂ C[T,Rm], em que C[T,Rm] é o


onjunto f : T → R
m
. Dizemos que E é equi
ontínuo em t ∈ T se para todo ε > 0,

existe δ > 0, tal que
‖f(s)− f(t)‖ < ε

quando s ∈ (t− δ, t+ δ) ∩ T e f ∈ E.

Um 
onjunto E ⊂ C[T,Rm] é equi
ontínuo se for equi
ontínuo em 
ada t ∈ T.

Lema 2.2 ([17℄). Considere uma es
ala temporal T 
ompa
ta e um 
onjunto E ⊂
C[T,Rm] limitado na norma do máximo. Se E é equi
ontínuo então toda sequên
ia

de E possui subsequên
ia que 
onverge uniformemente em T.
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2.2. Medida exterior

Denote por F a 
oleção de subintervalos de T da forma [ã, b̃)T = {t ∈ T : ã ≤
t < b̃}, sendo ã, b̃ ∈ T. O intervalo [ã, ã)T é entendido 
omo o 
onjunto vazio.

Seja E ⊂ T um sub
onjunto qualquer. Se existe pelo menos uma sequên
ia de

intervalos [aj , bj)T ∈ F tal que E ⊂
⋃

j [aj, bj)T, de�nimos a medida exterior de E


omo

m∗(E) = inf
{

+∞
∑

k=1

(bk − ak) : E ⊂
⋃

k

[ak, bk)T , [ak, bk)T ∈ F
}

.

Se não existir uma tal 
obertura de E de�nimos m∗(E) = +∞.

Conven
ionamos que m∗(∅) = 0 e denotamos a medida exterior em R por λ∗
.

Lema 2.3 ([15℄). Se c, d ∈ T e c < d, então m∗([c, d)T) = d− c.

Lema 2.4 ([11℄). Se E ⊂ [a, b)T, então

m∗(E) =
∑

i∈IE

(σ(ti)− ti) + λ∗(E).

É 
onsequên
ia imediata deste Lema o seguinte 
orolário.

Corolário 2.2.2. Seja E ⊂ [a, b)T. Se m∗(E) = λ∗(E) então E ∩ RS = ∅. Re
i-

pro
amente, se E ∩RS = ∅, isto é, E ⊂ {t ∈ T : σ(t) = t}, então m∗(E) = λ∗(E).

2.3. Conjuntos mensuráveis

Um 
onjunto E ⊂ T é 
hamado de ∆-mensurável (Lebesgue ∆-mensurável) se

m∗(A) = m∗(A ∩E) +m∗(A ∩ (T \ E))

para 
ada 
onjunto A ⊂ T.

Proposição 2.1 ([11℄). Seja E ⊂ T. Então E é ∆-mensurável se, e somente se,

E é Lebesgue mensurável.

Teorema 2.3 ([8℄,[19℄). A família ∆ de 
onjuntos ∆-mensuráveis é uma σ-álgebra.

O Teorema 2.3 permite-nos de�nir a medida m∗ : ∆ → [0,+∞] que 
hamamos

de ∆-medida de Lebesgue e denotamos por m∗ ≡ µ∆.

Dizemos que uma proposição P vale ∆-quase sempre (∆-a.e.) em T \ {b}, se o

onjunto N dado por N = {t ∈ T \ {b} : P nao vale em t} é tal que µ∆(N) = 0.

Se M = {t ∈ T \ {b} : P vale em t} segue que N = [a, b)T \ M . Como

M = [a, b)T \N e N ∈ ∆ 
on
luímos que M ∈ ∆.

Lema 2.5. Se duas proposições P e Q valem ∆-quase sempre em T \ {b}, então
P ∩Q vale ∆-quase sempre em T \ {b}.

Demonstração. Temos que

N = {t ∈ T \ {b} : P ∩Q nao vale em t} ⊂

N1 = {t ∈ T \ {b} : P nao vale em t}
⋃

N2 = {t ∈ T \ {b} : Q nao vale em t}

e então µ∆(N) ≤ µ∆(N1 ∪N2) ≤ µ∆(N1) + µ∆(N2) = 0.
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2.4. ∆-Integral de Lebesgue

Os livros 
lássi
os [6℄ e [20℄ 
ontêm as propriedades bási
as de funções mensuráveis

e funções integráveis no 
aso em que as medidas são abstratas ou de Lebesgue. Aqui

espe
ializamos os 
on
eitos e resultados para a σ-álgebra ∆ e a integral 
orrespon-

dente, sem repetir as demonstrações que podem ser fa
ilmente obtidas nos livros


itados. Assim, quando um resultado estiver sem demonstração e sem 
itação é

porque ele pode ser en
on
trado em [6℄ ou [20℄.

De�nição 2.2. Dizemos que uma função f : T → [−∞,+∞] é ∆-mensurável se

para 
ada α ∈ R o 
onjunto {t ∈ T : f(t) < α} é ∆-mensurável.

De�nição 2.3. Dizemos que uma função f : T → R
n
é ∆-mensurável se 
ada

função 
oordenada fi : T → R é ∆-mensurável.

De�nição 2.4. Se E ∈ ∆, denotamos por L1(E) o 
onjunto das funções f : T → R

∆-mensuráveis e integráveis em E.

De�nição 2.5. Seja f : T → R
n
uma função ∆-mensurável e E ∈ ∆. Dizemos

que f é integrável em E se 
ada função 
oordenada fi : T → R é integrável em E.

De�nição 2.6. Se E ∈ ∆ , denotamos por L1(E,Rn) o 
onjunto das funções

f : T → R
n ∆-mensuráveis e integráveis em E.

Como 
onsequên
ia do Teorema da 
onvergên
ia dominada de Lebesgue ([6℄ ou

[20℄) temos o seguinte 
orolário.

Corolário 2.3.3. Considere uma sequên
ia fn : T → R de funções ∆-mensuráveis.

Seja φ : T → [0,+∞) uma função em L1([a, b)T) tal que para 
ada n temos | fn(t) |≤
φ(t) para todo t ∈ T.

Se A ⊂ [a, b)T é ∆-mensurável então

∫

A

lim inf fn(s)∆s ≤ lim inf

∫

A

fn(s)∆s.

Demonstração. A demonstração segue do Teorema da 
onvergên
ia dominada de

Lebesgue [6, 20℄ e será omitida.

Lema 2.6. Se E ∈ ∆ e f ∈ L1(E,Rn) então ‖f‖ ∈ L1(E).

Demonstração. Para 
ada t ∈ T temos que

‖f(t)‖ = ‖(f1(t), ..., fn(t))‖ ≤ | f1(t) | + ... + | fn(t) | .

Como | f1 |, ..., | fn |∈ L1(E) segue que ‖f‖ ∈ L1(E).

De�nição 2.7. Dada uma função f : T → R
n
de�nimos f̃ : [a, b] → R

n

omo

f̃(t) =

{

f(t), t ∈ T

f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I

sendo I ⊂ N e {ti}i∈I ⊂ T tal que

RS := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I .
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Proposição 2.2 ([11℄). Considere uma função f : T → R. Então f é ∆-mensurável

se, e somente se, f̃ é L-mensurável.

Corolário 2.3.4. Seja f : T → R
n
uma função dada. Então f é ∆-mensurável se,

e somente se, f̃ é L-mensurável.

De�nição 2.8. Se E ⊂ T de�na

Ẽ = E ∪
⋃

i∈IE

(ti, σ(ti)).

Teorema 2.4 ([11℄). Seja um 
onjunto ∆-mensurável E ⊂ T tal que b 6∈ E. Seja

f : T → R uma função ∆-mensurável e f̃ : [a, b] → R a extensão de f dada pela

De�nição 2.7.

Então, f ∈ L1(E) se, e somente se, f̃ ∈ L1(Ẽ). Neste 
aso,

∫

E

f(s)∆s =

∫

Ẽ

f̃(s)ds.

Corolário 2.4.5. Seja E ⊂ T um 
onjunto ∆-mensurável tal que b 6∈ E. Seja

f : T → R
n
uma função ∆-mensurável e f̃ : [a, b] → R

n
a extensão de f dada pela

De�nição 2.7.

Então, f ∈ L1(E,Rn) se, e somente se, f̃ ∈ L1(Ẽ,Rn). Neste 
aso,

∫

E

f(s)∆s =

∫

Ẽ

f̃(s)ds.

Proposição 2.3. Considere uma função g ∈ L1([a, b)T). Suponha que

∫

[c,d)T

g(s)∆s = 0

para 
ada c, d ∈ T tal que c < d. Então g(t) = 0 ∆-a.e. t ∈ [a, b)T.

Demonstração. Observe ini
ialmente que g̃ ∈ L1([a, b)), já que g ∈ L1([a, b)T).
Seja t ∈ [a, b)T �xado arbitrariamente. Se σ(t) > t, segue que

0 =

∫

[t,σ(t))T

g(s)∆s =

∫

{t}

g(s)∆s = g(t){σ(t)− t}

e então g(t) = 0.
Se σ(t) = t e t é um ponto de Lebesgue de g̃ , seja {δi} uma sequên
ia tal que

δi ↓ 0 e t+ δi ∈ [a, b)T para 
ada i. Do Teorema 2.4 e de [20℄ temos

0 = lim
1

δi

∫

[t,t+δi)T

g(s)∆s = lim
1

δi

∫

[t,t+δi)

g̃(s)ds = g̃(t) = g(t)

já que t ∈ T.

Assim, se D = {s ∈ [a, b)T : g(s) 6= 0} segue que D ⊂ A ∩B, onde

A = {s ∈ [a, b)T : σ(s) = s}
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e B o 
onjunto dos pontos s ∈ [a, b)T tal que s não é ponto de Lebesgue de g̃. Do

Lema 2.2.2 e de [20℄ segue que

m∗(D) ≤ m∗(A ∩B) = λ∗(A ∩B) ≤ λ∗(B) = 0

e portanto g(t) = 0 ∆-a.e. t ∈ [a, b)T.

Proposição 2.4. Seja g ∈ L1([a, b)T) e suponha que

∫

[c,d)T

g(s)∆s ≥ 0

para 
ada c, d ∈ T tal que c < d. Então g(t) ≥ 0 ∆-a.e. t ∈ [a, b)T.

Demonstração. Considere t ∈ [a, b)T �xado arbitrariamente. Se σ(t) > t, segue que

0 ≤

∫

[t,σ(t))T

g(s)∆s =

∫

{t}

g(s)∆s = g(t){σ(t)− t}

e então g(t) ≥ 0.
Se σ(t) = t e t é um ponto de Lebesgue de g̃ , 
onsidere uma sequên
ia {δi} tal

que δi ↓ 0 e t+ δi ∈ [a, b)T para 
ada i. Do Teorema 2.4 e de [20℄ temos que

0 ≤ lim
1

δi

∫

[t,t+δi)T

g(s)∆s = lim
1

δi

∫

[t,t+δi)

g̃(s)ds = g̃(t) = g(t)

já que t ∈ T.

Assim, se D = {s ∈ [a, b)T : g(s) < 0} temos que D ⊂ A ∩B, sendo

A = {s ∈ [a, b)T : σ(s) = s}

e B o 
onjunto dos pontos s ∈ [a, b)T tal que s não é ponto de Lebesgue de g̃. Do

Lema 2.2.2 e de [20℄ segue que

m∗(D) ≤ m∗(A ∩B) = λ∗(A ∩B) ≤ λ∗(B) = 0

e portanto g(t) ≥ 0 ∆-a.e. t ∈ [a, b)T.

Proposição 2.5. Considere uma função g ∈ L1([a, b)T,R
n). Suponha que

∫

[c,d)T

g(s)∆s = 0

para 
ada c, d ∈ T tal que c < d. Então g(t) = 0 ∆-a.e. t ∈ [a, b)T.

Demonstração. Temos que g = (g1, ..., gn), sendo 
ada função 
oordenada gi ∈
L1([a, b)T). Da Proposição 2.3 temos gi(t) = 0 ∆ − a.e. t ∈ [a, b)T para 
ada

i ∈ {1, ..., n}. Assim,

N = {s ∈ [a, b)T : g(s) 6= 0} ⊂
n
⋃

i=1

Ni

onde Ni = {s ∈ [a, b)T : gi(s) 6= 0}. Logo

m∗(N) ≤ m∗(∪Ni) ≤
∑

i

m∗(Ni) = 0

e podemos 
on
luir que g(t) = 0 ∆− a.e. t ∈ [a, b)T.
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3. Existên
ia de Soluções para o Problema de In-


lusão Dinâmi
a

Na Subseção 3.1 re
ordamos alguns 
on
eitos e propriedades de multifunções, os

quais são utilizados na demonstração do resultado da Subseção 3.2. Introduzimos

o problema de in
lusão dinâmi
a em es
alas de tempo, enun
iamos e provamos o

resultado prin
ipal sobre a existên
ia de soluções na Subseção 3.2.

3.1. Multifunções

De�nição 3.1. Sejam M e N espaços métri
os e 
onsidere uma multifunção F :
M  N , isto é, uma função que leva pontos de M a sub
onjuntos do espaço N .

Diz-se que F é semi
ontínua inferior em x0 ∈ M se para 
ada y0 ∈ F (x0) e para

toda vizinhança V (y0) de y0 existe uma vizinhança V (x0) de x0 tal que

F (x) ∩ V (y0) 6= ∅

para todo x ∈ V (x0).

De�nição 3.2. Dada uma multifunção F : M  N , dizemos que uma função

f : M → N é uma seleção de F quando f(x) ∈ F (x) para todo x ∈ M .

Teorema 3.1 ([5℄). Considere um espaço métri
o M , um espaço de Bana
h N e

uma multifunção F : M  N semi
ontínua inferior. Se F é não-vazia, 
onvexa e

fe
hada então F admite uma seleção 
ontínua.

3.2. Resultado prin
ipal

Teorema 3.2. Seja uma multifunção F : T × R
n
 R

n
não-vazia, 
onvexa e

fe
hada. Se F é semi
ontínua inferior, então existe b1 ∈ T \ {a} tal que o problema

de valor ini
ial

{

x∆(t) ∈ F (t, x(t)) ∆− a.e. t ∈ [a, b1)T
x(a) = x0

possui solução.

Demonstração. Do Teorema 3.1 existe uma seleção 
ontínua f : T × R
n → R

n
de

F .

Se σ(a) > a tome b1 = σ(a). De�na o ar
o x : [a, b1]T → R
n

omo x(a) = x0 e

x(b1) = µ(a)f(a, x(a)) + x(a). Logo

x∆(a) =
x(σ(a)) − x(a)

µ(a)
= f(a, x(a))

e então

x∆(t) = f(t, x(t)) ∈ F (t, x(t))
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quando t ∈ [a, b1)T = a.

Suponha que σ(a) = a. Fixado um número L > 0, 
omo f é 
ontínua existe

M > 1 tal que

‖f(u,w)‖ ≤
M

n
(3.1)

quando u ∈ T e ‖w − x0‖ ≤ L. Seja b1 ∈ T tal que b1 > a e (b1 − a)M ≤ L.

Considere o seguinte 
onjunto 
onvexo

K := {x ∈ C([a, b1]T,R
n) : x(a) = x0, x de Lips
hitz 
om 
onstante M}.

Se x ∈ K, para 
ada t ∈ [a, b1]T temos

‖x(t)‖ ≤ M | t− a | +‖x0‖ ≤ M(b1 − a) + ‖x0‖.

Como K é equi
ontínuo segue do Lema 2.2 que o 
onjunto K é 
ompa
to.

De�na a apli
ação T : K → C([a, b1]T,R
n) 
omo

(T (x))(t) = x0 +

∫

[a,t)T

f(τ, x(τ))∆τ

para 
ada t ∈ [a, b1]T e x ∈ K.

Se x ∈ K para todo τ ∈ [a, b1]T temos

‖x(τ) − x0‖ ≤ M | τ − a |≤ M(b1 − a) ≤ L

e então ‖f(τ, x(τ))‖ ≤ M
n
. Assim, se s, t ∈ [a, b1]T e s > t segue que

‖(T (x))(s)− (T (x))(t)‖ = ‖

∫

[a,s)T

f(τ, x(τ))∆τ −

∫

[a,t)T

f(τ, x(τ))∆τ‖

= ‖

∫

[t,s)T

f(τ, x(τ))∆τ‖

≤ M(s− t). (3.2)

A desigualdade (3.2) é uma 
onsequên
ia de (3.1).

De modo análogo, se s, t ∈ [a, b1]T e s < t temos que

‖(T (x))(s)− (T (x))(t)‖ ≤ M(t− s)

e portanto T (x) ∈ K.

Se D := {w ∈ R
n : ‖w − x0‖ ≤ L} segue que f é uniformemente 
ontínua em

T×D. Assim, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖f(u)− f(v)‖ <
ε

n(b1 − a)
(3.3)

quando u, v ∈ T×D e ‖u− v‖ < δ.

Tome x ∈ K arbitrariamente. Se x ∈ K satisfaz

‖x− x‖∞ < δ,
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para 
ada s ∈ [a, b1]T temos

‖(T (x))(s)− (T (x))(s)‖ = ‖x0 +

∫

[a,s)T

f(τ, x(τ))∆τ − x0 −

∫

[a,s)T

f(τ, x(τ))∆τ‖

≤ n

∫

[a,s)T

‖f(τ, x(τ)) − f(τ, x(τ))‖∆τ

≤ n

∫

[a,s)T

ε

n(b1 − a)
∆τ (esta desigualdade vem de (3.3))

≤ n

∫

[a,b1)T

ε

n(b1 − a)
∆τ = ε.

Então ‖T (x)− T (x)‖∞ ≤ ε e portanto T é 
ontínua em x.

Do Teorema do Ponto Fixo de S
hauder [5℄ existe x∗ ∈ K tal que T (x∗) = x∗.

Se x ∈ K de�na o ar
o z : [a, b1]T → R
n
por

z(s) = x0 +

∫

[a,s)T

f(τ, x(τ))∆τ

para 
ada s ∈ [a, b1]T.
Para todo t ∈ [a, b1]T temos

z(t) = z(a) +

∫

[a,t)T

z∆(τ)∆τ.

Como z(a) = x0, para 
ada t ∈ [a, b1]T segue que

∫

[a,t)T

z∆(τ)∆τ =

∫

[a,t)T

f(τ, x(τ))∆τ.

Assim, se para 
ada s ∈ [a, b1]T a função g ∈ L1([a, b1)T,R
n) é de�nida 
omo

g(s) = z∆(s)− f(s, x(s))

temos que

∫

[a,t)T

g(τ)∆τ = 0

para todo t ∈ [a, b1]T.
Seja c, d ∈ [a, b1]T tal que c < d. Logo

∫

[c,d)T

g(τ)∆τ =

∫

[a,d)T

g(τ)∆τ −

∫

[a,c)T

g(τ)∆τ = 0

e da Proposição 2.5 
on
luímos que

g(t) = z∆(t)− f(t, x(t)) = 0 ∆− a.e. t ∈ [a, b1)T

isto é,

z∆(t) = f(t, x(t)) ∆− a.e. t ∈ [a, b1)T.

Portanto

{

x∆
∗ (t) = f(t, x∗(t)) ∈ F (t, x∗(t)) ∆− a.e. t ∈ [a, b1)T

x∗(a) = x0.
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4. Considerações Finais

No Teorema 3.2 provamos a existên
ia de solução para uma in
lusão dinâmi
a

usando uma seleção 
ontínua do 
ampo vetorial desta in
lusão dinâmi
a. A so-

lução obtida é uma solução usual da equação dinâmi
a, 
ujo 
ampo vetorial é uma

seleção 
ontínua.

Por outro lado, quando o 
ampo vetorial da in
lusão dinâmi
a é uma multifun-

ção semi
ontínua superior, [21℄ prova a existên
ia de solução usando uma seleção

arbitrária de seu 
ampo vetorial. Para isso supõe-se que o 
ampo vetorial seja uma

multifunção não-vazia, 
onvexa, 
ompa
ta e satisfaça uma 
ondição de 
res
imento

linear. Nesse 
aso, a solução será uma solução de Euler da equação dinâmi
a, 
ujo


ampo vetorial é uma tal seleção.

Finalmente, gostariamos de agrade
er aos revisores an�nimos que muito 
ontri-

buiram para a melhoria té
ni
a e redação �nal deste trabalho.

Abstra
t. In this paper we 
onsider the problem of di�erential in
lusion in time

s
ales whose ve
tor �eld is a multifun
tion, that is, a fun
tion that maps points

to sets. It is provided 
onditions of existen
e without requiring 
ompa
tness of

the ve
tor �eld; it is required that the ve
tor �eld is 
losed, 
onvex, and lower

semi
ontinuous. In previous work in literature, it is required that the �eld is either

s
alar or 
ompa
t, 
onvex, and has 
losed graph.

Keywords. Dynami
 in
lusions, time s
ales, existen
e of solutions.
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