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Resumo. Neste trabalho, é introduzida uma família de distribuições denominada

hipergeométrica confluente G que inclui os importantes modelos: beta normal, beta

Weibull, beta Gumbel, beta Pareto, entre outros. Novas distribuições são apresen-

tadas como membros dessa família, por exemplo, a distribuição hipergeométrica

confluente normal e a distribuição hipergeométrica confluente Weibull. A estima-

ção dos parâmetros dessa nova classe de distribuições generalizadas é estudada

utilizando o Método da Máxima Verossimilhança e sua potencialidade é demons-

trada na modelagem de um conjunto de dados reais de trinta e cinco crianças com

deficiência do hormônio de crescimento.

Palavras-chave. Distribuição beta generalizada, distribuição hipergeométrica con-

fluente, Método da Máxima Verossimilhança.

1. Introdução

Nos últimos anos, têm-se buscado novas distribuições para modelagem do tempo de
duração de componentes ou tempo de vida de indivíduos. Esse fato é justificado,
em função das distribuições existentes, muitas vezes não se ajustarem de forma
satisfatória ao conjunto de dados reais em estudo. Nesse contexto, generalizações
das distribuições existentes têm sido propostas. Algumas dessas distribuições são:
a beta Pareto apresentada por [1], a Weibul exponenciada estudada por [2, 9, 10,
13, 15], a beta normal estudada por [4], a beta Weibull inversa introduzida por [6], a
beta Weibull proposta por [7], a beta Gumbel proposta por [11], a beta exponencial
estudada por [12], a beta Burr XII inserida por [16], a beta Weibull modificada
estudada por [19] e a Gumbel exponenciada tratada por [18].

O objetivo deste trabalho é introduzir uma nova classe de distribuições, denomi-
nada hipergeométrica confluente G, que generaliza a família de distribuições beta
G. Algumas novas distribuições são apresentadas como membros dessa família. A
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estimação de parâmetros é discutida via Método de Máxima Verossimilhança. Al-
guns casos especiais são discutidos e uma aplicação a dados reais demonstra sua
potencialidade.

O texto é organizado da seguinte forma: na Seção 2 a família hipergeométrica
confluente G é definida e alguns submodelos são discutidos na Seção 3. A estimação
dos parâmetros via método da máxima verossimilhança é discutida na Seção 4. Na
Seção 5 é feita a aplicação da distribuição hipergeométrica confluente G na análise
de dados reais de trinta e cinco crianças com deficiência do hormônio de crescimento.

Os cálculos envolvidos incluem o uso de algumas funções especiais como a função
gama,

Γ(a) =

∞∫

0

tα−1 exp(−t)dt, (1.1)

a função gama incompleta,

γ(a, x) =

x∫

0

tα−1 exp(−t)dt, (1.2)

a função beta,

B (a, b) =

∫ 1

0

ta−1 (1− t)
b−1

dt, (1.3)

e a função hipergeométrica confluente,

1F1 (a, b;x) =

∞∑

i=0

(a)i
(b)ii!

xi, (1.4)

sendo que (z)i = (z) (z + 1) . . . (z + i− 1) denota o fatorial ascendente. As propri-
edades dessas funções especiais podem ser vistas em [14].

2. O Modelo

Considere a distribuição hipergeométrica confluente, ver [5], com função densidade
de probabilidade (fdp),

f (x) =
xa−1 (1− x)

b−1
exp (−cx)

B(a, b) 1F1 (a, a+ b,−c)
, (2.1)

em que 0 < x < 1, a > 0, b > 0, −∞ < c < +∞.
Combinando os trabalhos de [3], [4] e [17] pode-se construir uma nova classe

de distribuições, denominada hipergeométrica confluente G. Se G(x) denota uma
função de distribuição (fd) de uma variável aleatória em que x ∈ I, então, a fd
hipergeométrica confluente G é dada por,

F (x) =
1

B(a, b) 1F1 (a, a+ b,−c)

∫ G(x)

0

ta−1 (1− t)
b−1

exp (−ct) dt, x ∈ I, (2.2)
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a fdp associada a essa distribuição é,

f (x) =
g(x)G(x)a−1 [1−G(x)]

b−1
exp [−c G(x)]

B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
, g(x) =

dG(x)

dx
, (2.3)

a função de sobrevivência é,

S (x) = 1−
1

B(a, b) 1F1 (a, a+ b,−c)

∫ G(x)

0

ta−1 (1− t)
b−1

exp (−ct) dt, (2.4)

e a função taxa de falha é dada por,

λ (x) =
g(x)G(x)a−1 (1−G(x))

b−1
exp [−c G(x)]

B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)−
∫ G(x)

0
ta−1 (1− t)

b−1
exp (−ct) dt

. (2.5)

Claramente quando a = b = 1 e c = 0 o modelo hipergeométrico confluente G
reduz-se a distribuição original G(x).

Se 1 >| z | e se b é um número real positivo não inteiro, então

(1− z)b−1 =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)zj

Γ(b− j)j!
. (2.6)

Utilizando a expansão em série (2.6), a fd hipergeométrica confluente G pode
ser expressa em termos da função gama incompleta,

F (x) =
Γ(b)

B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)

∞∑

j=0

(−1)j γ (a+ j, cG(x))

ca+jΓ(b − j)j!
. (2.7)

Se b > 0 é um número inteiro, o índice j varia de zero até b− 1.

3. Alguns Casos Especiais

Nesta seção, são tratados alguns exemplos da distribuição hipergeométrica conflu-
ente G. Esses submodelos generalizam diversas distribuições importantes existentes
na literatura; como é o caso da beta normal e da beta Weibull.

• Distribuição hipergeométrica confluente normal

Ao substituir G(x) e g(x) em (2.3) pelas respectivas fd e fdp da distribuição
normal N

(
µ, σ2

)
obtemos, a fdp hipergeométriica confluente normal,

f (x) =
φ
(
x−µ
σ

)
Φ
(
x−µ
σ

)a−1 [
1− Φ

(
x−µ
σ

)]b−1
exp

[
−c Φ

(
x−µ
σ

)]

B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
, (3.1)

sendo que −∞ < x < +∞, a > 0, b > 0, σ > 0, −∞ < c < +∞, −∞ < µ <
+∞, φ(·) é a fdp normal padrão e Φ(·) é a fd normal padrão. Uma variável
aleatória X com fdp (3.1) será denotada por X ∼ HCN(a, b, c, µ, σ2). Caso,
c = 0 a distribuição HCN(a, b, 0, µ, σ2) corresponde ao modelo beta normal,
proposto por [4] e a distribuição HCN(1, 1, 0, µ, σ2) coincide com o modelo
normal.
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• Distribuição hipergeométrica confluente log-normal

Quando G(x) e g(x) em (2.3) são substituídas pelas respectivas fd e fdp da dis-
tribuição log-normal LN

(
µ, σ2

)
obtém-se, a fdp hipergeométriica confluente

log-normal,

f (x) =
φ
(

log x−µ
σ

)
Φ
(

log x−µ
σ

)a−1 [
1− Φ

(
log x−µ

σ

)]b−1

exp
[
−c Φ

(
log x−µ

σ

)]

B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
,

(3.2)
sendo que x > 0, a > 0, b > 0, σ > 0, −∞ < c < +∞, −∞ < µ < +∞,
φ(·) é a fdp normal padrão e Φ(·) é fd normal padrão. Caso, c = 0, tem-se
o modelo beta log-normal, para a = b = 1 e c = 0, obtém-se a distribuição
log-normal. Uma variável aleatória X com densidade (3.2) será indicada,
X ∼ HCLN(a, b, c, µ, σ2).

• Distribuição hipergeométrica confluente Weibull

A distribuição Weibull que inclui os submodelos exponencial e Rayleigh é
uma das mais importantes da estatística. A fd e a fdp desse modelo são
respectivamente,

G (x) = 1− exp
[
− (sx)k

]
(3.3)

e

g (x) = kskxk−1 exp
[
− (sx)

k
]
, (3.4)

em que x > 0, k > 0 e s > 0. Dessa forma, a densidade hipergeométriica
confluente Weibull, denotada por HCW (a, b, c, k, s), pode ser expressa como,

f (x) =
kskxk−1

{
1− exp

[
− (sx)

k
]}a−1

exp
{
c exp

[
− (sx)

k
]
− b (sx)

k
}

exp(c)B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
.

(3.5)

Essa distribuição inclui, quando c = 0, o modelo beta Weibull descrita por [7].
Se k = 1 juntamente com c = 0, tem-se o modelo beta exponencial proposto
por [12]. Caso, b = 1 e c = 0 origina-se o modelo bastante conhecido Weibull
exponenciado. Se k = 2 e c = 0 origina-se a distribuição beta Rayleigh. Se
a = b = 1 e c = 0, obtém-se o modelo Weibull. Se a = b = 1, c = 0 e em
adicional k = 1 resulta no modelo exponencial.

• Distribuição hipergeométrica confluente gama Seja Y uma variável ale-
atória com fd, G(y) = γ(α, βy)/Γ(α) em que y > 0, α > 0 e β > 0. A fdp de
uma variável aleatória X com distribuição hipergeométriica confluente gama,
indicada por X ∼ HCG(a, b, c, α, β), pode ser escrita como,

f (x) =
βαxα−1γ(α, βx)a−1 [Γ(α)− γ(α, βx)]

b−1

B(a, b) 1F1(a, a+ b;−c)Γ(α)a+b−1
exp

[
−βx− c

γ(α, βx)

Γ(α)

]
.

(3.6)
Se c = 0, a fdp (3.6) reduz-se a fdp do modelo beta gama.
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• Distribuição hipergeométrica confluente Pareto

SeX é uma variável aleatória Pareto com fd, G(x) = 1−(x/s)
−k

em que x ≥ s,
k > 0 e s > 0. A densidade de uma variável aleatória X com distribuição
hipergeométriica confluente Pareto, indicada por X ∼ HCP (a, b, c, k, s), pode
ser expressa como,

f (x) =
ksbkx−(bk+1)

[
1− (x/s)

−k
]a−1

exp
[
c (x/s)

−k
]

exp(c)B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
. (3.7)

A distribuição beta Pareto introduzida por [1] é um importante caso particular
de (3.7) quando c = 0.

• Distribuição hipergeométrica confluente Gumbel

A fd e a fdp do modelo Gumbel são dadas, respectivamente, por:

G (x) = exp

[
− exp

(
−
x− µ

σ

)]
(3.8)

e

g (x) =
1

σ
exp

[
−
x− µ

σ
− exp

(
−
x− µ

σ

)]
, (3.9)

com −∞ < x < +∞, −∞ < µ < +∞ e σ > 0. O modelo hipergeométrico
confluente Gumbel tem fdp dada por,

f (x) =
[1− exp (−u)]

b−1
exp {−u− a exp (−u)− c exp [− exp (−u)]}

σB(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
,

(3.10)
sendo que u = (x − µ)/σ. A distribuição beta Gumbel, ver [11], é um sub-
modelo de (3.10) quando c = 0. Caso b = 1 juntamente com c = 0, tem-se a
fdp Gumbel exponenciada estudada. Uma variável aleatória X com fdp (3.10)
será denotada por X ∼ HCGB(a, b, c, µ, σ).

• Distribuição hipergeométrica confluente Weibull inversa

A fd da distribuição Weibull inversa é definida como G(x) = exp
[
− (s/x)k

]

em que x > 0, k > 0 e s > 0. Dessa forma, a fdp da distribuição hipergeomé-
triica confluente Weibull inversa, indicada por X ∼ HCWI(a, b, c, k, s), pode
ser expressa como,

f (x) =
ksk

{
1− exp

[
− (s/x)

k
]}b−1

exp
{
−a (s/x)

k
− c exp

[
− (s/x)

k
]}

xk+1B(a, b) 1F1 (a, a+ b;−c)
.

(3.11)

Se c = 0, a fdp (3.11) reduz-se ao modelo beta Weibull inversa. Caso b = 1 e
c = 0, tem-se a distribuição Weibull inversa exponenciada.

Nas Figuras de 1 a 7 são exibidas algumas das formas possíveis das fdp para os
casos especiais da distribuição hipergeométrica confluente G.
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Figura 1: Funções densidade de proba-
bilidade HCN(a, b, c, 0, 1).

Figura 2: Funções densidade de proba-
bilidade HCLN(a, b, c, 0, σ2).

Figura 3: Funções densidade de proba-
bilidade HCW (a, b, c, k, s).

Figura 4: Funções densidade de proba-
bilidade HCG(a, b, c, α, β).

4. Estimação dos Parâmetros

Seja X1, . . . , Xn uma amostra aleatória da distribuição hipergeométrica confluente
G com vetor paramétrico θ̃ = (a, b, c, η̃). O vetor p−dimensional de parâmetros
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Figura 5: Funções densidade de proba-
bilidade HCP (a, b, c, k, 1).

Figura 6: Funções densidade de proba-
bilidade HCGB(a, b, c, µ, σ).

Figura 7: Funções densidade de proba-
bilidade HCWI(a, b, c, k, s).
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η̃ = (η1, . . . , ηp) é proveniente da distribuição geradora G (x; η̃). A função de veros-

similhança para o vetor paramétrico θ̃ pode ser escrita como,

L
(
θ̃
)
=

exp

[
−c

n∑

i=0

G (xi; η̃)

]

B(a, b)n 1F1 (a, a+ b;−c)
n

n∏

i=1

g (xi; η̃)G (xi; η̃)
a−1

[1−G (xi; η̃)]
b−1

.

(4.1)
Enquanto a correspondente função log-verossimilhança pode ser expressa como:

l
(
θ̃
)

= −n logB(a, b)− n log 1F1 (a, a+ b;−c)− c

n∑

i=0

G (xi; η̃) +

n∑

i=0

log g (xi; η̃)

+(a− 1)

n∑

i=0

logG (xi; η̃) + (b− 1)

n∑

i=0

log [1−G (xi; η̃)] , (4.2)

as estimativas de máxima verossimilhança de a, b, c e ηj são as soluções do sistema
de equações não-lineares:

∂l(θ̃)

∂a
= −nψ (a) + nψ (a+ b)− n

∂ log 1F1 (a, a+ b;−c)

∂a
+

n∑

i=0

logG (xi; η̃) = 0,

(4.3)

∂l(θ̃)

∂b
= −nψ (b)+nψ (a+ b)−n

∂ log 1F1 (a, a+ b;−c)

∂b
+

n∑

i=0

log [1−G (xi; η̃)] = 0,

(4.4)

∂l(θ̃)

∂c
= −n

∂ log 1F1 (a, a+ b;−c)

∂c
−

n∑

i=0

G (xi; η̃) = 0,

(4.5)

∂l(θ̃)

∂ηj
=

n∑

i=0

{
1

g (xi; η̃)

∂g (xi; η̃)

∂ηj
+

[
(a− 1)

G (xi; η̃)
+

(1− b)

1−G (xi; η̃)
− c

]
∂G (xi; η̃)

∂ηj

}
= 0,

(4.6)
em que ψ(·) denota a função digama ψ(t) = d log Γ(t)/dt.

5. Aplicação

Nesta seção, foi realizada uma aplicação da família hipergeométrica confluente G,
quando G tem distribuição Weibull.

A distribuição hipergeométrica confluente Weibull foi ajustada utilizando dados
do Programa Hormonal de Crescimento da Secretaria da Saúde de Minas Gerais,
esses dados são provenientes do tratamento de trinta e cinco crianças com diag-
nóstico de deficiência do hormônio de crescimento e consistem no tempo até que o
medicamento com esse tipo de hormônio atinja o objetivo, Tabela 1. Mais detalhes
sobre esse conjunto de dados podem ser encontrados em [8].
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Tabela 1: Dados do hormônio de crescimento.

2,15 2,20 2,55 2,56 2,63 2,74 2,81
2,90 3,05 3,41 3,43 3,43 3,84 4,16
4,18 4,36 4,42 4,51 4,60 4,61 4,75
5,03 5,10 5,44 5,90 5,96 6,77 7,82
8,00 8,16 8,21 8,72 10,40 13,20 13,70

Tabela 2: Estimativa de máxima verossimilhança dos parâmetros e AIC.

Distribuição a b c k s AIC
HC-Weibull 171,1053 0,0814 -5,5303 1,2972 1,6759 163,2685
Beta Weibull 9,7128 0,2510 . . . 1,1877 0,8653 163,9901
Weibull . . . . . . . . . 1,9932 0,1659 168,9772
Exponencial . . . . . . . . . . . . 0, 1885 188,8149

As estimativas de máxima verossimilhança para o modelo hipergeométrico con-
fluente Weibull e seus submodelos beta Weibull, Weibull e exponencial são exibidas
na Tabela 2.

Para selecionar a distribuição com melhor ajuste foi utilizado o critério de infor-
mação de Akaike, baseado na teoria de decisão o AIC (Akaike Information Criterion)
é definido como a quantidade AIC = −2L+ 2p em que L representa a magnitude
máxima da função suporte e p denota o número de parâmetros da distribuição. De
acordo com esse critério, o melhor modelo é aquele que apresenta o menor valor do
AIC. Na Tabela 2 pode-se observar que a distribuição hipergeométrica confluente
Weibull apresentou um ajuste melhor, comparado aos outros modelos probabilísticos
alternativos, pois seu AIC apresentou menor valor em relação as outras distribuições
consideradas.

A qualidade de ajuste dos modelos também pode ser verificada pelos gráficos
de probabilidades. Esses gráficos consistem em representar no plano cartesiano a
probabilidade observada versus a probabilidade esperada. Para cada um dos mo-
delos foi plotado F (x(i)) versus (i − 0, 375)/(n + 0, 25), i = 1, . . . , n em que F (·)
denota a função de distribuição e x(i) representa os valores amostrais em ordem
crescente. Na Figura 8 são exibidos os gráficos de probabilidade as distribuições
ajustadas, também por esse critério, a distribuição hipergeométrica confluente Wei-
bull apresentou melhor ajuste em relação as distribuições beta Weibull, Weibull e
exponencial.

Comparando as fdp ajustadas com o histograma dos dados observados, Figura 9,
novamente pode-se concluir que a distribuição hipergeométrica confluente Weibull
oferece um ajuste melhor em relação as outras três distribuições.
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Figura 8: Gráficos de probabilidade para as densidades ajustadas.

6. Conclusões

Utilizando os trabalhos de [3], [4] e [17] foi intoduzida uma nova família de distribui-
ções generalizadas. Para cada distribuição G pode-se definir uma nova distribuição,

Figura 9: Histograma dos dados observados sobreposto pelas densidades ajustadas.
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hipergeométrica confluente G, que a generaliza utilizando uma fórmula simples.
A estimação dos parâmetros dessa nova família pelo Método da Máxima Ve-

rossimilhança pode ser facilmente computada utilizando métodos numéricos. Uma
aplicação da distribuição hipergeométrica confluente Weibull a dados reais demons-
trou a flexibilidade e o potencial da família hipergeométrica confluente G na análise
de dados de sobrevivência.

Abstract. In this paper we introduced a family of distributions called confluent

hypergeometric G that includes the important models beta normal, beta Weibull,

beta Gumbel, beta Pareto among others. New distributions are presented as mem-

bers of this family, for example, confluent hypergeometric normal distribution and

confluent hypergeometric Weibull distribution. The estimation of the parameters

of this new class of generalized distributions is studied using the maximum like-

lihood method and its potential is demonstrated in the modeling of a real data set

of thirty-five children with growth hormone deficiency.

Keywords. Generalized beta distribution, confluent hypergeometric distribution,

method of maximum likelihood.
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