TEMA Tend. Mat. Apl. Comput., 13, No. 2 (2012), 167-178.
doi: 10.5540/tema.2012.013.02.0167

© Uma Publicagdo da Sociedade Brasileira de Matemadtica Aplicada e Computacional.

Uma Nova Classe de Distribuicoes Generalizadas

J.A. RODRIGUES, L.M. CHAVES! Departamento de Ciéncias Exatas, DEX,
UFLA - Universidade Federal de Lavras, 37200-000 Lavras, MG, Brasil.

F. CASTELLARES? Departamento de Estatistica, ICEX, UFMG - Universi-
dade Federal de Minas Gerais, 31270-901 Belo Horizonte, MG, Brasil.

Resumo. Neste trabalho, é introduzida uma familia de distribui¢bes denominada
hipergeométrica confluente G que inclui os importantes modelos: beta normal, beta
Weibull, beta Gumbel, beta Pareto, entre outros. Novas distribui¢bes sdo apresen-
tadas como membros dessa familia, por exemplo, a distribuigao hipergeométrica
confluente normal e a distribui¢do hipergeométrica confluente Weibull. A estima-
cao dos pardmetros dessa nova classe de distribuigoes generalizadas é estudada
utilizando o Método da Maxima Verossimilhanga e sua potencialidade é demons-
trada na modelagem de um conjunto de dados reais de trinta e cinco criancas com
deficiéncia do hormoénio de crescimento.

Palavras-chave. Distribui¢do beta generalizada, distribui¢do hipergeométrica con-
fluente, Método da Méxima Verossimilhanga.

1. Introducao

Nos tltimos anos, tém-se buscado novas distribuigoes para modelagem do tempo de
duragao de componentes ou tempo de vida de individuos. Esse fato é justificado,
em funcao das distribuigoes existentes, muitas vezes nao se ajustarem de forma
satisfatoria ao conjunto de dados reais em estudo. Nesse contexto, generalizagoes
das distribuicoes existentes tém sido propostas. Algumas dessas distribuigoes sao:
a beta Pareto apresentada por [1], a Weibul exponenciada estudada por [2, 9, 10,
13, 15], a beta normal estudada por [4], a beta Weibull inversa introduzida por [6], a
beta Weibull proposta por [7], a beta Gumbel proposta por [11], a beta exponencial
estudada por [12], a beta Burr XII inserida por [16], a beta Weibull modificada
estudada por [19] e a Gumbel exponenciada tratada por [18].

O objetivo deste trabalho é introduzir uma nova classe de distribuicoes, denomi-
nada hipergeométrica confluente G, que generaliza a familia de distribuigoes beta
G. Algumas novas distribuigoes sao apresentadas como membros dessa familia. A
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estimagao de parametros é discutida via Método de Méaxima Verossimilhanga. Al-
guns casos especiais sao discutidos e uma aplicagao a dados reais demonstra sua
potencialidade.

O texto é organizado da seguinte forma: na Secao 2 a familia hipergeométrica
confluente G é definida e alguns submodelos sdo discutidos na Segéo 3. A estimagao
dos paradmetros via método da maxima verossimilhanga é discutida na Secao 4. Na
Secao 5 é feita a aplicacao da distribuicao hipergeométrica confluente G na analise
de dados reais de trinta e cinco criangas com deficiéncia do horménio de crescimento.

Os célculos envolvidos incluem o uso de algumas fungoes especiais como a fungao
gama,

/to‘ Lexp(—t)dt, (1.1)
0

a funcao gama incompleta,

~v(a,z) = /to‘_lexp(—t)dt, (1.2)
0
a funcao beta,
B(a,b):/ol 1 (1= ), (1.3)

e a funcao hipergeométrica confluente,

1F1 abx :i

z:O

(1.4)

’L .

sendo que (z);, = (2) (2 +1)...(2 +1i— 1) denota o fatorial ascendente. As propri-
edades dessas fungoes especiais podem ser vistas em [14].

2. O Modelo

Considere a distribui¢ao hipergeométrica confluente, ver [5], com fun¢do densidade
de probabilidade (fdp),

2271 (1= 2)" exp (—ca)

f @)= B(a,b) 1F1 (a,a+b,—c)’

(2.1)

emque 0<x<1l,a>0,b>0, —00 < c< 4o00.

Combinando os trabalhos de [3], [4] e [17] pode-se construir uma nova classe
de distribui¢oes, denominada hipergeométrica confluente G. Se G(x) denota uma
fungao de distribuicdo (fd) de uma variavel aleatoria em que x € I, entdo, a fd
hipergeométrica confluente G é dada por,

1
B(aab) 1F1 (a,a—l—b,—c

F(x) = ) /OG(I) 1 (1 —t)" exp (—ct)dt, z eI, (2.2)
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a fdp associada a essa distribuicao é,

9(@)G(x)* ' [1 = G(@))" " exp[—c G()]

f(z) = B(a,b) 1 F1 (a,a + b; —c) 7

a funcao de sobrevivéncia €,

1
(aab) 1F1 (a,a—l—b,—c

G(z) 3
S()=1- )/O 1 (1— ) Vexp (—ct)dt,  (2.4)

e a funcao taxa de falha é dada por,

9(@)G(x)*~* (1 - G(x))" " exp [—c G(x)]

Ax) = .
B(a,b) 1F1 (a,a+b;—c) — foc(w) to=1 (1 — )" L exp (—ct) dt

(2.5)

Claramente quando a = b = 1 e ¢ = 0 0 modelo hipergeométrico confluente G
reduz-se a distribuicdo original G(x).
Se 1 >| z | e se b é um namero real positivo ndo inteiro, entao
o~ (CDT(b)2

b—1
(I-2)"" = > Tt (2.6)

<

Utilizando a expansao em série (2.6), a fd hipergeométrica confluente G pode
ser expressa em termos da fun¢do gama incompleta,

I'(b) o (1) v (a4, cG(x)

F(z) = .
(z) B(a,b) 1F1 (a,a + b, —0) catiT(b — )]

(2.7)
§=0

Se b > 0 é um numero inteiro, o indice j varia de zero até b — 1.

3. Alguns Casos Especiais

Nesta segao, sao tratados alguns exemplos da distribuicao hipergeométrica conflu-
ente G. Esses submodelos generalizam diversas distribuigoes importantes existentes
na literatura; como é o caso da beta normal e da beta Weibull.

e Distribuigao hipergeométrica confluente normal

Ao substituir G(z) e g(z) em (2.3) pelas respectivas fd e fdp da distribuicao
normal N (,u, 02) obtemos, a fdp hipergeométriica confluente normal,

6 () @ (5)" T [1- @ ()] exp [~ @ (22)]
B(a,b) 1F1 (a,a + b;—c) ’

f(x) =

(3.1)

sendo que —oco < x < 400, a>0,0>0,0 >0, —c0o<c < 400, —00 < u <
+00, ¢(+) é a fdp normal padrao e ®(-) é a fd normal padrao. Uma variavel
aleatoria X com fdp (3.1) serad denotada por X ~ HCN(a,b,c,u,c?). Caso,
¢ = 0 a distribuicio HCN(a, b, 0, i, 02) corresponde ao modelo beta normal,
proposto por [4] e a distribuicio HCN(1,1,0, i, 02) coincide com o modelo
normal.
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e Distribuigao hipergeométrica confluente log-normal

Quando G(z) e g(x) em (2.3) sdo substituidas pelas respectivas fd e fdp da dis-
tribuicao log-normal LN (u, 02) obtém-se, a fdp hipergeométriica confluente
log-normal,

oz e o oo ()

fla

B(a,b) 1F1 (a,a+ b;—c)

(3.2)
sendo que x > 0,a > 0,b > 0,0 >0, —00 < ¢ < 400, —00 < p < +00,
¢(+) é a fdp normal padrao e ®(-) é fd normal padrao. Caso, ¢ = 0, tem-se
o modelo beta log-normal, para a = b = 1 e ¢ = 0, obtém-se a distribuicao
log-normal. Uma variavel aleatoria X com densidade (3.2) sera indicada,
X ~ HCLN(a,b,c, u,a?).

Distribuicao hipergeométrica confluente Weibull

A distribuigdo Weibull que inclui os submodelos exponencial e Rayleigh é
uma das mais importantes da estatistica. A fd e a fdp desse modelo sdo
respectivamente,

G(z)=1—exp [— (sx)k} (3.3)
g () = ks®z* T exp [— (sx)k] , (3.4)

em que x > 0, k > 0e s > 0. Dessa forma, a densidade hipergeométriica
confluente Weibull, denotada por HCW (a, b, ¢, k, s), pode ser expressa como,

kskagk—1 {1 —exp {— (sx)k] }a_l exp {c exp {— (sx)k} —b (sx)k}
S (@)= exp(c)B(a,b) 1Fi (a,a + b;—c) '

(3.5)

Essa distribuigao inclui, quando ¢ = 0, o modelo beta Weibull descrita por [7].
Se k = 1 juntamente com ¢ = 0, tem-se o modelo beta exponencial proposto
por [12]. Caso, b =1 e ¢ = 0 origina-se o modelo bastante conhecido Weibull
exponenciado. Se kK = 2 e ¢ = 0 origina-se a distribui¢ao beta Rayleigh. Se
a=b=1¢ec=0, obtétm-se 0 modelo Weibull. Sea =b =1, c =0 e em
adicional k = 1 resulta no modelo exponencial.

Distribuigao hipergeométrica confluente gama Seja Y uma variavel ale-
atoria com fd, G(y) = y(«, By)/T'(e) em que y > 0, &« > 0e 8> 0. A fdp de
uma variavel aleatéria X com distribuicao hipergeométriica confluente gama,
indicada por X ~ HCG(a,b,c,a, ), pode ser escrita como,

f(z) = Bz 1y (, )" M) = y(e, B)]" " exo | g — o B2)
- B(a,b) 1Fi(a,a+ b, —c)T(a)atb-1 P ') o
3.6

Se ¢ =0, a fdp (3.6) reduz-se a fdp do modelo beta gama.
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e Distribuigao hipergeométrica confluente Pareto

Se X ¢ uma variavel aleatéria Pareto com fd, G(z) = 1—(z/s) " em que z > s,
k>0es > 0. A densidade de uma variavel aleatéria X com distribuigao
hipergeométriica confluente Pareto, indicada por X ~ HCP(a,b, ¢, k, s), pode
Ser expressa como,

ke sk g~ (bh+1) [1 — (x/s)fk} exp [c (a:/s)fk}

/ (:E) = eXp(c)B(a, b) 1F1 (C% a+b; _C)

(3.7)
A distribuigao beta Pareto introduzida por [1] € um importante caso particular
de (3.7) quando ¢ = 0.

e Distribuigao hipergeomeétrica confluente Gumbel

A fd e a fdp do modelo Gumbel sao dadas, respectivamente, por:

G (z) = exp [— exp <—“’ - “ﬂ (3.8)

g(z) = éexp {—% —exp <—%)] , (3.9)

com —o0 < & < 400, —00 < 4 < +00 e ¢ > 0. O modelo hipergeométrico
confluente Gumbel tem fdp dada por,

[1 = exp ()" exp {—u — aexp(—u) — cexp[ exp(—u)]}
f )= oB(a,b) 1F1 (a,a+ b; —c) ’
(3.10)
sendo que u = (x — p)/o. A distribuicdo beta Gumbel, ver [11], é um sub-
modelo de (3.10) quando ¢ = 0. Caso b = 1 juntamente com ¢ = 0, tem-se a
fdp Gumbel exponenciada estudada. Uma variavel aleatoria X com fdp (3.10)
sera denotada por X ~ HCGB(a,b,c, u,0).

e Distribuigao hipergeométrica confluente Weibull inversa

A fd da distribuicao Weibull inversa ¢ definida como G(z) = exp [— (s/ x)k}

em que x >0, k> 0e s> 0. Dessa forma, a fdp da distribuicao hipergeomé-
triica confluente Weibull inversa, indicada por X ~ HCW1(a,b, ¢, k, s), pode
Ser expressa como,

ksk {1 — exp [— (s/x)k] }IF1 exp {—a (s/z)" — ¢ exp [— (s/x)k] }
J (@)= x**t1B(a,b) 1 F1 (a,a + b; —c) '

(3.11)

Se ¢ =0, a fdp (3.11) reduz-se ao modelo beta Weibull inversa. Caso b =1 e
¢ =0, tem-se a distribuicao Weibull inversa exponenciada.

Nas Figuras de 1 a 7 sao exibidas algumas das formas possiveis das fdp para os
casos especiais da distribuigao hipergeométrica confluente G.
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Figura 1: Fungoes densidade de proba- Figura 2: Funcoes densidade de proba-
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bilidade HCW (a, b, ¢, k, ). bilidade HCG(a, b, c, a, ).

4. Estimacao dos Parametros

Seja X1,..., X, uma amostra aleatéria da distribui¢ao hipergeométrica confluente
G com vetor paramétrico § = (a,b,c,77). O vetor p—dimensional de parametros
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7= (m,...,np) é proveniente da distribuicdo geradora G (z;7). A funcado de veros-
similhanca para o vetor paramétrico # pode ser escrita como,

B exp [—cz G (x;; 1“7)1 .
L(%) = 5 F aspogr Lo @G i 1 =G i)

i=1
(4.1)
Enquanto a correspondente funcao log-verossimilhanca pode ser expressa como:

l(g) = —nlogB(a,b) —nlog 1F1(a,a—l—b;—c)—ch(a@i;ﬁ)—i—;logg(mi;ﬁ)
+a—1)) logG (zi;7) + (b—1) Y log[l — G (z:37)], (4.2)
i=0 i=0

as estimativas de maxima verossimilhanca de a,b, c e n; sao as solugoes do sistema
de equagoes nao-lineares:

al(é) L _Olog 1Fi(a,a+b;—c) = L
ek n (a) +ny (a+b) —n 5a +;10gG($z»ﬁ)—Oa
(4.3)
al(6) B dlog 1Fy (a,a+b;—c) S
5 = (D) (a+b)—n 5 +;1og[1—G(xl,ﬁ)]—0,
(4.4)
oUO)  dlog 1Fi(a,a+b—c) <~
5o = o —Z;Gm,m—o,
(4.5)

aO) _ ¢ { 1 g (i) {(a—l) (1-b) ]aGm;ﬁ)}:
o, ~ 2 \s@m oy loww 1w 9 o "

(4.6)
em que 1(-) denota a funcdo digama 9 (t) = dlog'(¢)/dt.

5. Aplicagao

Nesta se¢ao, foi realizada uma aplicagao da familia hipergeométrica confluente G,
quando G tem distribuigao Weibull.

A distribuicao hipergeométrica confluente Weibull foi ajustada utilizando dados
do Programa Hormonal de Crescimento da Secretaria da Satide de Minas Gerais,
esses dados sao provenientes do tratamento de trinta e cinco criangas com diag-
nostico de deficiéncia do hormoénio de crescimento e consistem no tempo até que o
medicamento com esse tipo de hormonio atinja o objetivo, Tabela 1. Mais detalhes
sobre esse conjunto de dados podem ser encontrados em [8].
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Tabela 1: Dados do hormoénio de crescimento.

215 220 255 256 2,63 2,74 281
2,90 3,05 341 343 343 384 4,16
4,18 4,36 442 451 4,60 4,61 4,75
503 510 544 590 596 6,77 782
8,00 8,16 821 872 1040 1320 13,70

Tabela 2: Estimativa de méxima verossimilhanca dos parametros e AIC.

Distribuicao a b c k S AlIC

HC-Weibull 171,1053 0,0814 -5,5303 11,2972 11,6759 163,2685
Beta Weibull ~ 9,7128  0,2510 e 1,1877 0,8653 163,9901
Weibull e e e 1,9932 0,1659 168,9772
Exponencial e e e e 0,1885 188,8149

As estimativas de maxima verossimilhanga para o modelo hipergeométrico con-
fluente Weibull e seus submodelos beta Weibull, Weibull e exponencial sao exibidas
na Tabela 2.

Para selecionar a distribuicao com melhor ajuste foi utilizado o critério de infor-
magao de Akaike, baseado na teoria de decisdo o AIC (Akaike Information Criterion)
é definido como a quantidade AIC = —2L + 2p em que L representa a magnitude
méaxima da fungao suporte e p denota o numero de parametros da distribuigao. De
acordo com esse critério, o melhor modelo é aquele que apresenta o menor valor do
AIC. Na Tabela 2 pode-se observar que a distribuigdo hipergeométrica confluente
Weibull apresentou um ajuste melhor, comparado aos outros modelos probabilisticos
alternativos, pois seu AIC apresentou menor valor em relagdo as outras distribuigdes
consideradas.

A qualidade de ajuste dos modelos também pode ser verificada pelos graficos
de probabilidades. Esses graficos consistem em representar no plano cartesiano a
probabilidade observada versus a probabilidade esperada. Para cada um dos mo-
delos foi plotado F'(x(;) versus (i —0,375)/(n+0,25), i = 1,...,n em que F(-)
denota a funcao de distribuicao e x(;) representa os valores amostrais em ordem
crescente. Na Figura 8 sao exibidos os graficos de probabilidade as distribuigoes
ajustadas, também por esse critério, a distribui¢ao hipergeométrica confluente Wei-
bull apresentou melhor ajuste em relagao as distribui¢oes beta Weibull, Weibull e
exponencial.

Comparando as fdp ajustadas com o histograma dos dados observados, Figura 9,
novamente pode-se concluir que a distribuicao hipergeométrica confluente Weibull
oferece um ajuste melhor em relagao as outras trés distribuigoes.
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Figura 8: Graficos de probabilidade para as densidades ajustadas.

6. Conclusoes

Utilizando os trabalhos de [3], [4] e [17] foi intoduzida uma nova familia de distribui-
¢oOes generalizadas. Para cada distribuicao G pode-se definir uma nova distribuigao,

=)
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----- Weibull

— - — Ezxponencial

Figura 9:

Histograma dos dados observados sobreposto pelas densidades ajustadas.
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hipergeométrica confluente G, que a generaliza utilizando uma férmula simples.

A estimagdo dos pardmetros dessa nova familia pelo Método da Maxima Ve-

rossimilhanga pode ser facilmente computada utilizando métodos numéricos. Uma
aplicagao da distribui¢ao hipergeométrica confluente Weibull a dados reais demons-
trou a flexibilidade e o potencial da familia hipergeométrica confluente G na anéalise
de dados de sobrevivéncia.

Abstract. In this paper we introduced a family of distributions called confluent
hypergeometric G that includes the important models beta normal, beta Weibull,
beta Gumbel, beta Pareto among others. New distributions are presented as mem-
bers of this family, for example, confluent hypergeometric normal distribution and
confluent hypergeometric Weibull distribution. The estimation of the parameters
of this new class of generalized distributions is studied using the maximum like-
lihood method and its potential is demonstrated in the modeling of a real data set
of thirty-five children with growth hormone deficiency.

Keywords. Generalized beta distribution, confluent hypergeometric distribution,
method of maximum likelihood.
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