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Resumo. Estimativa do per�l de 
on
entração de 
loro�la, em águas naturais, a

partir da radiação emergente na superfí
ie de um 
orpo d'água, 
om o uso de rede

neural arti�
ial do tipo Per
eptron de Múltiplas Camadas. A 
on
entração de 
lo-

ro�la está rela
ionada 
om os 
oe�
ientes de absorção e espalhamento via modelos

bio-ópti
os. O treinamento da rede é formulado 
omo um problema de otimização,

no qual a atualização das variáveis livres da rede (pesos, viés e parâmetros de 
ada

função de ativação) é feita através do método quasi-Newton.

Palavras-
have. Per
eptron de múltiplas Camadas, método quasi-Newton, 
on-


entração de 
loro�la, equação de transferên
ia radiativa.

1. Introdução

Neste trabalho a interação de um feixe de fótons 
om um 
orpo d'água é repre-

sentada pela Equação de Transferên
ia Radiativa (ETR). Dadas as 
ondições de


ontorno, o termo fonte e as propriedades óti
as inerentes, é possível resolver a

ETR e, assim, determinar a quantidade de partí
ulas (fótons) que estão emergindo

na superfí
ie da água após a interação 
om o meio. Ao abordar o problema dessa

forma, 
ara
teriza-se o que é 
hamado de problema direto. O 
orrespondente pro-

blema inverso 
onsiste em determinar uma ou mais propriedades físi
as (fontes inter-

nas, 
ondições de 
ontorno, propriedades óti
as) a partir das medidas radiométri
as

(radiân
ias) emergentes e/ou do interior do 
orpo d'água. A resolução numéri
a

da ETR é realizada 
om o 
ódigo PEESNA [3℄, o qual implementa o método SN

analíti
o (ASN ) [1℄.
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Nomen
latura

θ � ângulo polar rad
I(τ, µ, ϕ, λ) � radiân
ia cd
τ � variável óti
a de profundidade

µ � 
o-seno do ângulo polar (cos θ) medido a partir do

eixo positivo τ
ϕ � ângulo azimutal rad
λ � 
omprimento de onda nm
ζ � profundidade óti
a

Θ � ângulo de espalhamento formado pelas direções

{µ′, ϕ′} e {µ, ϕ}
rad

b(τ, λ) � 
oe�
iente de espalhamento m−1

a(τ, λ) � 
oe�
iente de absorção m−1

c(τ, λ) � 
oe�
iente de atenuação m−1

p(cosΘ, λ) � fun�
ão de fase de espalhamento

S0(τ, λ) � fonte interna de radiação cd
I0 � radiân
ia in
idente na superfí
ie cd
µ0 � 
o-seno do ângulo polar de in
idên
ia

ϕ0 � ângulo azimutal de in
idên
ia rad
δ(·) � função delta de Dira


Is(τ, µ, ϕ) � 
omponente de radiân
ia espalhada cd
Iu(τ, µ, ϕ) � 
omponente de radiân
ia não-espalhada cd
L � ordem de espalhamento

C(τ) � 
on
entração de 
loro�la mg ·m−3

awλ � 
oe�
iente de absorção da água pura m−1

acλ � 
oe�
iente de absorção espe
í�
o da C(τ)
b(τ, λ) � 
oe�
iente de espalhamento da água pura m−1

xj � entrada j de um vetor de padrões

wji � peso sinápti
o que liga a entrada j ao neur�nio i
bi � viés do neur�nio i
φ � função de ativação

vi � 
ampo lo
al induzido do neur�nio i
a � 
oe�
iente que indi
a a in
linação da função de ati-

vação

Et � matriz que 
ontem todos os padrões de entrada para

o treinamento

W � matriz que 
ontem todos os pesos sinápti
os

B � matriz/vetor que 
ontem todos os viés

A � matriz que 
ontem todos os 
oe�
ientes que indi
am

a in
linação das funções de ativação

M � número total de neur�nios na 
amada de saída

T � número total de padrões de treinamento

Otij � entrada ij da matriz de padrões de saída para o

treinamento

Onij
� entrada ij da matriz de saídas 
al
uladas pela rede
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aℓ
∗

� valor máximo/mínimo que o 
oe�
iente de in
lina-

ção das funções de ativação pode atingir

wk
∗

� valor máximo/mínimo que os pesos sinápti
os po-

dem atingir

bl
∗

� valor máximo/mínimo que os viés podem atingir

XXX � vetor 
ontendo w, b e a ini
iais

∇ � operador gradiente

H
−1

� matriz Hessiana inversa

R � nível de ruído

G � grupo de padrões

TA � taxa de a
erto

Nµ � número de direções dis
retas 
onsideradas para me-

dição da radiação emergente

EQM � erro quadráti
o médio

Np � número total de padrões no 
onjunto de validação

chlei � 
on
entração de 
loro�la exata mg ·m−3

chlen � 
on
entração de 
loro�la estimada pela rede mg ·m−3

O problema inverso pode ser formulado 
omo um problema de otimização, bus-


ando soluções regularizadas. Essa abordagem, 
hamada de implí
ita, foi utilizada

para resolver problemas, nos quais se desejou estimar per�s verti
ais da 
on
en-

tração de 
loro�la [21℄. Apesar dos bons resultados obtidos, a 
omplexidade do

problema inverso/direto fez ne
essário a utilização de pro
essamento paralelo para

a resolução [21, 23℄. A resolução de óti
a hidrológi
a inversa por esta estratégia

requer enorme 
usto 
omputa
ional. Gordon [9℄ faz uma revisão de té
ni
as de

solução em vários problemas inversos em Óti
a Hidrológi
a.

Uma estratégia para reduzir o tempo 
omputa
ional na resolução deste tipo

de problema inverso é a utilização de Redes Neurais Arti�
iais (RNAs) [7, 19, 5℄,

devido a 
apa
idade intrínse
a desses sistemas em aproximar funções [12℄.

Estimativas da 
on
entração de 
loro�la de superfí
ie em águas naturais (além

de outras propriedades), a partir da re�e
tân
ia medida por satélites, já tem sido

realizadas através de RNAs [14, 13, 11℄. Nesses trabalhos, os padrões de entrada da

rede são formados pelas re�e
tân
ias medidas nas bandas (
omprimentos de onda)

do visível, sendo que o valor médio de 
ada banda 
orresponde a uma entrada da

rede. Em nosso estudo, os padrões de entrada ne
essários para treinar e validar a

rede são formados pela radiação (radiân
ia) emergente na superfí
ie, sendo que 
ada

direção (polar) dis
reta 
onsiderada 
orresponde a uma entrada da rede. O método

de inversão baseado em RNA será testado 
om medidas de radiân
ias sintéti
as, em

que radiân
ias são 
al
uladas a partir da solução da ETR (problema direto). Para

os 
oe�
ientes de absorção e espalhamento, são empregados modelos bio-ópti
os [16,

10℄, nos quais estes 
oe�
ientes são dados em função da 
on
entração de 
loro�la.

A solução inversa é obtida através de uma RNA do tipo Per
eptron de Múltiplas

Camadas (MLP). O treinamento da rede é feito através da minimização do fun
ional

de diferença quadráti
a entre as respostas dadas pela rede os padrões de saída


onhe
idos. A bus
a mínima do fun
ional é feita através do método quasi-Newton

[5, 6℄. O 
onjunto de parâmetros estimados no pro
esso de treinamento da rede
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in
lui, além de pesos e viés, o parâmetro das funções de ativação.

2. Formulação do Problema Direto

A ETR é um modelo matemáti
o utilizado para representar a interação de um feixe

de luz (fótons) 
om um 
orpo d'água. Em muitas apli
ações, prin
ipalmente aquelas

que envolvem o estudo da interação desse feixe de luz 
om águas o
eâni
as, é plau-

sível 
onsiderar que o 
orpo d'água apresente variações signi�
ativas, 
om relação

aos seus 
onstituintes, apenas 
om a profundidade. Neste 
aso, denomina-se o que

é 
hamado de geometria plano-paralela. A ETR para este tipo de geometria, 
om

dependên
ia espe
tral, azimutal e polar, e espalhamento anisotrópi
o é dada por

µ
∂

∂τ
I(τ, µ, ϕ, λ) + I(τ, µ, ϕ, λ) =

b(τ, λ)

c(τ, λ)

∫ 1

−1

∫ 2π

0

∫

λ

p(cosΘ, λ)I(τ, µ′, ϕ′, λ′)dλ′dϕ′dµ′ + S0(τ, λ), (2.1)

em que I(τ, µ, ϕ, λ) representa a intensidade do feixe de radiação, τ ∈ (0, ζ), a

variável óti
a, no qual ζ é a espessura óti
a do meio, µ ∈ [−1, 1], ϕ ∈ [0, 2π] e,
representam, respe
tivamente, o 
o-seno do ângulo polar medido a partir do eixo

positivo τ e o ângulo azimutal, os quais espe
i�
am a direção de propagação Θ
da radiação no meio e λ é o 
omprimento de onda do fóton. O termo b(τ, λ) é o


oe�
iente de espalhamento, c(τ, λ) = a(τ, λ) + b(τ, λ) é o 
oe�
iente de atenuação

do feixe em que a(τ, λ) é o 
oe�
iente de absorção. Por �m, o termo p(cosΘ, λ)
é 
hamado de função de fase, e representa o espalhamento de um feixe in
idente

na direção {µ′, ϕ′, λ} a ser espalhado na direção {µ, ϕ, λ}, e S0(τ, λ) é uma fonte

interna de radiação. As 
ondições de 
ontorno, asso
iadas ao problema abordado,

são dadas por

I(0, µ, ϕ, λ) = I0δ(µ− µ0)δ(ϕ − ϕ0) e I(ζ,−µ, ϕ, λ) = 0, (2.2)

em que e I0 é a radiân
ia in
idente na superfí
ie, µ0 é o 
osseno do ângulo polar de

in
idên
ia, ϕ0 é o ângulo azimutal de in
idên
ia e δ( · ) é a função delta de Dira
.

Para resolver o problema de�nido pela equação (2.1), sujeita às 
ondições dadas

pelas equações (2.2), efetua-se uma dis
retização espa
ial e espe
tral [2℄. Há um

desa
oplamento para 
ada 
omprimento de onda e aqui a dependên
ia do 
ompri-

mento de onda será tomado um valor médio, isto é,

Iλ(τ, µ, ϕ) =
1

∆λ

∫ λ+∆λ

λ

I(τ, µ, ϕ, λ)dλ.

A �m de simpli�
ar a notação não será grifado a dependên
ia do 
omprimento

de onda λ. O próximo passo 
onsiste em realizar a de
omposição da intensidade

de radiação I(τ, µ, ϕ) [4℄ em 
omponentes espalhada Is(τ, µ, ϕ) e não-espalhada

Iu(τ, µ, ϕ) e, dessa forma, a solução I(τ, µ, ϕ) passa a ser expressa 
omo sendo a

soma dessas 
omponentes,

I(τ, µ, ϕ) = Iu(τ, µ, ϕ) + Is(τ, µ, ϕ).
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Para obter a solução para a 
omponente não-espalhada, 
onsidera-se b(τ, λ) = 0
na equação (2.1), sujeito às 
ondições (2.2) e, então, resolve-se a equação diferen-


ial par
ial resultante. Já para a 
omponente espalhada Is(τ, µ, ϕ), ini
ialmente

aproxima-se a função de fase de Henyey-Greenstein [15℄ em uma série �nita de fun-

ções de Legendre asso
iadas, e em seguida utiliza-se a de
omposição de Fourier em


o-senos [4℄, sobre o ângulo azimutal, de modo a gerar L + 1 equações integro-

diferen
ias (ETRs), sem a dependên
ia de ϕ. O termo integral presente em 
ada

equação íntegro-diferen
ial é aproximado pelo método da 
olo
ação, o qual 
onsiste

em substituir a integral angular por um esquema de quadratura de Gauss-Legendre.

Essa aproximação produz um 
onjunto de N equações diferen
iais ordinárias de pri-

meira ordem para 
ada ângulo azimutal. A solução analíti
a, para 
ada um desses


onjuntos, é obtida através do método ASN , que é baseado na de
omposição espe
-

tral da matriz de espalhamento. Para a aproximação numéri
a é utilizado o 
ódigo

PEESNA [3℄, o qual implementa o método ASN .

A relação entre os 
oe�
ientes de absorção e espalhamento 
om a 
on
entração

de 
loro�la é feita através de modelos bio-ópti
os. Segundo [16℄ e [10℄, as expressões

que rela
ionam a 
on
entração de 
loro�la 
om a absorção e o espalhamento são

dadas, respe
tivamente, por

a(τ, λ) =
[

awλ + 0.06 acλC
0.65(τ)

]

[

1 + 0.2 e−0.014(λ−440)
]

,

e

b(τ, λ) = bwλ +
550

λ
0.3C0.62(τ),

em que awλ e bwλ são, respe
tivamente, o 
oe�
iente de absorção e espalhamento da

água pura, 
ujos valores podem ser en
ontrados em [17℄, λ representa o 
omprimento

de onda, acλ é um 
oe�
iente de absorção espe
í�
o da 
on
entração de 
loro�la, 
ujo

valor pode ser en
ontrado em [20℄, e C(τ) é a 
on
entração de 
loro�la, a qual, para
o presente trabalho, é 
onsiderada 
onstante. Por �m, mais detalhes a
er
a da

solução para o problema de�nido nessa seção podem ser en
ontrados em [2℄.

3. Per
eptron de Múltiplas Camadas

Um MLP é obtido através da 
onexão de vários neur�nios entre si, de modo a

formarem uma rede. Essa rede é 
onstituída de uma 
amada de entrada, uma ou

mais 
amadas o
ultas, e uma 
amada de saída. Nesse modelo de rede, a informação

é passada adiante 
amada por 
amada até atingir a 
amada de saída. A informação

que 
hega em 
ada uma das unidades de pro
essamento e que deverá ser pro
essada

por essas unidades, é de�nida matemati
amente por vi =
∑

j wjixj + bi, em que xj

representa as informações de entrada, wji as 
onexões entre os neur�nios (sinapses),

e bi é 
hamado de nível de viés, e pode ser interpretado 
omo um valor que é ajustado

a �m de �
omplementar� alguma atividade presente no neur�nio biológi
o, mas

não presente no neur�nio arti�
ial. Essa informação é pro
essada através de uma

função de ativação φ, a qual tem por �nalidade restringir a amplitude do sinal de

saída. Assim, o sinal que segue para o próximo neur�nio é de�nido 
omo yi = φ(vi).
Comumente são empregadas 
omo funções de ativação: a função sigmóide, a função



238 Dall Cortivo, Chalhoub e Campos Velho

tangente hiperbóli
a e a função linear, de�nidas, respe
tivamente, por

φ(v) =
1

1 + e−av
, a > 0, φ(v) =

1− e−av

1 + e−av
, a > 0 e φ(v) = av, a ∈ R∗.

Redes do tipo MLPs requerem um treinamento do tipo supervisionado, ou seja,


om a presença de um professor que tem o 
onhe
imento do ambiente que a rede

deverá aprender. Esse ambiente é representado por um 
onjunto de entradas e

saídas 
onhe
idas. Durante a fase de aprendizagem, o professor apresenta uma de-

terminada entrada à rede, que por sua vez pro
essa a informação apresentada e

devolve uma saída. A saída 
al
ulada pela rede é 
omparada 
om a saída desejada,

e 
om isso é gerado um sinal de erro, o qual é propagado para trás (retropropaga-

ção) através do algoritmo de treinamento. Durante a retropropagação do erro, o

algoritmo de treinamento, baseado em alguma regra, faz uma 
orreção nas variáveis

livres da rede de modo a 
orrigir os valores dos seus parâmetros livres, a �m de

minimizar o erro 
ometido. Dessa forma, espera-se que a rede aprenda a fazer a


orreta asso
iação entre os padrões de entrada e os padrões de saída.

4. Formulação do Problema Inverso

A formulação para o treinamento, des
rita abaixo, segue a adotada em [6℄, e nessa

formulação, o treinamento é supervisionado e do tipo bat
h [12℄.

Para o treinamento, foi de�nido um fun
ional J ( · ) que é dado pela soma das

diferenças quadráti
as entre os padrões de saída utilizados para o treinamento e as

respostas obtidas pela rede para 
ada padrão de entrada, e para o qual bus
ou-se

um valor mínimo, ou seja,

J (Et,W,B,A) = min

T
∑

j=1

M
∑

i=1

∣

∣

∣

∣Otij −Onij

∣

∣

∣

∣

2

2
, (4.1)

em que Et, W, B e A são matrizes que 
ontem, respe
tivamente, os padrões de

entrada para o treinamento, os pesos sinápti
os, os biases e os parâmetros das

funções de ativação. Já M representa o número total de neur�nios na 
amada

de saída, T representa o número total de padrões de treinamento, Otij e Onij

representam, respe
tivamente, 
ada entrada das matrizes que 
ontem os padrões de

saída para o treinamento e as saídas 
al
uladas pela rede. Outros detalhes em [6℄.

Note que é ne
essário in
luir restrições às variáveis que estão sendo otimiza-

das, espe
ialmente às rela
ionadas 
om o parâmetro das funções de ativação. Pela

de�nição das funções sigmóide e tangente hiperbóli
a, estes parâmetros devem ser

positivos e, portanto, os �valores ótimos� para esses parâmetros devem satisfazer

0 < aℓ ≤ aℓ
max

, (4.2)

em que aℓ
max

é um valor máximo pré-de�nido, a �m de evitar que este parâmetro

atinja uma ordem de grandeza elevada, tornando a 
ontribuição do termo exponen-


ial desprezível, ou então, gerar um under�ow. Se for utilizada a função de ativação
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linear, a restrição dada pela equação (4.2) pode ser substituída por

−aℓ
min

≤ aℓ ≤ aℓ
max

, aℓ 6= 0, (4.3)

em que aℓ
min

e aℓ
max

são valores mínimos e máximos, respe
tivamente, pré-de�nidos

a �m de evitar um over�ow.

O treinamento da rede pode envolver uma função 
om múltiplos mínimos lo
ais,

o que torna difí
il garantir que será en
ontrado um mínimo global. Diante disso,

pare
e ser atraente a idéia de reduzir o espaço de bus
a e, então, bus
ar por um mí-

nimo lo
al dentro desse sub-espaço gerado, desde que esse produza bons resultados.

A redução do espaço de bus
a é obtido 
olo
ando restrições nas demais variáveis a

serem otimizadas, ou seja, nos pesos e nos viés. Portanto, durante o pro
esso de

treinamento são bus
ados valores para a matriz W e para matriz/vetor B de modo

que estes satisfaçam as restrições

−wk
min

≤ wk ≤ wk
max

−bl
min

≤ bl ≤ bl
max

, (4.4)

em que wk
∗
está asso
iado às restrições aos pesos, bl

∗
está asso
iado às restrições

aos viés. Outra vantagem que surge 
om a in
lusão dessas restrições nos pesos

e viés, é o fato que é possível evitar que esses parâmetros assumam ordens de

grandeza elevadas e, assim, evitar a saturação dos neur�nios, fato esse não desejado

pois prejudi
a o treinamento. Portanto, durante o treinamento da rede, o método

utilizado bus
a um mínimo para o fun
ional de�nido na equação (4.1), sujeito às


ondições expressas pelas equações (4.2) e/ou (4.3) e/ou (4.4).

Neste trabalho, para a minimização do fun
ional de�nido na equação (4.1), é uti-

lizado o método quasi-Newton implementado na sub-rotina E04UCF da bibliote
a

NAG, desenvolvida por Numeri
al Algorithms Group � NAG [18℄. Optou-se pela

utilização da bibliote
a 
itada em função da robustez da mesma para solução de

problemas de otimização não-lineares, e pela possibilidade da in
lusão das restrições


omentadas anteriormente, ver [5, 6℄.

Para o treinamento, as variáveis a serem otimizadas (pesos, viés e parâmetro

das funções de ativação) são organizadas em um vetor XXX = [W B A]T . Durante

esse pro
esso, a bibliote
a pro
ura um valor XXX∗
para XXX , de modo que

∇J ( · ,XXX∗) = 000, (4.5)

e ainda leva em 
onsideração que XXX∗
satisfaz as 
ondições expressas pelas equações

(4.2) e/ou (4.3) e/ou (4.4). Agora, se XXXk+1 =XXXk +∆XXXk aproxima o ponto XXX∗
na

(k + 1)-ésima iteração, então, fazendo a aproximação de primeira ordem em série

de Taylor para a equação (4.5) em torno do ponto XXXk+1, obtém-se XXXk+1 = XXXk +
H−1∇J ( · ,XXXk), em que H−1

é a matriz Hessiana inversa emXXX =XXXk. Na práti
a, a

inversa H−1
não é 
al
ulada de forma exata, e sim de uma forma aproximada. Para

isso, 
onsidere que XXXk é um ponto ini
ial e H
−1
k é uma aproximação da Hessiana

inversa, e que respeita as 
ondições de�nidas em [8℄. Então, primeiramente, o

algoritmo 
al
ula o gradiente de J em XXXk, em segundo 
al
ula uma direção de

bus
a de�nida pela expressão dk = −H
−1
k ∇J ( · ,XXXk), posteriormente atualiza XXXk
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de modo que XXXk+1 =XXXk + αkdk, em que αk é o tamanho do passo e, por �m,

atualiza H
−1
k através da expressão

H
−1
k+1 = H

−1
k −

H
−1
k SSSkSSS

T
kH

−1
k

〈

SSSk,H
−1
k SSSk

〉 +
SSSkSSS

T
k

〈YYY k,SSSk〉
,

em que SSSk =XXXk+1 −XXXk e YYY k = ∇J (·,XXXk+1)−∇J (·,XXXk). Detalhes da bibliote
a
e do método quasi-Newton podem ser en
ontrados em [18℄ e [8℄, respe
tivamente.

5. Conjuntos de Treinamento, Validação e Treina-

mento da Rede

Nesta seção des
reve-se 
omo são gerados os 
onjuntos de treinamento e de valida-

ção. Como o formalismo matemáti
o para a formulação do problema de treinamento

foi des
rito na seção anterior, aqui são abordados apenas os detalhes do pro
edi-

mento de treinamento.

5.1. Conjuntos de Treinamento e Validação

Ambos 
onjuntos, de treinamento e de validação, utilizados neste trabalho, são

obtidos a partir da resolução do problema exposto na Seção 2.

Para este trabalho, adotou-se uma úni
a região espa
ial e nessa região (profun-

didade óti
a) 
onsiderou-se que o per�l da 
on
entração de 
loro�la C é 
onstante,

ou seja, um valor médio na região. A partir do parâmetro C, é possível resolver o
problema de�nido naquela seção, determinando a radiação emergente na superfí
ie

após a interação dessa 
om o meio, em direções (
o-seno do ângulo polar) es
olhi-

das a priori. São esses valores da radiação emergente que 
onstituirão os padrões

de entrada para o treinamento e validação/teste da rede. As direções dis
retas

adotadas 
orrespondem a um total de dez igualmente espaçadas e perten
entes ao

intervalo θ ∈ [90◦, 135◦]. Para o ângulo azimutal adotou-se ϕ0 = 0◦. Com relação

à 
on
entração de 
loro�la adotou-se C ∈ [0.01, 10.0].
Para gerar o 
onjunto de treinamento, esse intervalo foi dis
retizado 
omo

C = [0.01, 0.02, 0.03, . . . , 0.1, 0.15, 0.2, 0.3, 0.4, . . . , 9.8, 9.9, 10.0], gerando 110

valores dis
retos

3

. Já para gerar o 
onjunto de validação, adotou-se uma dis
reti-

zação igualmente espaçada 
om um tamanho de passo de ∆C = 0.01, gerando 1000
valores dis
retos. Portanto, 
ada padrão de entrada (solução do problema para 
ada

valor dis
reto de C) de ambos 
onjuntos (treinamento e validação) é 
omposto de

dez entradas, e 
ada padrão de saída é 
omposto pelo respe
tivo valor de C que

gerou o padrão de entrada. Note que o número total de padrões no 
onjunto de

treinamento é 110, e no 
onjunto de validação é 1000.

Por �m, vale lembrar que 
ada valor de C 
orresponde a um dado de entrada, e a

radiação emergente, 
al
ulada pelo modelo, 
orresponde a saída (problema direto).

Já para a rede, a radiação emergente passa a ser a entrada e o valor de C passa a

ser a saída (problema inverso).

3

A diferença no tamanho do passo na dis
retização é devido a variação signi�
ativa da razão

b( · )/c( · ) para valores baixos de C.
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5.2. Treinamento da Rede

Como se está utilizando dados sintéti
os para treinar a rede, é ne
essário que os

valores da radiação retornados pelo problema direto, sejam 
orrompidos 
om ruído,

a �m de simular possíveis erros de medidas. Para isso, são 
onsiderados três níveis

de ruído gaussiano: R1 = 5%, R2 = 10% e R3 = 20%. Em seguida, os padrões do


onjunto de treinamento são 
olo
ados em ordem aleatória e, então, divididos em

três grupos (G1, G2 e G3) 
om a mesma quantidade de padrões em 
ada grupo.

Cada um desses grupos re
ebeu um dos níveis de ruído, sendo: R1 para o G1, R2

para G2 e R3 para G3. Durante o treinamento esses grupos são apresentados à rede.

O 
ritério de parada adotado é o da validação 
ruzada [12℄, sendo que a 
ada

dez iterações da função objetivo o pro
edimento de treinamento é pausado, e todo

o 
onjunto de validação é apresentado à rede quatro vezes. Na primeira vez, todos

os padrões do 
onjunto de validação são 
orrompidos 
om R1 e, então, apresentados

à rede. O mesmo se deu na segunda, ter
eira e quarta vez, sendo que na última é

utilizado um nível de ruído R4 = 13%. Este nível, não presente no treinamento, é

utilizado a �m de agregar à rede uma maior generalização.

Cada vez que o pro
esso de validação é realizado, o desempenho da rede é testado

e são armazenadas as variáveis da rede, bem 
omo o número de a
ertos e o valor

total do erro relativo. Ao �m do pro
esso, aquelas variáveis que produziram o maior

número de a
ertos e o menor erro relativo são re
uperadas e adotadas 
omo sendo

variáveis ótimas.

Para a 
ontagem das respostas 
orretas da rede, adotou-se o 
ritério de que o

valor de C estimado pela rede deve estar no intervalo C −R · C ≤ Cr ≤ C +R · C,
em que R é o nível de ruído nos dados de entrada e Cr

é o valor da 
on
entração

de 
loro�la estimado pela rede. Além disso, a rede utilizada é 
onstituída de uma


amada de entrada 
om dez neur�nios, uma 
amada o
ulta 
om 13 neur�nios e uma


amada de saída 
om apenas um neur�nio. A função de ativação utilizada em todos

os neur�nios da 
amada o
ulta foi a função sigmóide φ(vi) = 1/(1 + exp(−aivi)) e
na 
amada de saída foi utilizada a função linear φ(vi) = aivi.

Para as restrições de�nidas na equação (4.4), adotou-se wk
min

= bl
min

= wk
max

=
bl
max

= 45, para a restrição (4.2), adotou-se aℓ
max

= 20 e, por �m, para a restri-

ção de�nida pela equação (4.3), adotou-se aℓ
min

= aℓ
max

= 20. Esses valores foram

determinados durante o treinamento através de experimentos, e são 
apazes de re-

presentar uma região do espaço de bus
a no qual é possível obter boas respostas.

6. Resultados

Na resolução do problema, foram 
onsiderados 
in
o valores para λ = 500, 550,
600, 650, 700 nm, no entanto, por 
onveniên
ia, são apresentados apenas os resul-

tados 
orrespondentes à λ = 600 nm. Para λ = 500 nm, os resultados foram ex-

tremamente pobres e não expressaram nenhuma 
on�ança, e para λ = 550 nm, os
resultados melhoraram um pou
o, no entanto, a taxa de a
erto �
ou abaixo de 71%.

Apesar de 
omprimentos de onda λ > 600 nm apresentarem bons resultados, estes

não são adequados, pois o índi
e de absorção da água aumenta 
onsideravelmente

[15℄, fazendo 
om que a radiação eletromagnéti
a não penetre mais do que alguns
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pou
os metros.

A di�
uldade na obtenção de bons resultados para 
omprimentos de onda abaixo

de λ = 600 nm pode ser analisado na Figura 1. A Figura 1(a) mostra que há uma

�separação� entre 
ada 
urva de radiação até aproximadamente C = 3 e, após esse

valor, as 
urvas de radiação prati
amente se sobrepõe. Por outro lado, essa sobre-

posição não o
orre na Figura 1(b), na qual é possível observar que as 
urvas da

radiação para 
ada valor de C 
onsiderado são distintas.
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Figura 1: Radiação emergente na superfí
ie, sem a adição de ruído, para alguns

valores de C, para dois 
omprimentos de onda: (a) λ = 500 nm; (b) λ = 600 nm.

Uma análise quantitativa a
er
a da sensibilidade da radiação emergente 
om a

variação da 
on
entração de 
loro�la é apresentada na Tabela 2. Nessa tabela são

apresentados os resultados obtidos através da expressão

4

∆Ii ≡

Nµ
∑

k=0

[I(0, µk, 0
◦, C + δC)− I(0, µk, 0

◦, C)]2 , i = 1, . . . 9, (6.1)

em que δC = 1. Como é possível observar pelos resultados, a variação ∆I para

λ = 600 é maior e mais signi�
ativa quando 
omparada a variação∆I para λ = 500.
A não sobreposição das 
urvas apresentadas na Figura 1(b), ou então, a maior

sensibilidade da radiação emergente 
om a variação da 
on
entração de 
loro�la é

o fator fundamental que 
ontribui para a melhora no desempenho da rede.

Na Tabela 3, são apresentados, para 
ada nível de ruído 
onsiderado e para os

problemas asso
iados aos 
omprimentos de onda λ = 500, 550 e 600 nm, as taxas de

a
erto (TA) e os erros quadráti
os médios (EQM), 
al
ulados pela expressão

EQM =

√

√

√

√

1

Np

Np
∑

i=1

(chlei − chlni )
2,

onde Np é o número total de padrões no 
onjunto de validação, e chlei e chlni são,

respe
tivamente, as 
on
entrações de 
loro�la exatas e estimadas pela rede neural,

4

Os valores de radiân
ia apresentados das Figuras 1(a) e 1(b) foram normalizados para ter a

mesma ordem de grandeza, a �m de fa
ilitar a 
omparação.
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Tabela 2: Soma das diferenças quadráti
as expressa pelo equação (6.1) para as

radiações emergentes mostradas nas Figuras 1(a) e 1(b).

λ = 500 λ = 600
∆I1 0.0375 ∆I6 0.0004 ∆I1 0.0634 ∆I6 0.0146

∆I2 0.0083 ∆I7 0.0002 ∆I2 0.0399 ∆I7 0.0122

∆I3 0.0030 ∆I8 0.0002 ∆I3 0.0287 ∆I8 0.0104

∆I4 0.0013 ∆I9 0.0001 ∆I4 0.0221 ∆I9 0.0090

∆I5 0.0006 � � ∆I5 0.0177 � �

sobre o 
onjunto de validação. Vale enfatizar que, 
omo os níveis de ruído de�nem

as faixas de a
ertos, para o intervalo 
om ruído de 10% 
onsidera-se 
omo a
eitáveis

valores de inversão 
om desvio de até 10%, diferentemente da faixa de 5% de ruído �

onde só se 
onsidera a
eitável inversões 
om desvio máximo de 5%. Assim é possível

en
ontrar mais a
ertos em experimentos 
om maior nível de ruído (ver Tabela 3).

Tabela 3: Taxas de a
erto (TA), em %, e erros quadráti
o médios (EQM) sobre o


onjunto de validação para 
ada nível de ruído.

λ

Nível de Ruído (%)

5 10 15 20

Ac EQM Ac EQM Ac EQM Ac EQM
500 19.7 1.00 31.9 1.55 33.3 1.79 35.7 2.37

550 50.7 0.38 67.2 0.64 70.8 0.76 70.4 1.13

600 83.0 0.21 87.3 0.37 90.2 0.43 91.4 0.66

O menor valor de EQM, mostrado nesta tabela, 
omplementa a análise e ajuda

a demonstrar que os melhores resultados são os gerados 
om λ = 600 nm. Esta me-

lhora está asso
iada à distân
ia (separação) que existe entre 
ada 
urva da Fig. 1(b).

Esta separação evita a 
onfusão da rede durante a asso
iação do padrão de entrada

ao verdadeiro padrão de saída.

A Figura 2 mostra os per�s de 
loro�la obtidos pela rede para o 
onjunto de

validação, para 
ada um dos níveis de ruído 
onsiderados. O eixo das ordenados

representa as 
on
entrações de 
loro�la e o eixo das abs
issas representa 
ada um

dos padrões do 
onjunto de validação. Nas �guras, as linhas tra
ejadas representam

o limite de erro na estimativa de C pela rede. A linha 
heia representa 
ada per�l

re
uperado. Optou-se pela divisão dos grá�
os a �m de melhorar a visualização dos

resultados, prin
ipalmente para baixas 
on
entrações de C.

7. Con
lusões

A utilização do parâmetro das funções de ativação ajustáveis é uma té
ni
a pou
o

abordada na literatura, e sua utilização tem se mostrado e�
iente, pois 
ada neur�-

nio pode se espe
ializar em uma determinada região do 
onjunto de treinamento.

Isso melhora a 
apa
idade de generalização da rede e a robustez a dados ruidosos.
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Figura 2: Per�s médios re
uperados para dados de entrada gerados 
om λ = 600 nm,

orrompidos 
om diferentes níveis de ruído: (a) 5%; (b) 10%; (
) 13%; (d) 20%.

Um treinamento e�
iente (de baixo 
usto 
omputa
ional), juntamente 
om os

bons resultados obtidos, mostram que a RNA é uma té
ni
a promissora na resolução

de problemas inversos em óti
a hidrológi
a.

Fótons 
om 
omprimento de onda a
ima de 650 nm tem baixa penetração no


orpo de água (são absorvidos em até 5 m). A radiân
ia para fótons abaixo de

550 nm, para diferentes 
on
entrações de 
loro�la, 
olapsam em uma mesma 
urva

(ver Figura 1(a)). A �m de garantir uma 
erta penetração da radiação, 
om distintas


urvas de radiân
ias para diferentes 
on
entrações de 
loro�la adotou-se o intervalo

[550 nm, 650 nm℄.

O parágrafo a
ima ilustra a di�
uldade intrínse
a da estimativa de propriedades

óti
as em águas naturais. A di�
uldade apontada para o 
omprimento de onda

λ = 500 nm está asso
iado ao 
olapso, ou ainda, a baixa sensibilidade da radiação

emergente 
om a 
on
entração de 
loro�la. Esta é uma restrição asso
iada à físi
a

do problema e não da metodologia de inversão. Para redes neurais, várias 
on�-

gurações e diferentes valores ini
iais para as variáveis foram utilizadas, sendo que,

em nenhuma dessas situações, foi possível melhorar os resultados apresentados na

Tabela 3. Já, para o problema no qual foi 
onsiderado λ = 600 nm, o aprendizado

da rede se deu de forma rápida, sendo pou
o sensível ao número de neur�nios na


amada o
ulta e aos valores ini
iais das variáveis da rede. Em trabalhos futuros,

pretende-se retomar o problema utilizando um fator de 
orreção para tentar atenuar
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o fator de de
aimento exponen
ial da radiação (efeito da absorção) [22℄.

Abstra
t. In this work the average pro�le of 
hlorophyll 
on
entration is estimated

from the emitted radiation at the surfa
e of natural waters. This is performed

through the use an Arti�
ial Neural Network of Multilayer Per
eptron type to a
t

as the inverse operator. Bio-opti
al models are used to 
orrelate the 
hlorophyll


on
entration with the absorption and s
attering 
oe�
ients. The network training

is formulated as an optimization problem, in whi
h the update of the free variables

of network (weights, viéses and ea
h slope of the a
tivation fun
tions) is performed

through the quasi-Newton method.

Keywords. Multilayer per
eptron, quasi-Newton method, 
hlorophyll 
on
entra-

tion, radiative transfer equation.
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