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Resumo. Propomos neste trabalho a utilização do modelo Geométri
o 
om in�a-

ção de zeros, que é uma generalização do modelo Geométri
o, na análise de dados

de sobrevivên
ia e 
on�abilidade. O uso deste modelo se faz ne
essário prin
ipal-

mente quando os dados apresentam um número ex
essivo de zeros. Estimativas

de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo foram obtidas, assim 
omo

seus intervalos de 
on�ança baseados na teoria assintóti
a. Ademais, usamos a té
-

ni
a de reamostragem bootstrap 
omo um pro
edimento alternativo adequado para


onstrução de intervalos de 
on�ança para os parâmetros do modelo Geométri
o


om in�ação de zeros.

Palavras-
have. Estimação intervalar, probabilidade de 
obertura, té
ni
a boots-

trap.

1. Introdução

A distribuição Geométri
a [7℄ é utilizada para 
ontar o número de fra
assos que

pre
edem o primeiro su
esso, e a mesma pode ser vista 
omo uma versão dis
reta

da distribuição Exponen
ial [11℄. Em parti
ular, na análise de 
on�abilidade, po-

demos estar interessados no número de impa
tos termo-elétri
os re
ebidos por um

equipamento eletr�ni
o antes do mesmo falhar. Nos 
asos onde, a 
han
e de falha

desse equipamento no primeiro impa
to é muito alta, podemos ter uma o
orrên
ia

muito grande de números zeros nesse 
onjunto de dados. Nesta situação, o modelo

Geométri
o 
om in�ação de zeros (ZIG) será mais apropriado do que o modelo Geo-

métri
o padrão para o ajuste desses dados. Os modelos 
om in�ação de zeros 
omo

o modelo Binomial Negativo ou Poisson 
om in�ação de zeros já foram amplamente

dis
utidos por [2℄ e [8℄.
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Neste artigo, propomos trabalhar 
om a distribuição Geométri
a 
om in�ação

de zeros na análise de dados de sobrevivên
ia e 
on�abilidade, a qual é uma ge-

neralização da distribuição Geométri
a. O objetivo deste trabalho é apresentar a

té
ni
a de reamostragem bootstrap [3℄ 
omo um pro
edimento alternativo na 
ons-

trução de intervalos de 
on�ança para os parâmetros do modelo ZIG, uma vez que

os pro
edimentos usuais podem não ser válidos [1℄.

Essa té
ni
a de reamostragem foi proposta primeiramente por Efron [5℄, e visa a

obtenção de estimativas intervalares empíri
as para os estimadores dos parâmetros

de interesse por meio da reamostragem do 
onjunto de dados original. Existem basi-


amente dois tipos de bootstrap: o paramétri
o, no qual os estimadores de máxima

verossimilhança (EMV) são obtidos através do modelo ajustado, isto é, geramos

dados do modelo ajustado 
om os valores dos parâmetros �xados nos EMV obtidos

da amostra original; e o bootstrap não paramétri
o, onde os EMV são baseados em

B reamostras 
om reposição obtidas da amostra original.

Os parâmetros do modelo ZIG são estimados através do logaritmo da função

de verossimilhança, utilizando-se de um algoritmo do tipo Newton implementado

na função nlm (non linear minimization) do pa
ote stats disponível no software R

[4℄. Do mesmo modo, intervalos de 
on�ança são 
onstruídos para os parâmetros

do modelo ZIG através da teoria assintóti
a usual, utilizando-se das propriedades

assintóti
as dos estimadores de máxima verossimilhança. Também são 
onstruídos

intervalos de 
on�ança bootstrap para os parâmetros do modelo ZIG 
omo uma

alternativa adequada aos métodos usuais de estimação intervalar. Para 
omparar os

pro
edimentos de 
onstrução de intervalos de 
on�ança, 
al
ulamos a probabilidade

de 
obertura e as amplitudes médias desses intervalos.

Para ilustrarmos a metodologia adotada neste trabalho, geramos no software R

um 
onjunto de dados 
om muitos zeros e, a esses dados, ajustamos os modelos ZIG

e Geométri
o através das suas respe
tivas função de sobrevivên
ia, 
omparando-as


om as estimativas de Kaplan-Meier.

2. Desenvolvimento

A distribuição Geométri
a 
om in�ação de zeros é uma generalização da distribuição

Geométri
a, onde temos uma 
ombinação da distribuição Geométri
a 
om uma

distribuição 
uja probabilidade de zero é igual a 1. A distribuição de probabilidades

do modelo ZIG pode ser expressa da seguinte forma

f(x) = θ(1− θ)xρ+ (1− ρ)I(x) {0} = (θρ+ (1− ρ))I(x){0} (θ (1− θ)x ρ)1−I(x){0}
(2.1)

onde x = 0, 1, 2, . . .; 0 ≤ θ ≤ 1 é o parâmetro da distribuição Geométri
a que

representa a probabilidade instantânea do evento de interesse e, 0 ≤ ρ ≤ 1 é o

parâmetro de mistura da distribuição Geométri
a 
om uma distribuição degenerada

em x = 0 que modela os ex
essos de zeros não expli
ados pelo modelo geométri
o.

I(x) {0} é uma função indi
adora, que vale um quando x = 0 e zero para x > 0.
Em parti
ular se ρ = 1, o modelo (2.1) se reduz ao modelo Geométri
o.

As funções de sobrevivên
ia e de ris
o podem ser es
ritas, respe
tivamente por

S(x) = P (X > x) = ρ (1− θ)
x−1
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e

h(x) = (θ + (1− ρ) (1− θ))
I(x){0} θ(1−I(x){0}) =

{

θ + (1− ρ) (1− θ) , se x = 0
θ, se x > 0

Seja X uma variável aleatória 
om função densidade de probabilidade dada em

(2.1), então na ausên
ia de 
ensuras, os parâmetros do modelo ZIG podem ser

estimados através da maximização da função de verossimilhança de�nida 
omo [9℄

L(X | ρ, θ) =

n
∏

i=1

(θρ+ (1− ρ))
I(xi)

{0}
(θ (1− θ)

xi ρ)
1−I(xi)

{0}

O logaritmo da função de verossimilhança pode ser apresentado por

l (X | ρ, θ) = n0 log (θρ+ (1− ρ))+ (n− n0) (log (ρ) + log (θ))+ log (1− θ)

∞
∑

x=1

nxx (2.2)

onde nx é o número de o
orrên
ias do valor x na amostra, x = 1, 2, . . . Em parti
ular,

n0 é o número de zeros na amostra. Note que

∑n
i=1 xi =

∑∞
x=1 nxx.

Os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo ZIG po-

dem ser obtidos diretamente através da maximização do logaritmo da função de

verossimilhança (2.2) por métodos numéri
os.

O vetor gradiente das derivadas par
iais de (2.2) é obtido através de

▽l (X | ρ, θ) =

(

∂l(X|ρ,θ)
∂ρ

∂l(X|ρ,θ)
∂θ

)

=





n−n0

ρ
− n0(1−θ)

θρ+(1−ρ)

n0ρ
θρ+(1−ρ) +

n−n0

θ
−

∑

∞

x=1
nxx

1−θ





e a matriz Ja
obiana 
om as derivadas segundas é dada por

▽2l (X | ρ, θ) =

(

∂2l(X|ρ,θ)
∂ρ2

∂2l(X|ρ,θ)
∂ρ∂θ

∂2l(X|ρ,θ)
∂θ2

)

=

=





− n0(1−θ)2

[θρ+(1−ρ)]2
− n−n0

ρ2
n0

θρ+(1−ρ) +
n0(1−θ)ρ

[θρ+(1−ρ)]2

− n0ρ
2

[θρ+(1−ρ)]2
− n−n0

θ2 −

∑

∞

x=1
nxx

(1−θ)2





Note que ni ∼ Binomial (n, P (X = i)), assim, E(ni) = nP (X = i). Dessa

forma, temos

E (n0) = nP (X = 0) = n (θρ+ 1− ρ)

e

E

(

∞
∑

x=1

nxx

)

= n
∞
∑

x=1

xP (X = x) =
nρ(1− θ)

θ
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Logo, é fá
il veri�
armos que

E (▽l (X | ρ, θ)) =





E
(

∂l(X|ρ,θ)
∂ρ

)

E
(

∂l(X|ρ,θ)
∂θ

)



 =

(

0
0

)

A matriz de informação de Fisher In(ρ, θ), é dada por

In (ρ, θ) = E
(

−▽2 l (X | ρ, θ)
)

=





E
(

−∂2l(X|ρ,θ)
∂ρ2

)

E
(

−∂2l(X|ρ,θ)
∂ρ∂θ

)

E
(

−∂2l(X|ρ,θ)
∂θ2

)



 =

=





n(1−θ)
ρ(θρ+1−ρ) − n

θρ+1−ρ

nρ(θ+(1−ρ)(1−θ)2)
θ2(1−θ)(θρ+1−ρ)





Invertendo a matriz de informação de Fisher obtemos

I−1
n (ρ, θ) =

(

ρ(1−ρ)
n

+ θρ

n(1−θ)2
θ2

n(1−θ)
θ2

nρ

)

Portanto, temos que

(

ρ̂

θ̂

)

≈ Normal2

((

ρ
θ

)

, I−1
n (ρ, θ)

)

(2.3)

Assim, os intervalos de 100 (1− α)% de 
on�ança para os parâmetros do modelo

ZIG (2.1) são dados respe
tivamente por

ρ̂± z(1−α

2 )

√

ρ (1− ρ)

n
+

θρ

n (1− θ)
2 (2.4)

e

θ̂ ± z(1−α

2 )

√

θ2

nρ
(2.5)

onde z(1−α

2 )
é o quantil

(

1− α
2

)

de uma distribuição Normal Padrão. Note que θ e

ρ em geral são parâmetros des
onhe
idos, dessa forma, podemos substituí-los pelos

seus estimadores θ̂ e ρ̂, respe
tivamente em (2.4) e (2.5).

A utilização de (2.3) é dire
ionada pelo tamanho da amostra, que deve ser su-

�
ientemente grande. No entanto, em análise de sobrevivên
ia e 
on�abilidade é


omum termos amostras pequenas ou moderadas, onde a aproximação (2.3) pode

não ser válida [1℄. Nestes 
asos uma possibilidade é a utilização da té
ni
a de rea-

mostragem bootstrap paramétri
a e/ou não paramétri
a na 
onstrução de intervalos

de 
on�ança, através da reamostragem do 
onjunto de dados original [3℄.

Consideremos θ 
omo o parâmetro de interesse do modelo ZIG. Para 
ada re-

amostra da amostra original, 
al
ulamos o EMV para θ e temos no �nal de B

reamostragens, θ̂1 < . . . < θ̂B valores dos EMV ordenados. Utilizamos então

θ̂(B)(α

2 )
e θ̂(B)(1−α

2 )
(2.6)
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omo os limites inferiores e superiores do intervalo 100(1− α)% de 
on�ança para

θ, onde α é o nível de signi�
ân
ia. Neste trabalho utilizamos B = 1000. Intervalos
de 
on�ança per
entis bootstrap 100(1 − α)% para o parâmetro ρ do modelo ZIG

podem ser obtidos de maneira análoga.

Quando a reamostra for obtida de um modelo probabilísti
o, utilizando 
omo

parâmetros deste modelo as estimativas dos mesmos 
al
uladas através da amos-

tra original, temos o bootstrap paramétri
o. Agora, se a reamostra for feita 
om

reposição diretamente da amostra original, temos o bootstrap não paramétri
o. No

bootstrap paramétri
o é feita suposição sobre a distribuição dos dados que gerou

a amostra original, isto é, ne
essita supor ou 
onhe
er a distribuição que gerou

a amostra original. No 
aso do bootstrap não paramétri
o não pre
isa supor ou


onhe
er essa distribuição. Em ambos os 
asos, é ne
essário que a amostra seja

representativa da população. Maiores detalhes sobre essa té
ni
a podem ser vistos

em [3℄.

Para 
ompararmos os pro
edimentos de 
onstrução de intervalos de 
on�ança

para os parâmetros de uma distribuição, é usual o 
ál
ulo das probabilidades de 
o-

bertura e das amplitudes médias desses intervalos [10℄. A probabilidade de 
obertura

é determinada repetindo o pro
edimento de 
onstrução do intervalo de 
on�ança D

vezes, nas quais veri�
amos em 
ada uma se o verdadeiro valor do parâmetro per-

ten
e ou não ao intervalo de 
on�ança obtido. Assim, a probabilidade de 
obertura

para um intervalo de 
on�ança pode ser 
al
ulada por

1−

∑D
j=1 ψ(vp /∈ ICj)

D
(2.7)

onde ψ(.) é uma função indi
adora que vale um se vp /∈ ICj e zero 
aso 
ontrário,

vp é o verdadeiro valor do parâmetro e ICj é o j-ésimo intervalo de 
on�ança


onstruído. Neste trabalho utilizamos D = 1000.

A amplitude de um intervalo de 
on�ança é outro 
ritério para 
omparação de

intervalos de 
on�ança. Com a mesma probabilidade de 
obertura, pro
edimentos

de intervalos de 
on�ança que possuem menores amplitudes são 
onsiderados me-

lhores [6℄. Pro
edimentos de intervalos de 
on�ança 
onservativos tendem a terem

maiores amplitudes do que os pro
edimentos não 
onservativos.

3. Resultados e Dis
ussões

A metodologia adotada neste trabalho é apli
ada a um 
onjunto de dados de ta-

manho 50 gerado no software R através do modelo ZIG 
om os parâmetros �xados

em θ = 0, 15 e ρ = 0, 4. O tamanho da amostra foi de�nido de forma a ser su�-


iente para representar bem o ex
esso de zeros e pequeno o bastante para evitar a

normalidade assintóti
a das estimativas. Neste exemplo estamos 
onsiderando que

esses dados são referentes a tolerân
ia de um equipamento eletr�ni
o ao número de

impa
tos termo-elétri
os onde, pelas 
ara
terísti
as de fabri
ação, sabemos que o

primeiro impa
to é o mais fatal para o equipamento, isto é, a 
han
e de falha no

primeiro impa
to é maior do que nos demais. Os dados simulados foram: 0, 0, 0,
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20, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 17, 4, 0, 0, 0, 0, 4, 0, 11, 0, 0, 0, 0,

0, 2, 0, 15, 0, 0, 14, 5, 0, 0, 0, 11, 0, 5, 19 e 9.

A Figura 1 apresenta as 
urvas de sobrevivên
ia dos modelos ZIG e Geométri
o

juntamente 
om a 
urva de Kaplan-Meier, observa-se que o modelo Geométri
o


om in�ação de zeros se ajusta melhor a esse 
onjunto de dados do que o modelo

Geométri
o simples, o que era esperado devido ao ex
esso de zeros 
ontido nesses

dados.

0 5 10 15 20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Impactos

F
un

çã
o 

de
 S

ob
re

vi
vê

nc
ia

Figura 1: Curvas de sobrevivên
ia dos modelos ZIG (
ontínua), Geométri
o (pon-

tilhada) e de Kaplan-Meier (es
ada).

As estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros θ e ρ do modelo

ZIG, 
al
uladas através da maximização de (2.2) utilizando a função nlm do soft-

ware R, são respe
tivamente θ̂ = 0, 1189 e ρ̂ = 0, 3859. Os intervalos de 
on�ança

para os parâmetros do modelo ZIG 
onstruídos utilizando a teoria assintóti
a usual

(2.4) e (2.5), e a té
ni
a bootstrap (2.6) estão 
ondensados na Tabela 1, que também

apresenta as variân
ias e os ví
ios dos estimadores obtidos pelos métodos des
ritos

neste trabalho. Observando a Tabela 1 per
ebemos que os intervalos de 
on�ança

estão próximos, sendo que o intervalo via té
ni
a bootstrap não paramétri
a apre-

senta uma menor amplitude e variân
ia em relação ao bootstrap paramétri
o. Este

fato também o
orre entre os ví
ios dos estimadores, onde novamente os intervalos

não paramétri
os apresentam-se menores.

A Figura 2 apresenta os histogramas e os qq-plots das distribuições empíri
as dos

EMV obtidos via bootstrap paramétri
o e não paramétri
o, onde há um indi
ativo

de não normalidade dos EMV, em parti
ular para os estimadores de θ, sugerindo,
neste 
aso, que a teoria usual de verossimilhança (2.3) pode não propi
iar resultados

su�
ientemente adequados.
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Tabela 1: Intervalos de 
on�ança para os parâmetros do modelo ZIG.

Intervalo de Con�ança Parâmetro IC(95%) Variân
ia Ví
io

Assintóti
o [0, 0658 ; 0, 1719] 0, 0007 −
Bootstrap Paramétri
o θ [0, 0785 ; 0, 1964] 0, 0010 0, 0592
Bootstrap Não Param. [0, 0876 ; 0, 1842] 0, 0007 0, 0468
Assintóti
o [0, 2351 ; 0, 5367] 0, 0059 −
Bootstrap Paramétri
o ρ [0, 2460 ; 0, 5408] 0, 0060 0, 0049
Bootstrap Não Param. [0, 2578 ; 0, 5410] 0, 0055 0, 0060

Os resultados da Tabela 2 mostram que as probabilidades de 
obertura estima-

das dos pro
edimentos de intervalo de 
on�ança 
al
uladas através de (2.7) estão

próximas da probabilidade de 
obertura nominal �xada em 0,95, ex
eto para o pa-

râmetro θ do intervalo bootstrap não paramétri
o (0,895) e, que os pro
edimentos

de 
onstrução dos intervalos de 
on�ança são não 
onservativos, pois as probabili-

dades de 
obertura estimadas estão abaixo da probabilidade de 
obertura nominal

(0,95). Com relação às amplitudes médias, a Tabela 2 apresenta amplitudes médias

próximas entre os pro
edimentos de intervalo de 
on�ança.

Tabela 2: Probabilidade de 
obertura e amplitude média para os parâmetros do

modelo ZIG.

Intervalo de Con�ança Probabilidade de Cobertura Amplitude Média

Parâmetros θ ρ θ ρ
Assintóti
o 0, 944 0, 945 0, 139 0, 316
Bootstrap Paramétri
o 0, 937 0, 945 0, 156 0, 318
Bootstrap Não Paramétri
o 0, 895 0, 942 0, 148 0, 317

4. Con
lusões

Podemos utilizar o modelo Geométri
o 
om in�ação de zeros em dados de sobrevi-

vên
ia e 
on�abilidade, no entanto, é pre
iso ter 
uidado na 
onstrução de intervalos

de 
on�ança para os parâmetros desse modelo, uma vez que os pro
edimentos usu-

ais podem não ser válidos, em parti
ular para amostras pequenas. Neste 
ontexto,

a té
ni
a de reamostragem bootstrap paramétri
a e/ou não paramétri
a utilizada

apresenta-se 
omo um pro
edimento alternativo de estimação intervalar para os

parâmetros deste modelo, possibilitando a obtenção de intervalos de 
on�ança ade-

quados. Para o 
onjunto de dados simulados, desta
amos o intervalo bootstrap

paramétri
o, que apresentou uma probabilidade de 
obertura próxima da nominal

e maior do que o bootstrap não paramétri
o, além de uma amplitude média próxima

dos demais intervalos de 
on�an
a.



254 Carras
o, Tutia e Nakano

Bootstrap Paramétrico

Theta

F
re

qu
ên

ci
a

0.05 0.15 0.25

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

−3 −1 1 2 3

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

0.
30

Bootstrap Paramétrico

Quantis Teóricos

Q
ua

nt
is

 A
m

os
tr

ai
s

Bootstrap Paramétrico

Rho
F

re
qu

ên
ci

a

0.1 0.3 0.5 0.7

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

−3 −1 1 2 3

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

Bootstrap Paramétrico

Quantis Teóricos

Q
ua

nt
is

 A
m

os
tr

ai
s

Bootstrap Não Paramétrico

Theta

F
re

qu
ên

ci
a

0.10 0.20

0
10

0
20

0
30

0

−3 −1 1 2 3

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

Bootstrap Não Paramétrico

Quantis Teóricos

Q
ua

nt
is

 A
m

os
tr

ai
s

Bootstrap Não Paramétrico

Rho

F
re

qu
ên

ci
a

0.1 0.3 0.5

0
50

10
0

15
0

20
0

−3 −1 1 2 3

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

Bootstrap Não Paramétrico

Quantis Teóricos

Q
ua

nt
is

 A
m

os
tr

ai
s

Figura 2: QQ-plots e histogramas das distribuições empíri
as dos estimadores dos

parâmetros do modelo ZIG via bootstrap paramétri
o e não paramétri
o.

Abstra
t. We propose in this paper the use of zero-in�ated Geometri
 model,

whi
h is a generalization of the Geometri
 model, in the analysis of reliability and

survival data. The use of this model is ne
essary espe
ially when the data presents

an ex
essive number of zeros. Maximum likelihood estimates of parameters were

obtained, even as their 
on�den
e intervals based on asymptoti
 theory. In addition,

we use the bootstrap resampling te
hnique as an appropriate alternative pro
edure

to 
onstru
t 
on�den
e intervals of parameters of zero-in�ated Geometri
 model.

Keywords. Intervalar estimation, 
overage probability, bootstrapping te
hnique.
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