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Resumo. Propomos neste trabalho a utilizacdo do modelo Geométrico com infla-
¢ao de zeros, que € uma generaliza¢do do modelo Geométrico, na analise de dados
de sobrevivéncia e confiabilidade. O uso deste modelo se faz necessario principal-
mente quando os dados apresentam um nimero excessivo de zeros. Estimativas
de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo foram obtidas, assim como
seus intervalos de confianca baseados na teoria assintotica. Ademais, usamos a téc-
nica de reamostragem bootstrap como um procedimento alternativo adequado para
construcao de intervalos de confianga para os parametros do modelo Geométrico
com inflagdo de zeros.

Palavras-chave. Estimagao intervalar, probabilidade de cobertura, técnica boots-
trap.

1. Introducao

A distribuicdo Geomeétrica [7] é utilizada para contar o ntumero de fracassos que
precedem o primeiro sucesso, e a mesma pode ser vista como uma versao discreta
da distribuicdo Exponencial [11]. Em particular, na anélise de confiabilidade, po-
demos estar interessados no ntmero de impactos termo-elétricos recebidos por um
equipamento eletronico antes do mesmo falhar. Nos casos onde, a chance de falha
desse equipamento no primeiro impacto é muito alta, podemos ter uma ocorréncia
muito grande de ntimeros zeros nesse conjunto de dados. Nesta situacao, o modelo
Geométrico com inflagao de zeros (ZIG) sera mais apropriado do que o modelo Geo-
métrico padrao para o ajuste desses dados. Os modelos com inflagao de zeros como
o modelo Binomial Negativo ou Poisson com inflagao de zeros ja foram amplamente
discutidos por [2] e [8].
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Neste artigo, propomos trabalhar com a distribuicao Geométrica com inflagao
de zeros na andlise de dados de sobrevivéncia e confiabilidade, a qual é uma ge-
neralizagdo da distribuicdo Geométrica. O objetivo deste trabalho é apresentar a
técnica de reamostragem bootstrap [3] como um procedimento alternativo na cons-
trucao de intervalos de confianca para os parametros do modelo ZIG, uma vez que
os procedimentos usuais podem nao ser vélidos [1].

Essa técnica de reamostragem foi proposta primeiramente por Efron [5], e visa a
obtencao de estimativas intervalares empiricas para os estimadores dos parametros
de interesse por meio da reamostragem do conjunto de dados original. Existem basi-
camente dois tipos de bootstrap: o paramétrico, no qual os estimadores de maxima
verossimilhanga (EMV) sdo obtidos através do modelo ajustado, isto é, geramos
dados do modelo ajustado com os valores dos parametros fixados nos EMV obtidos
da amostra original; e o bootstrap nao paramétrico, onde os EMV sao baseados em
B reamostras com reposicao obtidas da amostra original.

Os parametros do modelo ZIG sao estimados através do logaritmo da fungao
de verossimilhanca, utilizando-se de um algoritmo do tipo Newton implementado
na funcao nim (non linear minimization) do pacote stats disponivel no software R
[4]. Do mesmo modo, intervalos de confianga sdo construidos para os parametros
do modelo ZIG através da teoria assintética usual, utilizando-se das propriedades
assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca. Também sao construidos
intervalos de confianga bootstrap para os parametros do modelo ZIG como uma
alternativa adequada aos métodos usuais de estimagao intervalar. Para comparar os
procedimentos de construcao de intervalos de confianca, calculamos a probabilidade
de cobertura e as amplitudes médias desses intervalos.

Para ilustrarmos a metodologia adotada neste trabalho, geramos no software R
um conjunto de dados com muitos zeros e, a esses dados, ajustamos os modelos ZIG
e Geométrico através das suas respectivas funcao de sobrevivéncia, comparando-as
com as estimativas de Kaplan-Meier.

2. Desenvolvimento

A distribuicao Geométrica com inflacao de zeros é uma generalizacao da distribuicao
Geométrica, onde temos uma combinacao da distribuicdo Geométrica com uma
distribuicao cuja probabilidade de zero é igual a 1. A distribui¢do de probabilidades
do modelo ZIG pode ser expressa da seguinte forma

f(@) =001 =0)"p+ (1= p) Iy {0} = Op+ (1= p)) @ (@ (1-0)" p)' '@ (2.1)

onde x = 0,1,2,...; 0 < 6 < 1 é o pardmetro da distribuicdo Geométrica que
representa a probabilidade instantanea do evento de interesse e, 0 < p < 1 é o
parametro de mistura da distribuicao Geométrica com uma distribuicao degenerada
em x = 0 que modela os excessos de zeros nao explicados pelo modelo geométrico.
Iz {0} é uma funcao indicadora, que vale um quando = = 0 e zero para = > 0.
Em particular se p = 1, o modelo (2.1) se reduz ao modelo Geométrico.
As funcoes de sobrevivéncia e de risco podem ser escritas, respectivamente por

Sz)=P(X>z)=p(1—-60)""
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Seja X uma variavel aleatoria com fun¢ao densidade de probabilidade dada em
(2.1), entdo na auséncia de censuras, os parametros do modelo ZIG podem ser
estimados através da maximizacdo da fungao de verossimilhanga definida como [9]

L(X | p,0) =TT (0p+ (1= p))e0 ™ 0 (1= 0y p)' =01
i=1
O logaritmo da funcao de verossimilhanca pode ser apresentado por

L(X | p.6) = nolog (6p + (1 p)) + (n — no) (log (p) + log (8)) +1og (1~ ) Y mear (2.2)

r=1

onde n, é o nimero de ocorréncias do valor x na amostra, r = 1,2, ... Em particular,

2 . n o0
no € o nimero de zeros na amostra. Note que Y 1", x; =y~ | N, .

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo ZIG po-
dem ser obtidos diretamente através da maximizac¢ao do logaritmo da funcao de
verossimilhanga (2.2) por métodos numéricos.

O vetor gradiente das derivadas parciais de (2.2) é obtido através de

OU(X|p.0) nne 79"1((11_9))
B 5 _ p p+(_p)
Vl (X | Py 6‘) - < 81(X|pp,0) ) - nop 4 nono p=1 @t
00 Op+(1—p) [ 1-60
e a matriz Jacobiana com as derivadas segundas é dada por
3%U(X|p,0) O%U(X|p,0)
2 _ ap? dpoo —
Z(X | P 9) = r aQI(X\p 0) o
902
_ n0(170)2 _ n—ng no + no(1-0)p
_ [0p+1—p)]2 o2 Gp+(1—p) [9p+(1*§]fo
B n0p2  n—ng ey
[0p+(1—p))? 0 (1-0)*

Note que n; ~ Binomial (n, P (X =1)), assim, E(n;) = nP (X =1). Dessa
forma, temos
E(ng)=nP(X=0)=nlp+1—0p)

= O . _np(l1-10)
E (;nwx> —n;xP(X_gc)_ —
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Logo, é facil verificarmos que

(X |p.0)

X 0
E(VI(X |p,0)) = DU(X [p.0) - ( 0 )
E — 350

A matriz de informagao de Fisher I,,(p, ), é dada por

921(Xp,0) 9’UX|p,6)

In(p,0) = E (= 1L(X | p,0)) = 0%1(X|p,0)
B ——g
_n(1-0) __n
_ p(0p+1—p) Op+1—p
- np(0+(1—p)(1-0)?)
02(1-0)(0p+1—p)

Invertendo a matriz de informacao de Fisher obtemos

p(l=p) 4 _ bp ; 0°
In‘l(p,e)=< mo n=0) "gﬂ)

np

Portanto, temos que

(3)=vmmi(() 00)

Assim, os intervalos de 100 (1 — o) % de confianga para os parametros do modelo
ZIG (2.1) sao dados respectivamente por

P+ Z(lg)\/p (1n_ 2 " (19_p 6)? (24)

92

- (2.5)

é:l:Z(l_g)

onde Z(1-g) €0 quantil (1 — %) de uma distribui¢do Normal Padrao. Note que 6 e
p em geral sao parametros desconhecidos, dessa forma, podemos substitui-los pelos
seus estimadores 0 e p, respectivamente em (2.4) e (2.5).

A utilizacgao de (2.3) é direcionada pelo tamanho da amostra, que deve ser su-
ficientemente grande. No entanto, em anélise de sobrevivéncia e confiabilidade é
comum termos amostras pequenas ou moderadas, onde a aproximagao (2.3) pode
nao ser véalida [1]. Nestes casos uma possibilidade é a utilizacdo da técnica de rea-
mostragem bootstrap paramétrica e/ou nao paramétrica na construgao de intervalos
de confianga, através da reamostragem do conjunto de dados original [3].

Consideremos 6 como o parametro de interesse do modelo ZIG. Para cada re-
amostra da amostra original, calculamos o EMYV para 6 e temos no final de B
reamostragens, 0, < ... < 0p valores dos EMV ordenados. Utilizamos entdo

é<B>(%) ¢ Op(i-g) (2.6)



Intervalos de confian¢a para o modelo ZIG 251

como os limites inferiores e superiores do intervalo 100(1 — a)% de confianca para
0, onde « é o nivel de significAncia. Neste trabalho utilizamos B = 1000. Intervalos
de confianga percentis bootstrap 100(1 — o)% para o parametro p do modelo ZIG
podem ser obtidos de maneira analoga.

Quando a reamostra for obtida de um modelo probabilistico, utilizando como
parametros deste modelo as estimativas dos mesmos calculadas através da amos-
tra original, temos o bootstrap paramétrico. Agora, se a reamostra for feita com
reposicao diretamente da amostra original, temos o bootstrap nao paramétrico. No
bootstrap paramétrico é feita suposicao sobre a distribui¢do dos dados que gerou
a amostra original, isto é, necessita supor ou conhecer a distribuicao que gerou
a amostra original. No caso do bootstrap nao paramétrico nao precisa supor ou
conhecer essa distribuicdo. Em ambos os casos, é necessario que a amostra seja
representativa da populacao. Maiores detalhes sobre essa técnica podem ser vistos
em [3].

Para compararmos os procedimentos de construcao de intervalos de confianca
para os parametros de uma distribuicao, é usual o calculo das probabilidades de co-
bertura e das amplitudes médias desses intervalos [10]. A probabilidade de cobertura
é determinada repetindo o procedimento de construcao do intervalo de confianca D
vezes, nas quais verificamos em cada uma se o verdadeiro valor do parametro per-
tence ou nao ao intervalo de confianca obtido. Assim, a probabilidade de cobertura
para um intervalo de confianca pode ser calculada por

S w(vp & IC;)
D

1-— (2.7)
onde 9(.) é uma fung¢do indicadora que vale um se vp ¢ IC; e zero caso contrario,
vp é o verdadeiro valor do parametro e IC; é o j-ésimo intervalo de confianca
construido. Neste trabalho utilizamos D = 1000.

A amplitude de um intervalo de confianca é outro critério para comparacao de
intervalos de confianca. Com a mesma probabilidade de cobertura, procedimentos
de intervalos de confianga que possuem menores amplitudes sao considerados me-
lhores [6]. Procedimentos de intervalos de confianca conservativos tendem a terem
maiores amplitudes do que os procedimentos nao conservativos.

3. Resultados e Discussoes

A metodologia adotada neste trabalho é aplicada a um conjunto de dados de ta-
manho 50 gerado no software R através do modelo ZIG com os parametros fixados
em 6 =0,15e p =0,4. O tamanho da amostra foi definido de forma a ser sufi-
ciente para representar bem o excesso de zeros e pequeno o bastante para evitar a
normalidade assintotica das estimativas. Neste exemplo estamos considerando que
esses dados sao referentes a tolerancia de um equipamento eletrénico ao namero de
impactos termo-elétricos onde, pelas caracteristicas de fabricagao, sabemos que o
primeiro impacto é o mais fatal para o equipamento, isto é, a chance de falha no
primeiro impacto é maior do que nos demais. Os dados simulados foram: 0, 0, 0,
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20, 0, 2, 0,0,2,0,0,0,1,0,0,2,0,0,0,0,0,17,4,0,0,0,0, 4, 0, 11, 0, 0, 0, O,
0,2,0,15,0,0, 14, 5,0,0,0, 11,0, 5,19 € 9.

A Figura 1 apresenta as curvas de sobrevivéncia dos modelos ZIG e Geométrico
juntamente com a curva de Kaplan-Meier, observa-se que o modelo Geométrico
com inflacdo de zeros se ajusta melhor a esse conjunto de dados do que o modelo
Geométrico simples, o que era esperado devido ao excesso de zeros contido nesses
dados.

1.0

0.8
|

Funcéo de Sobrevivéncia

Impactos

Figura 1: Curvas de sobrevivéncia dos modelos ZIG (continua), Geométrico (pon-
tilhada) e de Kaplan-Meier (escada).

As estimativas de méaxima verossimilhanca para os parametros 6 e p do modelo
ZI1G, calculadas através da maximizacgao de (2.2) utilizando a fungdo nlm do soft-
ware R, sao respectivamente 6 = 0,1189 e p = 0,3859. Os intervalos de confianca
para os parametros do modelo ZIG construidos utilizando a teoria assintdtica usual
(2.4) e (2.5), e a técnica bootstrap (2.6) estao condensados na Tabela 1, que também
apresenta as variancias e os vicios dos estimadores obtidos pelos métodos descritos
neste trabalho. Observando a Tabela 1 percebemos que os intervalos de confianga
estao proximos, sendo que o intervalo via técnica bootstrap nao paramétrica apre-
senta uma menor amplitude e varidncia em relacao ao bootstrap paramétrico. Este
fato também ocorre entre os vicios dos estimadores, onde novamente os intervalos
nao paramétricos apresentam-se menores.

A Figura 2 apresenta os histogramas e os ¢g-plots das distribui¢oes empiricas dos
EMYV obtidos via bootstrap paramétrico e nao paramétrico, onde h& um indicativo
de nao normalidade dos EMV, em particular para os estimadores de 6, sugerindo,
neste caso, que a teoria usual de verossimilhanga (2.3) pode nao propiciar resultados
suficientemente adequados.
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Tabela 1: Intervalos de confianga para os pardmetros do modelo ZIG.

Intervalo de Confianca  Parametro I1C(95%) Variancia  Vicio
ASSIILOLCo 0,0658: 0,1719] _ 0,0007 -

[ ]
Bootstrap Paramétrico 0 [0,0785; 0, 1964] 0,0010  0,0592
Bootstrap Nao Param. [0,0876; 0, 1842] 0,0007  0,0468
ASSILOLCO 0,2351; 0,5367] __0,0059 -
Bootstrap Paramétrico 0 [0,2460; 0,5408]  0,0060  0,0049
[ ]

Bootstrap Nao Param. 0,2578; 0,5410 0,0055 0,0060

Os resultados da Tabela 2 mostram que as probabilidades de cobertura estima-
das dos procedimentos de intervalo de confianga calculadas através de (2.7) estao
proximas da probabilidade de cobertura nominal fixada em 0,95, exceto para o pa-
rametro 6 do intervalo bootstrap nao paramétrico (0,895) e, que os procedimentos
de construcao dos intervalos de confianca sdo nao conservativos, pois as probabili-
dades de cobertura estimadas estao abaixo da probabilidade de cobertura nominal
(0,95). Com relacao as amplitudes médias, a Tabela 2 apresenta amplitudes médias
proximas entre os procedimentos de intervalo de confianga.

Tabela 2: Probabilidade de cobertura e amplitude média para os parametros do
modelo ZIG.

Intervalo de Confianca Probabilidade de Cobertura  Amplitude Média
Parametros 0 p 0 p
Assintotico 0,944 0,945 0,139 0,316
Bootstrap Paramétrico 0,937 0,945 0,156 0,318
Bootstrap Nao Paramétrico 0,895 0,942 0,148 0,317

4. Conclusoes

Podemos utilizar o modelo Geométrico com inflagdo de zeros em dados de sobrevi-
véncia e confiabilidade, no entanto, é preciso ter cuidado na construgao de intervalos
de confianga para os parametros desse modelo, uma vez que os procedimentos usu-
ais podem nao ser validos, em particular para amostras pequenas. Neste contexto,
a técnica de reamostragem bootstrap paramétrica e/ou ndo paramétrica utilizada
apresenta-se como um procedimento alternativo de estimacao intervalar para os
parametros deste modelo, possibilitando a obtencao de intervalos de confianca ade-
quados. Para o conjunto de dados simulados, destacamos o intervalo bootstrap
paramétrico, que apresentou uma probabilidade de cobertura préoxima da nominal
e maior do que o bootstrap nao paramétrico, além de uma amplitude média proxima
dos demais intervalos de confianca.
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Figura 2: QQ-plots e histogramas das distribui¢oes empiricas dos estimadores dos
parametros do modelo ZIG via bootstrap paramétrico e nao paramétrico.

Abstract.

We propose in this paper the use of zero-inflated Geometric model,

which is a generalization of the Geometric model, in the analysis of reliability and
survival data. The use of this model is necessary especially when the data presents
an excessive number of zeros. Maximum likelihood estimates of parameters were
obtained, even as their confidence intervals based on asymptotic theory. In addition,
we use the bootstrap resampling technique as an appropriate alternative procedure
to construct confidence intervals of parameters of zero-inflated Geometric model.

Keywords. Intervalar estimation, coverage probability, bootstrapping technique.
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