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Resumo. Neste trabalho consideramos a distribuicao de um conjunto discreto
de pontos sobre a superficie de uma esfera euclidiana unitaria, com o proposito
de construir codigos esféricos para o canal Gaussiano. Apresentamos familias de
codigos esféricos estruturados, que podem ser construidas em tempo linear para
dimensobes pares e superam, para alguns parametros, o limitante inferior de Shannon
para a taxa binaria de informagao.
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1. Introducao

Um co6digo esférico ¢ um conjunto finito de pontos sobre a esfera unitaria do R".
Vamos denotar por C(M,n, p) um codigo sobre a esfera unitéria S"~! Cc R", com
M pontos, os quais possuem distancia euclidiana minima ao quadrado igual a p.

O problema de alocar pontos sobre a superficie de uma esfera euclidiana tem
atraido a atengao de matematicos, engenheiros e cientistas em geral, devido sua
ampla gama de aplicagdes em diversas areas [8].

De modo geral, a construcao de codigos esféricos envolve a busca por uma con-
figuracdo de M pontos sobre S™~! que otimiza certos parametros de interesse, que
podem ser: distancia minima entre pontos, raio de cobertura, kissing number, ener-
gia média, coeficiente de quantizagdo, dentre outros. A escolha do pardmetro a ser
otimizado vai depender de sua aplicacao.
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Em telecomunicagoes, pontos alocados sobre a superficie de uma esfera unitaria
sao utilizados para a comunicagao através de um canal Gaussiano e sdo a generali-
zagao natural para a conhecida modulagao phase shift keying (PSK), que utiliza os
vértices de um poligono regular inscrito na circunferéncia unitaria do R>.

Para este propoésito é desejavel maximizar o nimero de pontos sobre a esfera,
além de construir cédigos que tenham alguma estrutura adicional que permita lidar
com a complexidade de codificagdo e decodificacdo. Neste sentido, construgoes es-
truturadas sao priorizadas em relagao & solugoes obtidas via métodos de otimizacao
numérica.

O problema de maximizar o nimero de pontos sobre uma superficie esférica
sujeito a estarem afastados de uma distancia d é equivalente ao problema de empa-
cotar o maior nimero de chapéus esféricos com angulo de abertura central igual a
2arcsen(d/2) (Figura 1).

Figura 1: Doze chapéus esféricos relacionados ao codigo C(12,3,2 — 2/1/5).

Quando a distancia p decresce e/ou a dimensao n aumenta, o ntimero de pontos
M pode tornar-se arbitrariamente grande. Quando necessario, a comparagao entre
codigos esféricos distintos é feita através de medidas que relacionam os parametros
(M,n,p). A densidade de empacotamento do codigo é uma dessas medidas e ex-
pressa a fracdo da area da superficie esférica que é ocupada pelos chapéus. Outra
medida usual é taxa de informagao binaria (ou taxa de informagao), que é definida

por:

R :=limsup 710g2 (M) .

n

Como o desafio de encontrar codigos esféricos 6timos é ainda um problema em

aberto [8], a descoberta de limitantes para fungoes que relacionam os parametros

(M,n, p), ou de construgdes explicitas para os mesmos parametros, constituem-se

em importantes contribuigoes para esta area.

Chabauty em 1953 [2] e Shannon em 1959 [7] apresentaram de forma indepen-

dente um limitante inferior para R como fungao de p dado por:

R(p) = Res(p) =1 - (1/2)logy(p(4 — p)).
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Embora este seja o melhor limitante inferior conhecido até o momento para a
taxa de informagcao de codigos esféricos, sua dedugdo é baseada em argumentos
existenciais que nao auxiliam na construcao efetiva de codigos.

Uma abordagem construtiva foi apresentada em [6], considerando codigos esfé-
ricos construidos em tempo polinomial, cuja taxa de informacdo R (p) obedece

Rpoi(p) > 0.5Rcs(p)-

P. Solé e J.C. Belfiore [10], baseados na existéncia de alguns empacotamentos
reticulados, apresentaram a construcao de cédigos esféricos em tempo polinomial
que atingem a taxa Ry := —0.5log,(p) e mostraram que, para valores de p sufici-
entemente pequenos, Ros(p) — Rr(p) = O(p?).

Neste trabalho apresentamos uma familia de c6digos esféricos que pode ser cons-
truida em tempo linear e tem, para valores de p nao assintoticamente pequenos, taxa
de informacao binaria acima do limitante inferior de Shannon. A construcdo utiliza
uma folheagdo da esfera unitaria em toros planares baseada em [9].

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: na se¢ado 2, apresentamos uma
rapida revisao sobre a constru¢ao de cddigos esféricos em camadas de toros, baseados
em [8] e [9] ; na secdo 3, apresentamos uma maneira de escolher os toros e também de
preenché-los que possibilita a construgao em tempo linear; na secao 4, apresentamos
um comparativo entre nossa construgao e os limitantes mencionados anteriormente.

2. (Cobdigos esféricos em camadas de toros

Dada uma dimensao k > 2 e p € (0,2], p = d?, seja C(k, p) um codigo esférico
k-dimensional qualquer, com distdncia minima ao quadrado maior ou igual a p.
O codigo estérico em camadas de toros denotado por Cr(2k, p) é construido em 2
etapas, como segue [9] e [8]:

e Etapa 1- Selecionamos os pontos em C(k, p) que possuem somente coordenadas
ndo negativas. Vamos denotar este subcodigo por C(k, p)+. Cada ponto ¢ =
(c1,...,cx) € C(k,p)4 define um toro planar T, na esfera unitaria S?*~1. E
interessante que C(k, p); tenha boa densidade em S*~! e, se possivel, alguma
propriedade algébrica ou geométrica. Para este propésito, podemos considerar

um Cr(k, p) ou qualquer codigo esférico k-dimensional conhecido.

e Etapa 2- Para cada toro 7. definido por C(k, p), determinamos um conjunto
finito de pontos Y, com Y C P., para P. = {x € R :0 < x; < 2me;}, tal
que || ®.(y) — c(x)|| > d, Vz,y € Yr.. Onde

k k
De(y) = (er(cos(2), sen(22)), ..., cx(cos(2), sen(22)).
C1 C1 Ck Ck
Uma boa opgao para Yr, consiste em considerar pontos de algum reticulado
k— dimensional conhecido.

Pode-se demonstrar que, sejam T e T, dois toros planares, para b e ¢ vetores

unitarios com coordenadas nao negativas a distancia minima entre estes toros é
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P —

Figura 2: Construgao de toro planar em dimensao 4.

dada por [9]: k
d(Ty,T.) = ||c = b|| = (Z(Ci —b)?)2,

=1

A distancia entre dois pontos no mesmo toro 7T, é dada por:

U; — Uy

k
d(®.(u), Po(v)) =2 2 gen?(———L))1/2
(a0 2.00) =203 cFoen® (")
e é limitada em termos de ||u — v||.
Seja ¢ = (e1,¢2,...,¢k), |lc]| = 1, e sejam u,v € P.. Seja dy = |lu—v| e
dog = ||®c(u) — Po(v)]|. Entdo

) senQdi nde
—dy < Sdi, < doi < 2 dy < dg
s _dk d_k

205 2

onde & = argmin;(c;) [9]-
Existe, portanto, uma deformagao na distdncia quando saimos do P, C R” para
oT.C R

3. Construcao e analise de c6digos esféricos

Considerando as duas etapas para a construcao de codigos esféricos em camadas de
toros explicitadas na secao anterior, analisaremos nessa secao diferentes possibili-
dades para a escolha do subcodigo na primeira etapa. Manteremos a segunda etapa
conforme foi descrita, escolhendo para Y7, o reticulado Dy reescalado de modo a
atingir a distancia desejada no cédigo.

As possibilidades de construcao analisadas para primeira etapa estao divididas
nas subsecoes a seguir.
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3.1. Anilise de subcddigo com k elementos

Podemos considerar para a primeira etapa, o subcédigo construido a partir das k

permutagoes do vetor c;(t) = ”ZIEZ”, emquee= (1,1,....,1) eR*, t >0ee¢ é0

i-6simo vetor canonico do R”. Cada vetor ¢;(t) define um toro planar sobre S2+~1,
Podemos estabelecer entao o seguinte resultado.

Proposigao 3.1. Para cada p, 0 < p < 2, hd ao menos k vetores unitdrios em
SE=1 com coordenadas positivas, tais que o quadrado da distdncia entre dois destes
vetores € maior que p.

Demonstragio. Pela definicdo acima, ha k vetores ¢;(t) € R¥. A distancia ao qua-
drado entre vetores do tipo ¢;(t) supracitado é dada por:

2
() =)= —————
lei®) = eI = 55

~ 2 _ ~ ..
onde a equagao 1357 = P tem sempre uma solugao real positiva dada por

i(p) = 2 VP2 —p)+p)
kp

O

Seja ¢min a menor coordenada de ¢;(%), a imagem da aplicagdo ® de qualquer
conjunto discreto no interior da caixa P, com distancia minima

VP (3.1)

Cmin

dr > 2cminarcsen

serd um codigo esférico em S~ com distancia minima ao quadrado p.
Assim, na segunda etapa de construcao, para cada um dos k toros definidos por
¢i(t) consideramos os pontos do reticulado obtido reescalando o reticulado Dy, por

k
um fator —, onde dj, é dado por (3.1).
NG k por (3.1)

Como todos os vetores ¢; sao simétricos por permutagoes ciclicas de suas co-
ordenadas, é suficiente construir uma camada do cédigo e tomar as permutacgoes
ciclicas das coordenadas dos pontos encontrados para obter todo o cédigo.

Como um exemplo desta constru¢ao considere k = 3 e p = (0,3)2. Neste caso
teremos ¢ = 2.34719 e trés toros definidos pelos vetores ¢ (t) = (0.710045,0.497913,
0.497913), c2(t) = (0.497913,0.710045,0.497913) e c3(t) = (0.497913,0.497913,
0.710045). Temos dj, = 0.304734 e podemos considerar um reticulado reescalado de
D3 pelo fator dk/\/i.

As palavras cédigo em cada um dos trés toros serdo a imagem dos pontos do

reticulado —];D3 na caixa P, pela fungdo ®.,. Neste caso, cada toro terd 1605

pontos e teremos M = 4815 pontos no cddigo esférico. A taxa de informagdo deste
codigo é R = 2.03889. Para estes pardmetros, os limitantes de Shannon e de Solé
& Belfiore sao ligeiramente inferiores, 1.75338 e 1.73697, respectivamente.
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3.2. Construgao de subcddigos com k! elementos

Uma possibilidade de melhorar o nimero de pontos no subcodigo sem aumentar a
complexidade de codificagao é tomando as k! permutacoes do vetor
p+te

’Lt = )
() p + te]|

onde e = (1,1,...,1) eR*, t>0epéo vetor 0,1,2,....k—1) do R”.

Entretanto, neste caso, a medida que aumenta-se consideravelmente o ntimero de
pontos no subcédigo, diminuem-se os valores possiveis a se considerar para distancia
minima em dimensoes maiores. Por exemplo, para um subcédigo obtido a partir de
¢i(t) na dimensdo k = 6 teremos k! = 720 toros mas, para gerar codigos com estes
toros, devemos limitar a valores de p < 0.192.

Como um exemplo desta construgdo, tomemos k = 3 e p = (0.3)2. Teremos
t = 1.59629, em que t é solugdo positiva da equagao

2

p= .
EOkE2 Ok

Et2 4+ (B2 — k)t 4+ — — — 4+ =
+( )+3 2+6

Os pontos do subcddigo serao as 3! = 6 permutagoes do vetor
ci(t) = (0.33863,0.55076,0.76289).

Teremos di, = 0.31079 e novamente na segunda etapa consideraremos na caixa
Pc;(t) de arestas com medidas 27¢; () um reticulado reescalado de D3 por um fator
dy,

V2

As palavras codigo em cada um dos seis toros serdo dadas pela imagem de @, do
d
reticulado 7%D3 na caixa P, ;. Cada toro terd 1120 pontos e teremos M = 6720

pontos no codigo esférico. A taxa de informacao serda R = 2.11904, que é superior
A taxa obtida no exemplo da subsecao anterior para os mesmos valores de p e n.

As duas possibilidades analisadas nas subsegoes anteriores resultam em codigos
que podem ser facilmente construidos, além de terem boa taxa de informagao binéria
para alguns parametros e terem baixa complexidade de codifica¢ao e decodificagao.
Entretanto é possivel ainda aumentar o nimero maximo de pontos repetindo de
forma iterativa a construgao anterior baseada na seguinte observagao.

E facil perceber que os vetores ¢; obtidos pelo método descrito nas subsecoes
anteriores pertencem, respectivamente, aos hiperplanos

1+ kt

1 +xro+ ...+ = ————
e N VR r 211

e
k—1)k+ 2kt
1+ 2o+ ... +xK = ( ) + .
2\/1<;152+(k2_1<;)t+'“—3—’“—2+E
3 2 6
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Partindo da ideia de que em qualquer dos dois métodos temos pontos em um
unico hiperplano, pode haver mais de um hiperplano que, ao interceptar a esfera do
]Rk, forneca vetores unitarios com coordenadas positivas.

Na tentativa de obtermos resultados ainda melhores, propomos uma construgao
que toma sucessivos hiperplanos paralelos com vetores unitarios no R* para definir
os toros, ao invés de um tnico hiperplano como foi feito até agora. Isso permite,
em geral, aumentar o nimero de pontos no c6digo para um valor fixado de p sem
comprometer demasiadamente a complexidade de construcao. Essa construgao sera
detalhada na proxima segao.

4. Construgao de codigos esféricos por vetores uni-
tarios em hiperplanos paralelos

Para realizar essa construgao consideraremos, como o primeiro hiperplano I1;, aquele
obtido pelo método descrito na subsecao 3.1., em que temos vetores unitarios

e; + te
() = S
ci(t) e: + te]|”
satisfazendo 14kt
1+ 2o+ ... F T = —Y—m—m—— =3

Vkt2 +2t+1

A partir deste hiperplano II;, e de acordo com a distancia d = /p estabelecida
é possivel obter um novo hiperplano Il; paralelo a II; e distante deste o valor .
O valor z é facil de ser obtido bastando para isso observar que vetores unitarios de
diferentes hiperplanos devem no minimo estar distantes o valor d.

Para o caso em que k = 3, uma ilustracao deste processo é apresentada na figura
3. Cada hiperplano (que neste caso é um plano) corta o primeiro octante em circulos
para obter vetores unitérios de coordenadas positivas.

A distancia x entre os (hiper)planos é obtida por relagoes trigonométricas sim-

ples e pode ser expressa por x = d sen(i + arccos(1 —y)), em que d é a distancia

minima do cédigo e y é a distancia entre os pontos Py = ﬁ(l, 1,---,1) € R" e
P, = %(1, 1,---,1) € R* (P; é o ponto do hiperplano II; que possui todas as

coordenadas iguais e positivas).
Obtido o valor z, o novo plano Il serd definido por

Oo:z1 +a0+...+ar =01 —aVk.

Neste novo plano tomaremos, sempre que possivel, vetores unitarios com coordena-
das positivas, os quais distem entre si d = ,/p. Prosseguimos assim sucessivamente
enquanto houverem planos paralelos a II;, distantes de II; o valor z, que fornegam
vetores unitirios com coordenadas positivas. Teremos assim mais pontos no subcé-
digo e, consequentemente, mais toros e um namero maior de pontos no Cr(2k, p).
Utilizando este método foram construidos alguns codigos esféricos para diferen-
tes valores de p, partindo de vetores no RB, todos com coordenadas positivas e
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Plano 2

Figura 3: Esfera S? interceptada por dois planos. A interseccdo sio circulos no
quadrante positivo.

provenientes de diferentes planos. Cada vetor gerou um toro e depois, cada toro
plano tri-dimensional foi preenchido com pontos do reticulado Ds. O resultado foi
a obtencao de coédigos esféricos no R® com boas taxas binéria conforme os dados
apresentados na tabela 1.

~ e L. 2 1e L . 6 . .
Tabela 1: Comparagao entre as taxas binarias de c6digos esféricos no R” com limi-
tantes inferiores para vérias distancias minimas.

d M Taxa Shannon | Patric
0.5 194. 1.26665 | 1.04655 1.
0.4 997. 1.66024 | 1.35137 | 1.32193
0.3 7357. 2.14082 | 1.75338 | 1.73697
0.2 81095. 2.71789 | 2.32918 | 2.32193
0.1 | 3.50004 x 10° | 3.62316 | 3.32373 | 3.32193
0.01 | 4.30642 x 10! | 6.44128 | 6.64387 | 6.64386

O mesmo método de construcéo foi usado para se obter codigos Cr(2k, p) para
k =4,5e 6. Na figura 4, apresentamos resultados obtidos para a taxa de informa-
¢ao binaria considerando-se diferentes valores de p em forma de grafico. Podemos
verificar que varios cédigos construidos superam o limitante inferior de Shannon.
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+« Codes in R* 4
+ Codes in R®
. Codes in R® B

Codes in R12

+ Codes in R12 4

Figura 4: Comparagao entre alguns codigos esféricos construidos (pontos isolados)
e os limitantes para taxa de informacdo binaria (Shannon: curva continua. Solé:
curva pontilhada) em fungao de p.

5. Conclusao

Neste trabalho consideramos a distribui¢ao de um conjunto de pontos sobre a super-
ficie de uma esfera euclidiana unitaria, com o propésito de construir codigos esféricos
para o Canal Gaussiano. Apresentamos familias de codigos esféricos estruturados,
que podem ser construidos em tempo linear para dimensoes pares e superam, em
algumas dimensoes e para distancia minima nao muito pequenas, o limitante infe-
rior de Shannon para a taxa de informagao binaria. Essa construgdo é baseada na
folheagdo da esfera unitaria por toros planares, proposta em [8] e as contribuigbes
principais deste trabalho referem-se & maneira de obter os toros utilizando vetores
de permutagao unitarios R".

Abstract. In this paper we deals with the construction of spherical codes for the
Gaussian channel. We present families of structured spherical codes, designed in
layers of flat tori, that can be constructed in linear time for even dimensions and
improves, for certain parameters, the lower bound for the binary rate given by
Shannon.

Keywords. Discrete mathematics, spherical codes, binary rate.
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