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Resumo. Neste trabalho 
onsideramos a distribuição de um 
onjunto dis
reto

de pontos sobre a superfí
ie de uma esfera eu
lidiana unitária, 
om o propósito

de 
onstruir 
ódigos esféri
os para o 
anal Gaussiano. Apresentamos famílias de


ódigos esféri
os estruturados, que podem ser 
onstruídas em tempo linear para

dimensões pares e superam, para alguns parâmetros, o limitante inferior de Shannon

para a taxa binária de informação.

Palavras-
have. Matemáti
a dis
reta, Códigos esféri
os, taxa binária.

1. Introdução

Um 
ódigo esféri
o é um 
onjunto �nito de pontos sobre a esfera unitária do RRR
n
.

Vamos denotar por C(M,n, ρ) um 
ódigo sobre a esfera unitária Sn−1 ⊂ RRR
n
, 
om

M pontos, os quais possuem distân
ia eu
lidiana mínima ao quadrado igual a ρ.

O problema de alo
ar pontos sobre a superfí
ie de uma esfera eu
lidiana tem

atraído a atenção de matemáti
os, engenheiros e 
ientistas em geral, devido sua

ampla gama de apli
ações em diversas áreas [8℄.

De modo geral, a 
onstrução de 
ódigos esféri
os envolve a bus
a por uma 
on-

�guração de M pontos sobre Sn−1
que otimiza 
ertos parâmetros de interesse, que

podem ser: distân
ia mínima entre pontos, raio de 
obertura, kissing number, ener-

gia média, 
oe�
iente de quantização, dentre outros. A es
olha do parâmetro a ser

otimizado vai depender de sua apli
ação.
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14 Naves, Torezzan e Costa

Em tele
omuni
ações, pontos alo
ados sobre a superfí
ie de uma esfera unitária

são utilizados para a 
omuni
ação através de um 
anal Gaussiano e são a generali-

zação natural para a 
onhe
ida modulação phase shift keying (PSK), que utiliza os

vérti
es de um polígono regular ins
rito na 
ir
unferên
ia unitária do RRR
2
.

Para este propósito é desejável maximizar o número de pontos sobre a esfera,

além de 
onstruir 
ódigos que tenham alguma estrutura adi
ional que permita lidar


om a 
omplexidade de 
odi�
ação e de
odi�
ação. Neste sentido, 
onstruções es-

truturadas são priorizadas em relação à soluções obtidas via métodos de otimização

numéri
a.

O problema de maximizar o número de pontos sobre uma superfí
ie esféri
a

sujeito a estarem afastados de uma distân
ia d é equivalente ao problema de empa-


otar o maior número de 
hapéus esféri
os 
om ângulo de abertura 
entral igual a

2arcsen(d/2) (Figura 1).

Figura 1: Doze 
hapéus esféri
os rela
ionados ao 
ódigo C(12, 3, 2− 2/
√
5).

Quando a distan
ia ρ de
res
e e/ou a dimensão n aumenta, o número de pontos

M pode tornar-se arbitrariamente grande. Quando ne
essário, a 
omparação entre


ódigos esféri
os distintos é feita através de medidas que rela
ionam os parâmetros

(M,n, ρ). A densidade de empa
otamento do 
ódigo é uma dessas medidas e ex-

pressa a fração da área da superfí
ie esféri
a que é o
upada pelos 
hapéus. Outra

medida usual é taxa de informação binária (ou taxa de informação), que é de�nida

por:

R := lim sup
log2(M)

n
.

Como o desa�o de en
ontrar 
ódigos esféri
os ótimos é ainda um problema em

aberto [8℄, a des
oberta de limitantes para funções que rela
ionam os parâmetros

(M,n, ρ), ou de 
onstruções explí
itas para os mesmos parâmetros, 
onstituem-se

em importantes 
ontribuições para esta área.

Chabauty em 1953 [2℄ e Shannon em 1959 [7℄ apresentaram de forma indepen-

dente um limitante inferior para R 
omo função de ρ dado por:

R(ρ) ≥ RCS(ρ) := 1− (1/2) log2(ρ(4− ρ)).
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Embora este seja o melhor limitante inferior 
onhe
ido até o momento para a

taxa de informação de 
ódigos esféri
os, sua dedução é baseada em argumentos

existen
iais que não auxiliam na 
onstrução efetiva de 
ódigos.

Uma abordagem 
onstrutiva foi apresentada em [6℄, 
onsiderando 
ódigos esfé-

ri
os 
onstruídos em tempo polinomial, 
uja taxa de informação Rpol(ρ) obede
e

Rpol(ρ) ≥ 0.5RCS(ρ).

P. Solé e J.C. Bel�ore [10℄, baseados na existên
ia de alguns empa
otamentos

reti
ulados, apresentaram a 
onstrução de 
ódigos esféri
os em tempo polinomial

que atingem a taxa RL := −0.5 log2(ρ) e mostraram que, para valores de ρ su�
i-

entemente pequenos, RCS(ρ)−RL(ρ) = O(ρ2).
Neste trabalho apresentamos uma família de 
ódigos esféri
os que pode ser 
ons-

truída em tempo linear e tem, para valores de ρ não assintoti
amente pequenos, taxa

de informação binária a
ima do limitante inferior de Shannon. A 
onstrução utiliza

uma folheação da esfera unitária em toros planares baseada em [9℄.

Este trabalho está dividido da seguinte forma: na seção 2, apresentamos uma

rápida revisão sobre a 
onstrução de 
ódigos esféri
os em 
amadas de toros, baseados

em [8℄ e [9℄ ; na seção 3, apresentamos uma maneira de es
olher os toros e também de

preen
hê-los que possibilita a 
onstrução em tempo linear; na seção 4, apresentamos

um 
omparativo entre nossa 
onstrução e os limitantes men
ionados anteriormente.

2. Códigos esféri
os em 
amadas de toros

Dada uma dimensão k ≥ 2 e ρ ∈ (0, 2], ρ = d2, seja C(k, ρ) um 
ódigo esféri
o

k-dimensional qualquer, 
om distân
ia mínima ao quadrado maior ou igual a ρ.
O 
ódigo esféri
o em 
amadas de toros denotado por CT (2k, ρ) é 
onstruído em 2

etapas, 
omo segue [9℄ e [8℄:

• Etapa 1- Sele
ionamos os pontos em C(k, ρ) que possuem somente 
oordenadas

não negativas. Vamos denotar este sub
ódigo por C(k, ρ)+. Cada ponto c =
(c1, . . . , ck) ∈ C(k, ρ)+ de�ne um toro planar Tc na esfera unitária S2k−1

. É

interessante que C(k, ρ)+ tenha boa densidade em Sk−1
e, se possível, alguma

propriedade algébri
a ou geométri
a. Para este propósito, podemos 
onsiderar

um CT (k, ρ) ou qualquer 
ódigo esféri
o k-dimensional 
onhe
ido.

• Etapa 2- Para 
ada toro Tc de�nido por C(k, ρ)+, determinamos um 
onjunto

�nito de pontos YTc

om YTc

⊂ Pc, para Pc = {x ∈ RRR
k : 0 ≤ xi ≤ 2πci}, tal

que ‖Φc(y)− Φc(x)‖ ≥ d, ∀x, y ∈ YTc
. Onde

Φc(y) = (c1(cos(
y1
c1

), sen(
y1
c1

)), . . . , ck(cos(
yk
ck

), sen(
yk
ck

))).

Uma boa opção para YTc

onsiste em 
onsiderar pontos de algum reti
ulado

k− dimensional 
onhe
ido.

Pode-se demonstrar que, sejam Tb e Tc dois toros planares, para b e c vetores

unitários 
om 
oordenadas não negativas a distân
ia mínima entre estes toros é
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Figura 2: Construção de toro planar em dimensão 4.

dada por [9℄:

d(Tb, Tc) = ‖c− b‖ = (

k
∑

i=1

(ci − bi)
2)1/2.

A distân
ia entre dois pontos no mesmo toro Tc é dada por:

d(Φc(u),Φc(v)) = 2(
k

∑

i=1

c2i sen
2(
ui − vi
2ci

))1/2

e é limitada em termos de ‖u− v‖.
Seja c = (c1, c2, . . . , ck), ‖c‖ = 1, e sejam u, v ∈ Pc. Seja dk = ‖u − v‖ e

d2k = ‖Φc(u)− Φc(v)‖. Então

2

π
dk ≤

sen dk

2cξ
dk

2cξ

dk ≤ d2k ≤ sendk

2
dk

2

dk ≤ dk

onde ξ = argmini(ci) [9℄.

Existe, portanto, uma deformação na distân
ia quando saímos do Pc ⊂ RRR
k
para

o Tc ⊂ RRR
2k
.

3. Construção e análise de 
ódigos esféri
os

Considerando as duas etapas para a 
onstrução de 
ódigos esféri
os em 
amadas de

toros expli
itadas na seção anterior, analisaremos nessa seção diferentes possibili-

dades para a es
olha do sub
ódigo na primeira etapa. Manteremos a segunda etapa


onforme foi des
rita, es
olhendo para YTc
o reti
ulado Dk rees
alado de modo a

atingir a distân
ia desejada no 
ódigo.

As possibilidades de 
onstrução analisadas para primeira etapa estão divididas

nas subseções a seguir.
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3.1. Análise de sub
ódigo 
om k elementos

Podemos 
onsiderar para a primeira etapa, o sub
ódigo 
onstruído a partir das k
permutações do vetor ci(t) =

ei+te
‖ei+te‖ , em que e = (1, 1, . . . , 1) ∈ RRR

k
, t > 0 e ei é o

i-ésimo vetor 
an�ni
o do RRR
k
. Cada vetor ci(t) de�ne um toro planar sobre S2k−1

.

Podemos estabele
er então o seguinte resultado.

Proposição 3.1. Para 
ada ρ, 0 < ρ < 2, há ao menos k vetores unitários em

Sk−1
, 
om 
oordenadas positivas, tais que o quadrado da distân
ia entre dois destes

vetores é maior que ρ.

Demonstração. Pela de�nição a
ima, há k vetores ci(t) ∈ RRR
k
. A distân
ia ao qua-

drado entre vetores do tipo ci(t) supra
itado é dada por:

‖ci(t)− cj(t)‖2 =
2

kt2 + 2t+ 1

onde a equação

2
kt2+2t+1 = ρ tem sempre uma solução real positiva dada por

t̄(ρ) =
−ρ+

√

ρ(k(2 − ρ) + ρ)

kρ

.

Seja cmin a menor 
oordenada de ci(t̄), a imagem da apli
ação Φ de qualquer


onjunto dis
reto no interior da 
aixa Pci(t̄) 
om distân
ia mínima

dk ≥ 2cminarcsen

√
ρ

2cmin
(3.1)

será um 
ódigo esféri
o em S2k−1

om distân
ia mínima ao quadrado ρ.

Assim, na segunda etapa de 
onstrução, para 
ada um dos k toros de�nidos por

ci(t̄) 
onsideramos os pontos do reti
ulado obtido rees
alando o reti
ulado Dk por

um fator

dk√
2
, onde dk é dado por (3.1).

Como todos os vetores ci são simétri
os por permutações 
í
li
as de suas 
o-

ordenadas, é su�
iente 
onstruir uma 
amada do 
ódigo e tomar as permutações


í
li
as das 
oordenadas dos pontos en
ontrados para obter todo o 
ódigo.

Como um exemplo desta 
onstrução 
onsidere k = 3 e ρ = (0, 3)2. Neste 
aso

teremos t̄ = 2.34719 e três toros de�nidos pelos vetores c1(t̄) = (0.710045, 0.497913,
0.497913), c2(t̄) = (0.497913, 0.710045, 0.497913) e c3(t̄) = (0.497913, 0.497913,
0.710045). Temos dk = 0.304734 e podemos 
onsiderar um reti
ulado rees
alado de

D3 pelo fator dk/
√
2.

As palavras 
ódigo em 
ada um dos três toros serão a imagem dos pontos do

reti
ulado

dk√
2
D3 na 
aixa Pci(t̄) pela função Φci . Neste 
aso, 
ada toro terá 1605

pontos e teremos M = 4815 pontos no 
ódigo esféri
o. A taxa de informação deste


ódigo é R = 2.03889. Para estes parâmetros, os limitantes de Shannon e de Solé

& Bel�ore são ligeiramente inferiores, 1.75338 e 1.73697, respe
tivamente.
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3.2. Construção de sub
ódigos 
om k! elementos

Uma possibilidade de melhorar o número de pontos no sub
ódigo sem aumentar a


omplexidade de 
odi�
ação é tomando as k! permutações do vetor

ci(t) =
p+ te

‖p+ te‖ ,

onde e = (1, 1, . . . , 1) ∈ RRR
k
, t > 0 e p é o vetor (0, 1, 2, ..., k − 1) do RRR

k
.

Entretanto, neste 
aso, a medida que aumenta-se 
onsideravelmente o número de

pontos no sub
ódigo, diminuem-se os valores possíveis a se 
onsiderar para distân
ia

mínima em dimensões maiores. Por exemplo, para um sub
ódigo obtido a partir de

ci(t) na dimensão k = 6 teremos k! = 720 toros mas, para gerar 
ódigos 
om estes

toros, devemos limitar a valores de ρ < 0.192.
Como um exemplo desta 
onstrução, tomemos k = 3 e ρ = (0.3)2. Teremos

t̄ = 1.59629, em que t̄ é solução positiva da equação

ρ =
2

kt2 + (k2 − k)t+
k3

3
− k2

2
+

k

6

.

Os pontos do sub
ódigo serão as 3! = 6 permutações do vetor

ci(t̄) = (0.33863, 0.55076, 0.76289).

Teremos dk = 0.31079 e novamente na segunda etapa 
onsideraremos na 
aixa

Pci(t̄) de arestas 
om medidas 2πci(t̄) um reti
ulado rees
alado de D3 por um fator

dk√
2
.

As palavras 
ódigo em 
ada um dos seis toros serão dadas pela imagem de Φci do

reti
ulado

dk√
2
D3 na 
aixa Pci(t̄). Cada toro terá 1120 pontos e teremos M = 6720

pontos no 
ódigo esféri
o. A taxa de informação será R = 2.11904, que é superior

à taxa obtida no exemplo da subseção anterior para os mesmos valores de ρ e n.
As duas possibilidades analisadas nas subseções anteriores resultam em 
ódigos

que podem ser fa
ilmente 
onstruídos, além de terem boa taxa de informação binária

para alguns parâmetros e terem baixa 
omplexidade de 
odi�
ação e de
odi�
ação.

Entretanto é possível ainda aumentar o número máximo de pontos repetindo de

forma iterativa a 
onstrução anterior baseada na seguinte observação.

É fá
il per
eber que os vetores ci obtidos pelo método des
rito nas subseções

anteriores perten
em, respe
tivamente, aos hiperplanos

x1 + x2 + ...+ xk =
1 + kt√

kt2 + 2t+ 1

e

x1 + x2 + ...+ xk =
(k − 1)k + 2kt

2

√

kt2 + (k2 − k)t+
k3

3
− k2

2
+

k

6

.
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Partindo da ideia de que em qualquer dos dois métodos temos pontos em um

úni
o hiperplano, pode haver mais de um hiperplano que, ao inter
eptar a esfera do

RRR
k
, forneça vetores unitários 
om 
oordenadas positivas.

Na tentativa de obtermos resultados ainda melhores, propomos uma 
onstrução

que toma su
essivos hiperplanos paralelos 
om vetores unitários no RRR
k
para de�nir

os toros, ao invés de um úni
o hiperplano 
omo foi feito até agora. Isso permite,

em geral, aumentar o número de pontos no 
ódigo para um valor �xado de ρ sem


omprometer demasiadamente a 
omplexidade de 
onstrução. Essa 
onstrução será

detalhada na próxima seção.

4. Construção de 
ódigos esféri
os por vetores uni-

tários em hiperplanos paralelos

Para realizar essa 
onstrução 
onsideraremos, 
omo o primeiro hiperplanoΠ1, aquele

obtido pelo método des
rito na subseção 3.1., em que temos vetores unitários

ci(t) =
ei + te

‖ei + te‖ ,

satisfazendo

x1 + x2 + ...+ xk =
1 + kt√

kt2 + 2t+ 1
= α1.

A partir deste hiperplano Π1, e de a
ordo 
om a distân
ia d =
√
ρ estabele
ida

é possível obter um novo hiperplano Π2 paralelo a Π1 e distante deste o valor x.
O valor x é fá
il de ser obtido bastando para isso observar que vetores unitários de

diferentes hiperplanos devem no mínimo estar distantes o valor d.
Para o 
aso em que k = 3, uma ilustração deste pro
esso é apresentada na �gura

3. Cada hiperplano (que neste 
aso é um plano) 
orta o primeiro o
tante em 
ír
ulos

para obter vetores unitários de 
oordenadas positivas.

A distân
ia x entre os (hiper)planos é obtida por relações trigonométri
as sim-

ples e pode ser expressa por x = d sen(
θ

2
+ arccos(1 − y)), em que d é a distân
ia

mínima do 
ódigo e y é a distân
ia entre os pontos P0 = 1√
k
(1, 1, · · · , 1) ∈ RRR

k
e

Pi = αi√
k
(1, 1, · · · , 1) ∈ RRR

k
(Pi é o ponto do hiperplano Πi que possui todas as


oordenadas iguais e positivas).

Obtido o valor x, o novo plano Π2 será de�nido por

Π2 : x1 + x2 + . . .+ xk = α1 − x
√
k.

Neste novo plano tomaremos, sempre que possível, vetores unitários 
om 
oordena-

das positivas, os quais distem entre si d =
√
ρ. Prosseguimos assim su
essivamente

enquanto houverem planos paralelos a Πi, distantes de Πi o valor x, que forneçam
vetores unitários 
om 
oordenadas positivas. Teremos assim mais pontos no sub
ó-

digo e, 
onsequentemente, mais toros e um número maior de pontos no CT (2k, ρ).
Utilizando este método foram 
onstruídos alguns 
ódigos esféri
os para diferen-

tes valores de ρ, partindo de vetores no RRR
3
, todos 
om 
oordenadas positivas e
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x

d

Plano 1

Plano 2

1
√

3
(1, 1, 1)

(0, 0, 0)

Figura 3: Esfera S2
inter
eptada por dois planos. A interse
ção são 
ír
ulos no

quadrante positivo.

provenientes de diferentes planos. Cada vetor gerou um toro e depois, 
ada toro

plano tri-dimensional foi preen
hido 
om pontos do reti
ulado D3. O resultado foi

a obtenção de 
ódigos esféri
os no RRR
6

om boas taxas binária 
onforme os dados

apresentados na tabela 1.

Tabela 1: Comparação entre as taxas binárias de 
ódigos esféri
os no RRR
6

om limi-

tantes inferiores para várias distân
ias mínimas.

d M Taxa Shannon Patri


0.5 194. 1.26665 1.04655 1.

0.4 997. 1.66024 1.35137 1.32193

0.3 7357. 2.14082 1.75338 1.73697

0.2 81095. 2.71789 2.32918 2.32193

0.1 3.50004× 106 3.62316 3.32373 3.32193

0.01 4.30642× 1011 6.44128 6.64387 6.64386

O mesmo método de 
onstrução foi usado para se obter 
ódigos CT (2k, ρ) para
k = 4, 5 e 6. Na �gura 4, apresentamos resultados obtidos para a taxa de informa-

ção binária 
onsiderando-se diferentes valores de ρ em forma de grá�
o. Podemos

veri�
ar que vários 
ódigos 
onstruídos superam o limitante inferior de Shannon.
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Figura 4: Comparação entre alguns 
ódigos esféri
os 
onstruídos (pontos isolados)

e os limitantes para taxa de informação binária (Shannon: 
urva 
ontínua. Solé:


urva pontilhada) em função de ρ.

5. Con
lusão

Neste trabalho 
onsideramos a distribuição de um 
onjunto de pontos sobre a super-

fí
ie de uma esfera eu
lidiana unitária, 
om o propósito de 
onstruir 
ódigos esféri
os

para o Canal Gaussiano. Apresentamos familias de 
ódigos esféri
os estruturados,

que podem ser 
onstruídos em tempo linear para dimensões pares e superam, em

algumas dimensões e para distân
ia mínima não muito pequenas, o limitante infe-

rior de Shannon para a taxa de informação binária. Essa 
onstrução é baseada na

folheação da esfera unitária por toros planares, proposta em [8℄ e as 
ontribuições

prin
ipais deste trabalho referem-se à maneira de obter os toros utilizando vetores

de permutação unitários RRR
k
.

Abstra
t. In this paper we deals with the 
onstru
tion of spheri
al 
odes for the

Gaussian 
hannel. We present families of stru
tured spheri
al 
odes, designed in

layers of �at tori, that 
an be 
onstru
ted in linear time for even dimensions and

improves, for 
ertain parameters, the lower bound for the binary rate given by

Shannon.

Keywords. Dis
rete mathemati
s, spheri
al 
odes, binary rate.
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