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Grafos que Geram Emparelhamento de Arestas Relacionados
a Tesselacao {12g — 6, 3}
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RESUMO. O objetivo deste trabalho é por meio de grafos trivalentes obter emparelhamentos de arestas
para poligonos hiperbdlicos regulares conduzindo a superficies de Riemann orientadas e compactas. Neste
trabalho, apresenta-se um procedimento para a obten¢@o de trés casos de emparelhamentos generalizados
relacionados a tesselacdo {12g — 6, 3}.
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1 INTRODUCAO

A principal contribuicdo deste trabalho esta relacionada a apresentacdo de uma forma sistematica
de obtencdo de emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbdlicos regulares via grafos con-
duzindo a superficies de Riemann orientadas e compactas. Em outras palavras, obtemos via
grafos trivalentes, emparelhamentos para poligonos hiperbdlicos regulares com 12g — 6 arestas
e angulos iguais a 27 /3, no caso em que o quociente do plano hiperbdlico por um grupo Fuch-
siano I" (gerado pelo emparelhamento do poligono), ]D%z, € uma superficie compacta, orientavel,
de género g, g > 2. Assim, esses poligonos estdo associados a tesselacdo {12g — 6, 3}.

Uma das motivagdes para o estudo de emparelhamento de arestas de poligonos hiperbdlicos que
estdo associados a tesselacdo {12g — 6, 3} € que tais tesselacdes fornecem empacotamentos de
esferas com densidade maxima ([3] e [1]) e, portanto, estdo relacionadas com a construc¢do de
codigos 6timos cuja probabilidade de erro é minima, [2]. Um apanhado bibliografico relacionado
a tesselacdes e codigos pode ser encontrado na introdugio do trabalho [12].

Em [6], Jorgensen-Naatanen fizeram o estudo para o caso de g = 2, mostraram que, a menos de
reflexdo, existem 8 formas diferentes de emparelhamento de arestas de um poligono fundamental
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com 18 arestas, P1g, tal que a superficie correspondente S € orientdvel de género 2 e o grafo
induzido formado pela fronteira de P13 € um grafo trivalente com 9 arestas e 6 vértices.

Em [4] e [5], Faria e Palazzo construiram as generalizacdes para os 8 casos possiveis de empare-
lhamentos para poligonos com 18 arestas correspondentes a ¢ = 2 na tesselacdo {12g — 6, 3}.

Lee Mosher, em [8], mostrou que existem 1726 tipos diferentes de emparelhamentos de poli-
gonos fundamentais P12;—¢ que conduzem a superficies de género 3. Se desconsiderarmos as
imagens espelho desses padrdes, entdo sdo essencialmente 927 padrdes de emparelhamentos.
Utilizando métodos semelhantes aos de [6] e considerando g = 3, Gou Nakamura em [9], através
de grafos trivalentes obteve, e exibiu em seu trabalho, os 927 padrdes de emparelhamentos.

Os artigos acima citados, [6] e [9], serviram como inspira¢do para este estudo onde através de
grafos trivalentes obtemos mais emparelhamentos de arestas para poligonos hiperbdlicos com
12g — 6 arestas, tais que todos os ciclos de vértices tem comprimento 3. Desse modo, o grupo
I' gerado pelo emparelhamento das arestas desses poligonos fornece, através do quociente pelo
plano hiperbélico,ﬂ%z, uma superficie de Riemann S compacta orientdvel de género g, g > 2.

Neste trabalho, nds generalizamos para g > 3 a constru¢do de grafos trivalentes baseados nos
casos B-14, B-10 e A-3, considerados por Nakamura, em [9], para ¢ = 3. E a partir destes,
obtemos os emparelhamentos de arestas para poligonos hiperbdlicos regulares com 12g — 6
arestas, tal que a superficie correspondente S € fechada, orientavel e compacta de género g,
conforme veremos nas subsecdes 3.1, 3.2 e 3.3, respectivamente.

O presente artigo estd organizado da seguinte forma. Na sec¢do 2, apresentamos algumas defi-
nicdes preliminares ao desenvolvimento do trabalho. Ja na secdo 3, tratamos das trés generali-
zacOes obtidas a partir das idéias apresentadas em [6] e [9]. Finalizamos com a conclusdo na
secdo 4.

2 EMPARELHAMENTO DE ARESTAS E GRAFOS

Utilizaremos o modelo do disco unitirio D? para a geometria hiperbélica plana. Seja P um
poligono fechado convexo em D e seja A o conjunto de todas as arestas de P.

Definicao 2.1. Um emparelhamento de arestas é o conjunto ® = {y.|t € A} de isometrias
que, para toda aresta T € A temos,

1) existe aresta v’ € A com y; (t') = 1;
2) as isometrias yr e yy satisfazem a relagdo y, = yt_l;

3) se t for aresta de P entdo v’ = PN yt_l (P).
A defini¢do de um grafo € apresentada a seguir.

Definicao 2.2. [13, p. 5], [7, p. 3] Um grafo G consiste de um par de conjuntos (V(G), A(G))
onde V (G) é um conjunto ndo vazio de elementos chamados vértices de G, e A(G) é um conjunto
de pares ndo ordenados de vértices distintos de V (G), chamados arestas de G.
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Neste texto, vamos nos restringir a grafos em que o conjunto de vértices V (G) € finito. Utili-
zaremos caminhos em grafos conexos trivalentes, para gerar um emparelhamento de arestas de
poligonos, assim seguem as defini¢des.

Definicao 2.3.

1) O grau (ouvaléncia) de um vértice v é o niimero de arestas (cada laco conta duas vezes)
incidentes a ele.

2) Um grafo G onde cada vértice tem o mesmo grau k é um grafo k-regular.

3) Um grafo 3-regular é chamado ctibico ou trivalente.

Definicdo 2.4. [6, p. 453] Dado um grafo G, uma rotagdo de um vértice v de G é uma
permutagdo ciclica de todas as arestas incidentes com v.

Como os vértices tem grau 3, existem apenas duas rotacdes ndo triviais: a rotacdo no sentido
horério e a rotacdo no sentido anti-horéario, indicadas por um circulo preenchido (e) € por um
circulo vazio (o), respectivamente, conforme [6]. O circulo preenchido (e) corresponde caminhar
para a aresta da esquerda e o circulo vazio (o) corresponde caminhar para a aresta da direita

(61, [9D.

A seguir, tratamos dos grafos a partir dos quais obtemos os emparelhamentos de arestas gene-
ralizados.

3 EMPARELHAMENTOS GENERALIZADOS A PARTIR DE GRAFOS

Nesta secdo, apresentamos os resultados obtidos de um procedimento que deduzimos, em [10],
para encontrar os emparelhamentos relacionados aos géneros g = 2 e g = 3, apresentados em
[6] e [9], respectivamente. Além disso, analisamos situacdes para g > 3 e obtivemos expressdes
generalizadas para estas situacdes.

Seja G um grafo trivalente conexo, imerso em uma superficie fechada S de género g de forma
que S\G seja uma Unica componente conexa correspondente a um poligono fundamental 2.
Sejam n, e n, o nimero de arestas e de vértices de G, respectivamente. E seja f o nimero de
faces (2-células) de S. Entao, pela Formula da caracteristica de Euler, temos:

2—-2g=ny—ng+ f=2-2¢g=ny—ng+1=n,=ny,+2g—1. 3.1

Logo, se o nimero de arestas de G € igual an, = (12g —6)/2 entdo o nimero de vértices de G €
igual an, = (12g — 6)/3. Assim, cortando S ao longo de G obtemos um poligono fundamental
P12g—6 com 12g — 6 arestas e um emparelhamento de arestas associado.

Seja G um grafo trivalente com (12g — 6)/3 vértices e (12g — 6)/2 arestas. Para examinar se
G € imerso em S, com complemento conexo, deve-se analisar se existem caminhos fechados
em G. Logo, € necessario e suficiente que [6, pag. 405]:
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a) caminhamos em cada aresta de G exatamente uma vez em cada sentido e;

b) ndo retornemos imediatamente na mesma aresta da qual viemos.

Assim, consideremos os grafos B-14, B-10 e A-3 das Figuras 1, 7 e 8, respectivamente, onde os
casos g = 3 foram apresentado por Nakamura em [9] e nos serviram de inspiracdo para gerar os
grafos de outros géneros. Apresentaremos primeiro o caso B-14, [11].

3.1 Grafo B-14 gerando emparelhamento {12g — 6, 3}

Consideremos o grafo B-14 (apresentado por Nakamura em [9]) e atribuimos uma rotacdo a este
grafo que satisfaca as condi¢des (a) e (b) citadas acima, Figura 1 (g = 3). Através deste grafo
criamos novos grafos trivalentes para g = 4 e para ¢ = 5 do seguinte modo: aumentamos
o numero de arestas de seis em seis buscando uma semelhanca entre eles. Observe que desse
modo, poderiamos continuar para g > 5, Figura 1.

g=3 B-14

g=4

g=5

Figura 1: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices.

Assim, consideremos o grafo B-14, ¢ = 3 com a rotacdo indicada na Figura 1. Se contarmos
o ndmero de arestas pelo caminho em ordem, para chegar na mesma aresta com direcao oposta,
obtemos uma sequéncia ciclica de ndmeros, dando as identificacdes no poligono de 12g — 6
arestas, g = 3. De forma mais detalhada, tome o grafo B-14, g = 3 e atribua uma rotag@o de
forma que as condicdes (a) e (b) sejam vélidas. Em seguida, execute os seguintes passos:

I) Rotule as arestas pora, b, c, ..., o (veja Fig. 2).

II) Escolha um vértice e um sentido e percorra as arestas de B-14 respeitando as orientacdes
dos vértices e de forma que todas as arestas sejam percorridas nos dois sentidos>.

IIT) Numere o caminho percorrido conforme indicado no item II (para exemplo veja Fig. 2).
Note que cada aresta possui uma (e somente uma) numeracao em cada sentido, Figura 2.
Assim, ao chegar no vértice inicial por uma dire¢do oposta, tendo percorrido cada aresta
nos dois sentidos, temos um caminho fechado de comprimento 12g — 6, ja que o grafo
possui n,, arestas.

3somente uma vez para cada sentido da aresta
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Figura 2: Caminho fechado no grafo B-14.

IV) Denote por Cy comy € {a, b, ..., 0} o comprimento do caminho em cada aresta y. Temos
entdo dois valores correspondentes ao comprimento Cy, um para cada sentido. Denote por
C; o comprimento de y no sentido que vai do nimero menor para 0 maior e por C;’ o
comprimento da aresta y no sentido contrdrio.

V) Para cada aresta y, C; € dado pelo médulo da diferenca entre os dois nlimeros na aresta
menos um. Suponha que C; = x. O comprimento do caminho para o outro sentido, é
dado por C;’ = (12g — 8) — x. Assim, para o caso g = 3, C;’ = 28 — x. Por exemplo,
veja Figura 2, na aresta e temos as numeragdes 28 e 17. Considerando o sentido que vai
do nimero 17 para o 28 entdo C, = |17 — 28| — 1 = 10. Agora, considerando o sentido
oposto (que vai do 28 para o 17) temos C/ = 28 — 10 = 18, Figura 3.

28
221226 —> Cy=26 17-1= /]\c;=1o
Eol E292126 d . 28-17-1=10

28-26=2 <— =2 /=18

17

Figura 3: Comprimento dos caminhos das arestas d e e.

Dessa forma, seguindo a ordem percorrida pelo caminho de comprimento 12g — 6 anota-se cada
um dos comprimentos Cy, dos caminhos para cada y. Assim, obtém-se uma sequéncia ciclica de
30 ndmeros, ou seja, de 12g — 6 nimeros onde g = 3:

2426 12 16 24 426 1022424264616 10424 18 1222242 4426182 24

Analogamente, para o caso g = 4 e g = 5, obtém-se uma sequéncia ciclica de 42 e 54 nimeros,
respectivamente.

Para g = 4 temos a identificacdo:

36 38 24 28 12 16 2 4 4 38 10 2 36 36 38 4 6 28 12 4 36 30 24 34 36 4
6 16 10 4 36 28 12 34 36 2 4 4 38 30 2 36

Para g = 5 temos a identificacdo:

48 50 36 40 24 28 12 16 2 4 4 50 10 2 48 48 50 4 6 40 12 4 48 42 36 46 48
4628 12 4 48 40 24 46 48 4 6 16 10 4 48 40 12 46 48 2 4 4 50 42 2 48
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Considere um poligono P12 C D? com 12g — 6 arestas, onde D? representa o plano hiper-
bélico. Denotamos seus vértices no sentido anti-horario por {vy, v, ..., V12g—6} € suas arestas
por {1, 72, ..., T12g—6} onde 7; € o segmento geodésico iniciando em v; e findando em v;11,
i mod (12g — 6).

Agora, coloque cada sequéncia num poligono P12, no sentido anti-hordrio a partir de 77 e
depois identifique os lados correspondentes {x, (12g — 8) — x}. Note que, como cada aresta do
grafo corresponde a identificacdo de duas arestas do poligono, entdo o valor x do comprimento
do caminho de uma aresta de G deve ser identificado com o (12g — 8) — x da mesma aresta.

Assim, temos um emparelhamento P12 para o poligono P12,—¢. Os emparelhamentos cor-
respondentes as sequéncias acima para g = 3,4 e 5 sdo ilustrados nas Figuras 4, 5 e 6, respec-
tivamente.

Com isso, acabamos de mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Caminhos fechados sobre os grafos para g = 4 e para g = 5 da Figura I de
forma que as condicoes (a) e (b) sejam vdlidas ddo origem a um emparelhamento de arestas
de um poligono fundamental P com 12g — 6 arestas, tal que a superficie correspondente S é
fechada orientdvel de género g.

Consideremos os emparelhamentos obtidos anteriormente. Estes, foram obtidos através de grafos
“semelhantes” com rotacdes “semelhantes”. No sentido de que, seguindo o mesmo raciocinio
poderiamos ter continuado a construir grafos e atribuir rotacdes para g > 5. Assim, buscamos
uma relac@o entre suas identificagdes. Denotaremos por {a, b} se a aresta a € identificada com
a aresta b. Observamos uma forma generalizada de representar as identificacdes das arestas de
P12g—6 cOMO segue:

{t12g—12, T12g-9}, {T12g—11, T12¢ -6}, {T12¢—10, T1}, {T124-8, T12g—19}, {T12¢-7, T2},

{t2g—1, T2g+2}, {126y Tog+5} {Tog+1, Tog+6)s {T2g+3, Tog+14), {T2g+4, T2g+7}-
Sek=0,1,...,g—3eg>3:
{T312k> T12g-20—10k}> {T4+2k> T12g—15—-10k}>
{T12g—22-10ks T12g—17—10&}s {T12g—21—-10k> T12g—14—10k}>
{T12g—18—10ks T12g—13— 10}
Sek=0,1,...,g—4eg>3
{T12g—16=10ks T12g—29— 10}
Considere as isometrias que identificam os pares conforme segue:

a1(T12g—12) = T12g—9, @2(T12g—11) = T124—6, ¥3(T12¢—10) = TI,
a4(T12g-8) = Ti2g—19, @5(T12g—7) = T2, 6(T2g—1) = Tog+2,

a@7(T2g) = T2g+5, @8(T2g+1) = T2g+6, ®9(T2g+3) = Tog+14, A10(T2g+4) = T2g+7-
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Figura 5: Emparelhamento de arestas gerado por B-14 para g = 4.
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Figura 6: Emparelhamento de arestas gerado por B-14 para g = 5.

Sek=0,1,...,g—3,g >3

Bi+6k (T342k) = T12-20—10k> B2+6k (Ta42k) = T12—15—10k»
B3+6k (T12g—22-10k) = T12g—17—10k> Ba+6k(T12g—21-11k) = T12g—14—10k>

B5+6k(T12—18—10k) = T12g—13—10k-
Sek=0,1,...,g—4,¢g > 3:
Y14k (T12g—16—10k) = T12g—29—11k-

Logo, o conjunto formado pelas isometrias acima € um emparelhamento para o poligono P12¢ ¢,
onde g > 3.

A seguir, apresentamos o caso generalizado baseado no grafo B-10, [10].

3.2 Grafo B-10 gerando emparelhamento {12g — 6, 3}

Considere o grafo B-10 que corresponde ao caso g = 3 da Figura 7 (apresentado por Nakamura
em [9]). Através deste caso criamos os grafos estendidos para g = 4 e g = 5 e atribuimos uma
rotacdo a estes grafos de forma a obter caminhos fechados. Assim, considere as rotacdes dos
grafos na Figura 7. Observe que poderiamos continuar para g > 5.
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o>io s
T,

Figura 7: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices.

Ao percorrer as arestas do grafo B-10, obtemos um caminho fechado nos grafos de forma que
todas as arestas sejam percorridas nos dois sentidos. Assim, utilizando os mesmos procedimen-
tos feitos para o caso B-14, obtemos uma sequéncia ciclica de 30 nimeros:

2526208233262 25252620823326225252620823326225
Para o caso g = 4 e g = 5, obtém-se uma sequéncia ciclica de 42 e 54 ntimeros, respectivamente.
Para g = 4 temos a identificacdo:

37 3832208233382 3737383282333823737 383220
823338237373832823338237

Para g = 5 temos a identificacdo:

49 50 44 32 20 8 2 3 3 502 49 49 50 44 82 3 3 502 49 49 50 44 32 8 2
3350249 49 5044 20 82335024949 5044 823350249

Colocando cada sequéncia num poligono P12, ¢ no sentido anti-hordrio a partir de 7; e identi-
ficando os lados correspondentes {x, (12g — 8) — x}, temos um emparelhamento ®1,_¢ para o
poligono P24 6.

Assim, podemos apresentar o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. Caminhos fechados sobre os grafos para g = 4 e g = 5 da Figura 7 de forma
que as condigoes (a) e (b) sejam vdlidas ddo origem a um emparelhamento de arestas de um
poligono fundamental P com 12g — 6 arestas, tal que a superficie correspondente S é fechada
orientdvel de género g.

Agora, consideremos os emparelhamentos obtidos pelos grafos criados de B-10. Estes, também
foram obtidos através de grafos “semelhantes” com rotagdes “semelhantes”. Assim, observamos
uma forma generalizada de representar as identificagdes das arestas de P24, onde denotamos
por {a, b} se a aresta a € identificada com a aresta b, como segue:

{t3, T12g—12}, {72, T12g—7}s {71, Ti2g—9}, {T12g—11, T12g—8}, {T125—10, T128—6},

{Tor1, Tor10), {Tgt2s Tous), {Tea3, Ter7h {Tora, Tors), {Tor6, Tor9).
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Sek=0,1,...,g—3eg>3:

{t12g—22—11ks T12g—13—11k}s {T12g—21-11k> T12g—18—11k}> {T126—20—11k> T12g—16—11k}>

{Tt12g—19-11ks T12g—15—11k}s {T12g—17—11k> T12g—14—11k}-

Sek=0,1,...,g—4eg > 3:
{ta+k, T12g—23-114}-

Considere as isometrias que identificam os pares conforme segue:

a1(13) = Ti2g—12, ®2(T2) = T12g-7, @3(T1) = T124-9, €4 (T12—11) = T12¢-8,
as5(T12g—10) = T12¢—6>
a6(Tg+1) = Tgr10, @7(Tg42) = Tgas5, A8(Tg43) = Tgr7, ¥9(Tg1+4) = Tgis,

a10(Tg+6) = Tg49.
Sek=0,1,...,g—3,g>3:

Br+6k(Ti2g—22—11k) = T12g—13—11k> B2+6k(T12g—21—11k) = T12g—18—11k>
g
B3+6k(T12g—20—11k) = T12g—16—11k> Ba+6k(T12g—19—11k) = T12g—15—11k

Bs+6k(T12g-17-11k) = T12g—14—11k-
Sek=0,1,...,g—4,¢g > 3:

Vi+k (Tak) = T12g—23—11k-
Logo, o conjunto formado pelas isometrias acima € um emparelhamento para o poligono P24 ¢,
onde g > 3.

Analogamente aos casos anteriores, apresentamos mais um dos resultados novos que obtivemos
em [10].

3.3 Grafo A-3 gerando emparelhamento {12g — 6, 3}

Considere o grafo A-3 que corresponde ao caso g = 3 da Figura 8 (apresentado por Nakamura
em [9]). Através deste caso criamos os grafos estendidos para g = 4 e g = 5 e atribuimos uma
rotacdo a estes grafos de forma a obter caminhos fechados. Assim, considere as rotagdes dos
grafos na Figura 8. Observe que poderiamos continuar para g > 5.

Utilizando os mesmos procedimentos feitos para o caso B-14, obtemos as seguintes identifi-
cagoes:

Para g = 3, temos:

45112332482325169 114 14172012243 419325172425125 14 16
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g=3 g=4
g=5 g=6

Figura 8: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices.

Para g = 4 temos a identificacdo:

45303533627 3537285169 114 133519 11 363
4 31 33729 36 372427294710 1353621 125 33 35

Para g = 5 temos a identificacdo:

4542 47 3 48 39 47 49 40 24 28 5 16 9 11 4 13 47 19 11 48 3 4 43 3 49 41
48 49 36 39 41 4 6 28 12 4 48 33 24 46 48 4 7 10 13 5 48 40 12 5 45 47

Logo, podemos apresentar o seguinte resultado.

Proposicao 3.3. Caminhos fechados sobre os grafos para g = 4 e g = 5 da Figura 8 de forma
que as condigoes (a) e (b) sejam vdlidas ddo origem a um emparelhamento de arestas de um
poligono fundamental P com 12g — 6 arestas, tal que a superficie correspondente S é fechada
orientdvel de género g.

Similarmente aos dois casos anteriores nds obtemos a seguinte generalizacao do emparelhamento
obtido para este caso, dado pelas identificacOes das arestas de P12 cOmo segue:

Para ¢ = 3, algumas identificagdes ndo se adéquam ao caso geral, assim colocaremos estas
separadas como segue:

{73, 115}, {17, T16}, {114, 20}, {717, T30}.
Se g > 3, temos:

{71, %6}, {12, 18}, {4, 72}, {75, 19}, {710, T3},
{t2g+5, Tog+15} {T2g+6, Tog+18}, {T2g+7, Tog+12), {T2g+13, Tog+17}, {T2g+14, T2g+19),

{t2g+16, T2g+20}-
Se g > 4, temos:

{12043, T2g+9}, {T2g+4, Tog+21}, {T2g+10, T2g+30}, {T2g+11, Tag+23}, {T2g+8, Tog+22},

{t12g—16> T12g—11}, {T12g—15, T12-7}, {T12g—12, T12¢ -6}, {73, T12¢—14}, {17, T12¢—13}-
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Sek=0,1,...,g —5e g > 5, temos:

{T2g+244+10k> T2g+29+10k}> {T2g+25+10ks T2g+32+10k}s {T2g+27+10k> T2g+40+10k)
{T20+284 10k T2g4+33 410k}

{T1142k, T12g—24— 10k}, {71242k T126—19— 10}

O conjunto das isometrias que identificam os pares acima € um emparelhamento para o poligono
P12g—6, paracada g > 3.

4 CONCLUSOES

Ao longo deste artigo vimos que através destes trés grafos trivalentes, estendidos a partir dos
apresentados por Nakamura, podemos gerar trés distintos emparelhamentos de arestas para poli-
gonos hiperbolicos com 12g — 6 arestas, tais que todos os ciclos de vértices tem comprimento 3
sendo, portanto, dominios fundamentais da tesselacdo {12g — 6, 3}. Estas tesselacdes, forne-
cem empacotamentos de esferas com densidade médxima, [3], ou seja, quando g — oo o valor
da densidade tende ao seu limite superior % A densidade de empacotamento tem uma relacao
inversamente proporcional com a probabilidade de erro de decodificagdo, ou seja, quando a den-
sidade de empacotamento do cddigo tende ao méaximo a probabilidade de erro tende ao seu valor
minimo.

Além dos emparelhamentos apresentados neste artigo, outros foram construidos e estao expostos
em [10]. Estudos continuam sendo desenvolvidos, com o objetivo de conseguir emparelhamentos
de arestas generalizados os quais pretendemos publicd-los em trabalhos futuros.
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ABSTRACT. The aim of this work is using trivalent graphs to obtain side-pairings for regular
hyperbolic polygons which leading to oriented and compact Riemann surfaces. In this paper
we present a procedure for obtaining three cases of generalized side-pairings patterns related
to the tessellation {12g — 6, 3}.
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