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RESUMO. Nos tltimos anos, o0 Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem sido aplicado com su-
cesso a problemas da mecanica da fratura linear elastica (MFLE) envolvendo os casos estatico e dindmico.
Para resolver problemas com agdes de dominio (por exemplo: forcas gravitacionais, problemas transientes
com velocidades e aceleracdes, etc.) via MEC, Nardini e Brebbia apresentaram em 1982 a técnica da Du-
pla Reciprocidade (DR), inicialmente com a intencdo de resolver problemas transientes usando solucdes
fundamentais estdticas, mas que se revelou bastante adequado e eficaz na solu¢ao de problemas com acdes
de dominio. Com base no acima exposto, este trabalho apresenta estudos complementares iniciados por
Vera-Tudela em 2003, utilizando a técnica da Fun¢do de Green numérica (FGN), junto com a técnica da
Dupla Reciprocidade. O desenvolvimento destas trés formulagdes para a analise de problemas da mecanica
da fratura sob o efeito de cargas de dominio constituem um avango na abordagem dos problemas através do
MEC. Embora o uso da técnica da Dupla Reciprocidade em problemas da mecanica da fratura nao seja re-
cente, sua implementa¢do conjunta com a Fun¢@o de Green numérica representa uma novidade na pesquisa
e com a vantagem de ndo precisar de se efetuar a discretizag@o das superficies das trincas pois as integracdes
sdo feitas somente sobre o contorno do problema. Dois exemplos sdo apresentados e os resultados quando
comparados com a bibliografia de referéncia e com a teoria mostram e eficiéncia da formulagao.
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1 INTRODUCAO

As trincas ocupam um lugar muito importante nas causas de falha dos componentes de maquinas
ou na construgdo civil. Praticamente todo elemento fabricado apresenta alguma trinca que pode
ser causada pela movimenta¢do de materiais na confeccdo, por algum tratamento térmico ou
ainda como conseqiiéncia da ocorréncia de vibragdo na drea. Na verdade, as causas para o apa-
recimento de trincas sdo numerosas e dependem de muitos fatores como o préprio material,
condigdes de trabalho do elemento ou até condi¢des externas. As trincas s@o a principal causa de
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diminuicdo da resisténcia do material, o que pode levar ao colapso do elemento. Desta forma, a
necessidade de estudar trincas foi ganhando importancia devido ao seu envolvimento com fatores
econdmicos, da propria vida util do equipamento e da seguranca das pessoas.

Pesquisadores vém trabalhando neste sentido, desenvolvendo diversas técnicas de forma a pre-
ver o comportamento de trincas e, em conseqiiéncia, a vida util de componentes. Diversas pro-
postas vém sendo apresentadas com €xito e o nimero de publicagdes cientificas demonstra a
importancia que a Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE) tem na engenharia.

Dentre todo este universo destaca-se como ferramenta o Método dos Elementos de Contorno
(MEC) que vem sendo aplicado com éxito a diversas propostas de resolu¢do de problemas de
engenharia, seja no caso estitico ou no dindmico, uma vez que os resultados obtidos apresen-
tam alta precisdo, com a vantagem adicional da discretizacdo somente do contorno do problema.
No campo da mecénica da fratura os registros mostram que foi Cruse, 1972, o primeiro a se
aprofundar no estudo do MEC como formulacio aplicada a MFLE. Na atualidade, pode-se con-
siderar que trés alternativas do MEC sdo predominantes no estudo das trincas. A primeira é uma
extensao do método da sub-regido [3] onde divide-se o corpo trincado em duas regides e cada
face da trinca pertence a um dominio. Na superficie de interface entre as regides, a compatibili-
dade de deslocamentos e o equilibrio de tensdes sdo impostos. A segunda é a formula¢do mista
[8] [12] baseada na equacdo dos deslocamentos e de suas derivadas na dire¢do normal. Assim,
cada equacio integral, a classica e a hipersingular, € aplicada a uma superficie diferente da trinca
evitando-se o uso de subregides que introduzem um contorno artificial no problema. A terceira
utiliza a Funcdo de Green correspondente ao problema [9] que permite a representacdo exata de
trincas pela equacdo integral de contorno, sem a necessidade de se efetuar a discretizacdo das
mesmas: as integracdes sdo feitas somente sobre o contorno externo do problema e a formulagao
apresenta uma excelente precisao.

Assim, o campo da Mecanica da Fratura caracteriza-se por ser interdisciplinar e oferece uma
fonte importante para novos descobrimentos, e novos resultados ddo a oportunidade de servir em
aplicacdes imediatas.

O estudo da Mecanica da Fratura estd relacionado com a descri¢do quantitativa de um estado
mecénico num corpo eldstico contendo uma ou mais trincas. O processo de descrever o estado
mecanico de um sistema particular € mediante o desenvolvimento de um modelo matemético, e
entdo, resolver este modelo com ajuda de métodos matemadticos ou analise numérica.

Seguindo este critério, o0 Método dos Elementos de Contorno [5], tem-se mostrado uma fer-
ramenta poderosa e eficiente. O uso da Fung¢do de Green numérica [11] como solugdo fun-
damental evita a discretiza¢do do contorno da trinca quando este estd descarregado, uma vez
que esta solugdo, para forca de superficie, € nula nas faces da trinca. Consequentemente, uma
caracteristica importante € tornar desnecessdria a subdivisdo da trinca em elementos de contorno.

O Método da Dupla Reciprocidade [4] permite resolver problemas transientes usando solugdes
fundamentais da estatica, e que se revelou bastante adequado e eficaz na solugdo de problemas
com agdes no dominio. O objetivo do método € transformar a integral de dominio do termo
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existente, em uma integral de contorno. A estratégia é fazer a substituicdo da grandeza que tem
as caracteristicas de a¢do de dominio pelo produto de duas outras varidveis, ficando uma delas
dependente das varidveis espaciais.

Desta forma, neste trabalho estuda-se o MEC, a Fun¢do de Green numérica e o método da Du-
pla Reciprocidade na resolucdo de problemas de mecénica da fratura com agdes de dominio
considerado como peso proprio [15].

Dois exemplos sdo apresentados, o primeiro corresponde a uma viga com trinca centralizada e
carregamento reverso, e o segundo € uma viga com trinca centralizada e carregamento como peso
proprio. Ambos os exemplos foram validados comparando-os com o trabalho de Karami e Kuhn

[6].

2 OMEC E A FUNCAO DE GREEN NUMERICA

A Equacao de Navier, que é uma equacdo de equilibrio em termo de deslocamentos, € represen-
tada em um sistema 2-D como se ve na equacdo (2.1). As formulas sdo introduzidas empregando
a notacdo indicial [16]:

G
Gl'ij;kk +muk’k1:bl (21)

onde b; representa o efeito de dominio (neste trabalho, peso préprio), u € o deslocamento; G e v
sdo constantes fisicas do material.

O MEC [5] basicamente transforma equacdes diferenciais parciais, que governam o dominio do
problema em equacdes integrais envolvendo valores de contorno, apés a introducio de funcdes
de ponderagido denominadas solu¢des fundamentais.

Considera-se que existe continuidade de deslocamentos nos pontos de contorno &, desta forma a
representacdo integral da componente #; de deslocamento € dada pela equagdo (2.2):

= Quﬁ‘j (E,x)bj(x)dQ. (22)

onde I representa o contorno do problema; ufj e pg- na formulacio tradicional correspondem a
solugdo fundamental de Kelvin; Cj; é um coeficiente relacionado a geometria do corpo e & € o
ponto fonte.

As solucdes fundamentais para deslocamentos e forcas de superficie sdo definidas como segue:

—1
M?j(&ax) =

mm —4v)In(r)&; —r,ir,; } 2.3)

ey 1 oS 2190
pij(évx) - 4”(1 — V)V{[(l 2v)611+2r’1r’1]an

Neste ponto, para introduzir o conceito da Fun¢do de Green numérica [11], desconsidera-se o

(1—2v)(r,,-nj—r,jn,~)} (2.4)

termo que corresponde a a¢do de dominio, sendo retomado na seguinte secao.
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As fungdes de Green para a solucdo de problemas da Mecanica da Fratura podem ser obtidas pela
superposi¢do de duas solugdes parciais; a primeira corresponde a solucdo de Kelvin, enquanto
que a segunda corresponde ao problema de uma placa infinita contendo uma trinca de compri-
mento 2a, com condi¢@o de contorno de forgas prescritas ao longo de seu contorno e chamada
de solucdo complementar, como pode-se observar na figura 1.

(A) (B)

Figura 1: Carga Unitéria F; aplicada num espaco infinito com trinca descarregada (A) Problema
de Kelvin; (B) problema complementar.

Desta forma a Fun¢ao de Green é representada pelas equagdes (2.5) e (2.6):
iy (§,%) = ufy (&%) +uy (§,%) . (2.5)

p?j (&%) :pfj (é,x)erfj (§,%). (2.6)
onde uj}(é ,X) e pl’;(é ,X) sdo respectivamente os deslocamentos e forgas de superficie fundamen-
tais, na dire¢do j no ponto campo x devido a uma carga unitéria aplicada no ponto fonte £ na
direcao i.

k

A soluggo de Kelvin, u3(&,x) e pg(é,x), ¢ a tradicional do Método dos Elementos de Con-

torno, ficando para ser determinado o termo que corresponde a solucdo complementar ufj(é ,X) e
p§i(&.x).

As deducdes para a determinacdo das componentes de deslocamento e for¢a de superficie da
parte complementar da Func¢do de Green s@o dadas em [13] e apresentadas a seguir.

A equacido integral de contorno da equagdo (2.2) para um elemento que contém uma trinca é
expressa por:

Ci(&)uy(8) = [, pix)uty(Ex)are) = [y x)ply(E )T )
+ [, (60000 — [ iy (Eare). @)

onde I'F é o contorno externo e I'"" é o contorno referente 2 superficie da trinca. As integrais
com sinal negativo no segundo membro da equagdo (2.7) devem ser consideradas como valor
principal de Cauchy de acordo com a posi¢do do ponto fonte.
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A equagdo integral para forcas de superficie € obtida por derivacido da equacdo (2.7)em relagdo
ag

&)= [, PrUSE XA~ [ uRh(Ex)dr()

+ [P ULERATW - [ 10PhENITE). @8)

du apk.
onde U = (;fg e Pk apéf.
As equacgdes (2.7) e (2.8) satisfazem as condi¢des de regularidade de radiacdo de tal forma que
es integrais de contorno no infinito se anulam. Para simular a condi¢@o de trinca descarregada
€ necessario considerar a condi¢do de contorno ao longo da trinca da solucdo B da figura 1,

de tal forma que p$ (&, ) = —p¥ (€, ). Assim, fica definida a seguinte equacdo integral para o
problema complementar:

(60 == [ b OP(E AT (©) = [ Pl D€ Qar). @)

Considerando que S e I correspondem a superficie superior e inferior da trinca (I'F =TS +T'1) é
possivel integrar somente sobre I"!, considerando que a forca de superficie ao longo da superficie
superior € de sinal contrdrio a da face inferior e que os deslocamento uJ’.‘k (x, ) sdo continuos, o
que fornece:

(0 = = [y (e O[PAE, L) + P&, Elar(E)
[ P Ol (E.€%) ~ €. CDIAT(D). - 2.10)

O campo de tensdes no contorno da trinca € continuo: assim, as forcas de superficie da primeira
integral da equagdo (2.10) se anulam. Define-se a abertura da trinca (cj (£, §)) como a diferenga
entre o deslocamento do contorno superior I'S e o inferior I"

e (E,8) = (£,8%) —u (€.27). @.11)
Logo, pode-se escrever a seguinte equacio
(6.0 = [ (0w (E.0)dr(©). (2.12)

E, analogamente, para forca de superficie

Py (&) = [ Ph(Deu(E.0)ar(0). @13)

As equagdes (2.12) e (2.13) ficam definidas se for conhecido o valor da abertura da trinca
(equagdo (2.11)). Desta forma, o primeiro passo é determinar o valor de ci (&, ), resolvendo
a equacdo integral hiper-singular de contorno que é gerada calculando o limite da equacdo (2.13)
quando o ponto x é deslocado até o contorno I' [12]. Assim

PF [ PhE.$)cil8.0)ar (&) = —ph(&.2). 2.14)
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onde PF indica a parte finita da integral.

A equagdo (2.14) pode ser resolvida pelo método dos residuos ponderados, usando a técnica da
colocagdo pontual. Assim, usando a fun¢ado delta de Dirac para ponderar a equagdo num certo
nimero de pontos §,,(m = 1,...,M) sobre I'!, a seguinte equagdo € obtida,

PF [ P@un E)eil& ON(E) = =& 5. 215)

Pode-se escrever e equagio (2.15) utilizando um termo corretor Ej; [2] e a integragdo numeéria
simples, como:

N
Z (S Ca)ein( &, G)Wa) — Eij = —pi;(8,C,,) om=1,2,...M. (2.16)

onde |J|, é o Jacobiano da transformagéo para o intervalo de integracdo, {, € o ponto da trinca
correspondente ao ponto de Gauss n, W, € o peso associado a esse ponto e N € o nimero total de
pontos de integragao.

O termo corretor E;; € introduzido para corrigir o resultado da integracdo numérica, devido as
diferencas que ocorrem ao transformar a integral em parte finita em integral numérica [7].

O tratamento numérico da equagdo (2.16) se faz com a substitui¢do das séries infinitas que de-
finem as funcdes de Bessel por expressdes polinomiais e logaritmicas que as interpolam por
trechos. Desta forma o comportamento da parte imagindria é regular enquanto que a parte real
da solugdo fundamental € singular em r = 0 [1]. A integral a direita da equagdo (2.15) pode ser
decomposta na seguinte forma:

PF [ PA(Z, §)ei(&, O(E) = PF [ PR, $)en(&,0)ar(§)
+ [ P, en(&.0arE) + [ PR, en(& arE). a1

Na equagdo(2.17), P jk é a solugdo hipersingular estitica, derivada da solugdo de Kelvin, Pijog sao

as parcelas de comportamento logaritmico e Pﬁfg sdo as parcelas de comportamento regular.

Sdo analisadas as integrais do segundo membro da equacio (2.17), tendo em vista a expansao de
cix em série de Taylor em relagdo ao ponto ,,,.

ci(€,0) = cu(E,C,,) + 9011{(% ?m) . _

L9%u(S6n) ey @)y, 18)
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Assim, para o termo definido por PJI.,((, pode-se estabelecer uma parcela do erro da equacio (2.16)
através da seguinte igualdade,

N

Y 10 (PRAG s Gu)ein (8, ) Wa) — C;Pﬁc(vaC)Cik(§7C)dr(C)

n=1

= (€2, Zm Ko G, 60Wa) = PE [ P, Oeu(E.0)dr ()

c v N
# 23 (6= PR CenE. LW
P [ (6 GPE @ Oenl&,0NE). 219)

onde VP refere-se ao valor principal de Cauchy. Para o contorno inferior da trinca I'!, o intervalo
de integragdo corresponde ao comprimento da trinca 2a ou [—a, da].

Esta mesma expressao pode ser escrita de forma mais compacta como segue:

N

Y (P Gei(&,6W) ~PF [ PE(C,E)en(€00T(€) =

cik(&, Cmefil + ac”‘f f’")esz. (2.20)

onde os termos eX k e e’f sao dados por
al W, -2
Kl =2{a ;((C % )2)—(a2_‘22 )} 2.21)
a-¢
=2 =191, 222
{a): n Cm (a+Cm)} (2.22)

Analogamente, o erro devido a singularidade logaritmica em relag@o a integracdo pela quadratura
de Gauss se deve exclusivamente ao primeiro termo da série

N
Y (P o G & 6~ PF [ PE,0.E)enE,0)T(Q)

n=1

=ci(§.C, )[Z 1 (P (s Ga)ein (€ Ga)Wa)

~PF [ P el 0ar )L @23)

E pode ser escrito na forma compacta como segue,

N

Y V(P alei(&: 6Wo) P [ P, (e, E)ar(©

= (&, 8,05 (224)
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< Log
onde a expressdo de ejk”g ¢ dada por

N p—
e =s2{agwn1n(\cn—cm\>
(€, —a)n([C,, —al) + (18, +a)In(|C,, +al) —24]}.  (2.25)

Uma vez que s6 se estd considerando o erro referente as integrais singulares pode-se escrever,

Y h(PE C Geale,6W0) —PF [ PR, Oeule. 0T =0, 226

n=1

Assim, a integral da equacgao (2.15) é aproximada como:

N

PF/ i (Cns O)eiw(8,0)dT() = Y W alPic(C oy Cu)ein(&, §u) Wi

n=1

aclk(é Cm) K2
9x(¢)

— [ei(&, C) (N +5%) + =522 ek (2.27)

E o termo corretor é, portanto

Eij=ci(§,8,) (el + L”g)+ac’k(€( g;’") k2. (2.28)

Fazendo o nimero de pontos de colocagdo coincidir com o nimero de pontos usados para a
integracdo numérica (M = N), reescreve-se a equacdo (2.16):

Mz

(Pje(Co G)ci(§, §a)Wa) — Eij = —pl(§,C,) sm=1,2,...,N. (2.29)

n=1

Como n = m, surgem indeterminacdes que sdo resolvidas calculando-se o processo de limite
quando §,, — &,, obtendo-se,

Ici(§,Cm)

lim {—— or

zm%é’n (C Cm) [Clk(g Cfl) Cik(gvgm)_(g Cm)

I} =

lazcik(g?Zm)
2 0

im {ei(&: ) —culn(|G = C,ul)} = 0. (2.31)

(2.30)
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Finalmente

Z 4 (o G (€, G)Wa) + i (€, 8 )P (s G)

n=1

n#m
2a
_Clké C {zanzl (C CWL) )+a2_z’2n]+
n#m
*la Z (Waln(8y = &) +2a— (18, —a) In(1C,, —al) + (I8, +a) In(|C,, +al)]}
n;ﬁm
aclk(é Zm) af W “1n a_zm
x(0) {2[a %}( n—Zm) l(a+fm)]}
2. Fd _
+aWn‘“*8(§£M:—pfj(§,§m) m=1,2,..,N. (2.32)

Com a finalidade de calcular as derivadas de cy (&, ), adota-se a interpolagdo polinomial de
Lagrange. Uma vez que o comportamento das aberturas € proporcional a ,/p, onde p € a distincia
até a ponta da trinca, define-se:

(€, 0) ~\/1— ZD ijlé—i%) (2.33)

onde n = g ¢é a coordenada natural da trinca e 1, = c”
T ( _
n—"mn)
D = . (2.34)
n(1) IIJI P
t#n

onde D, é um polindmio de Lagrange de ordem (N — ), T é um ndmero inteiro positivo igual a
N.

Assim, a primeira derivada é,

86'1']((5; C) _ acik(évg) 8711
a¢ an  d¢

dei (&, C) Z C,k é Cn) \/ 1-n ZD/ Ctk 5 Cn)
aC \% 1— \/ nn \/ r'r%

(2.35)
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E a segunda derivada é,

M d [aclk(g C)]
aC? an' 9L I¢

82c,- R C; n 2 C, n
aké‘EC)_ > 3/22 k&C)_ n Z k‘gg)

\/ 1— nn \/ 1— \/ I12

\/l_n % cir( gagn)
+—-—-—) D —=. (2.36)

=z 2; Ul
A equacdo (2.32) forma um sistema matricial de 4N equagdes subdivididas em dois subsis-
temas, de dimensdao 2N, compartilhando a mesma matriz quadrada, que sdo usados para a
determinagdo das aberturas fundamentais da trinca nos pontos de Gauss. O primeiro, para i = 1,
com as incognitas ¢ (&,&,) e o termo independente p’;j(f, $,.); e o segundo, para i = 2, com

as incognitas ¢ (&, ,) e o termo independente p’z‘j(é,zm). Assim, pode-se escrever na forma
matricial:

Sci(€) =pi(&). (2.37)

E importante notar que a matriz S € func@o da geometria da trinca e permanece constante para
qualquer posi¢@o do ponto fonte, ndo aumentando o tamanho do sistema a ser resolvido com o
refinamento da discretizacio do contorno do problema.

Das equagdes (2.5), (2.6) e equacdes (2.12), (2.13), pode-se escrever a Funcao de Green numérica
para uma tnica trinca da forma seguinte:

N
M;'kj(gyx) = ui'(j<€7x) + Z |J|np];'k(xa Cn)cik(& s Cn) Wi (2.38)

n=1

N
pii(8,%) = pli(&,0) + Y W1nPji(x, Sa)ein (&, Gn) Wa- (2.39)
n=1

Finalmente, a equacdo integral de contorno para o problema da mecénica da fratura € escrita na
forma

Cyuy(&) = [, Py (E 0T ) = [, (6)piy (€ 0T (). 240)

3 0 METODO DA DUPLA RECIPROCIDADE

Na equacdo (2.2) tem-se a equagdo integral de contorno com uma integral de dominio na qual se
vai aplicar os conceitos da Dupla Reciprocidade para transformar esta numa integral de contorno.
Segundo a filosofia do Método da Dupla Reciprocidade o termo de dominio é aproximado por
um somatdrio de funcdes na forma indicial seguinte (equacdo (3.1)):

bi(x)=al f"=ajf' +aif +. .. +alf" 3.1)

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 1 (2019)



VERA-TUDELAe CORsl 125

onde os pontos m sdo pontos de colocagdo, f € uma funcdo de aproximagao e o é um conjunto
de coeficientes iniciais desconhecidos.

Substituindo a equacdo (3.1) na integral de dominio da equagdo (2.2) tem-se a seguinte expressao:

/Q s (€,%) b (x)dQ = o /Q £ () (E,x) . (3.2)

Para transformar o lado direito da expressdo anterior numa integral de contorno, é necessdrio
m ~ . m . . R ~ .

rescrever " (x) em termos de uma func@o auxiliar v ' que precisa satisfazer a equag@o de Navier,

equagdo (2.1), com o termo de dominio sendo concentrada no dominio como se mostra a seguir:

G
Gwnlnj;ii+mll/ nisij = l‘ljfm (33)

Desta forma, substituindo a equagao (3.3) na equagdo (3.2), e verificando que, por analogia, as
mesmas operacdes ja desenvolvidas na formulagio tradicional podem ser empregadas, obtém-se
a equacdo (3.4):

Cijul + / piu;dl’ — / uj;pdU = (Ciyt + / Pii¥ndl — / uimyidD) o, (3.4)

Nesta expressdo o termo n;;? corresponde as forgas de superficie reciprocas, referentes a funcdo
auxiliar de interpolagdo y,: , correspondente aos deslocamentos.

m_ L OV e 3
Vi = 30—y~ 3 )% il (3.5
€
m 1 (9}" 2
Mij = m[@—ﬁ/)mm— (1=5V)rjmi+[(4=5v)8&; —rjri] 5-1r* (3.6)
onde 2 G = il

A equacio (3.4) é discretizada dividindo-se o contorno em elementos e escrevendo-se para todos
os nds i em termos de matrizes globais. Chega-se entdo a um sistema geral de equacdes dada pela
equacdo (3.7):

Hu—Gp = (Hy —Gn)f 'b. (3.7)

A fungdo f escolhida é a funcdo linear r que quantifica a distancia euclidiana entre dois pontos
e que é amplamente usada na literatura.

4 EXEMPLOS DE APLICACAO

4.1 Viga com trinca centralizada e carregamento reverso

De forma a comparar a formulacio desenvolvida pelos autores é estudado um problema onde a
acdo de dominio € o peso préprio mas em sentido reverso, ou seja seguindo a direcao positiva do
eixo y, aplicado a uma viga bi-apoiada com trinca centrada.
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O parimetro mais utilizado no estudo da Mecanica da Fratura Linear Eléstica é o fator de in-
tensidade de tensdo (K) que quando comparado a um valor critico, determinado experimental-
mente, permite prever o comportamento da trinca e, em consequéncia, a vida ttil do compo-
nente trincado. Normalmente K é func¢do da forma e tamanho da trinca, tipo de carregamento
e configuracdo da geometria do componente estrutural. Usualmente o fator de intensidade de
tens?o € escrito da seguinte forma: K = Y6 +/7a onde ¢ € a tensdo; a, uma medida relacionada ao
comprimento de trinca; Y, uma fung@o adimensional da geometria da trinca. Ky = 0+/Ta corres-
ponde ao fator de intensidade de tensdo de uma placa infinita carregada remotamente, contendo
uma trinca de comprimento 2a.

Neste exemplo, estuda-se uma chapa retangular com uma trinca de bordo reta e centralizada
com carregamento vertical positivo, bi-apoiada , como é mostrado na figura 2 [6] [15]. Ado-
tando um material linearmente eldstico com as seguintes propriedades: médulo de Young igual
a 1000; coeficiente de Poisson igual a 0,3, densidade igual a unidade e trinca de tamanhos 7 e 8,
com a/w=0.7 e h/w=4. A discretizagdo tem 197 nés no contorno, 96 elementos quadraticos
e 40 pontos internos. Os valores de & e w correspondem ao comprimento e altura da viga
respectivamente. Considera-se que a largura € unitaria.

Figura 2: Chapa com carregamento reverso.

Tabela 1: Valores de K;/Kj.

h/w a/w K;/Ky K;/Kp(Karami [6])

2 0.7 0.27 0.216
2 0.8 0.61 0.625
3 0.7 0.81 0.717
3 0.8 1.30 1.343
4 0.7 1.44 1.222
4 0.8 2.23 2.264

Ao implementar os dados no programa, observa-se apds a carga reversa ser aplicada, uma
variagdo no Fator de Intensidade de Tensao (FIT), tabela 1, que também resultou em uma variagao
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da trinca no eixo y, representado na tabela 2, os dados tabelados descrevem uma superficie similar
ao obtido na figura 3 [6].

Tabela 2: Valores da Abertura da Trinca.

NG G,
11 0.173309091
12 1.488407728
13 11.59123329
14 1030515245
15 8209602971
16 6.809388777
17 5.497799936
18 4.451916365
19 3.487847496
20 2.692714304
21 1.971155669
22 1.376407442
23 0.829984825
24 0.375531989
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> 1,5 E/\/ . . . . . .
-1,5 91 \ 13 15 17 },/}r' 3
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Pontos da Gauss

Figura 3: Gréifico da Abertura da Trinca obtido com a
formulagao MEC-FGN-DR.

4.2 Viga com trinca centralizada e carregamento como peso proprio

Este exemplo compara a formulagdo proposta da Mecanica da Fratura com o Método dos Ele-
mentos de Contorno e a fun¢do de Green numérica, analisando dois problemas especificos, onde
o primeiro tem a¢do de dominio e o segundo uma forca aplicada equivalente, ou seja a primeira
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utiliza a formulag@o da Dupla Reciprocidade e a outra ndo. O problema é resolvido por Karami
and Kuhn [6] e os resultados numéricos para o caso de for¢a aplicada sdo comparados com o0s
valores tedricos de Tada et al. [10]. O exemplo € resolvido para acdo de dominio como peso
proprio e, também, para uma forga aplicada pontual de valor equivalente ao peso préprio (onde
€ a densidade, V € o volume da viga e g € a constante gravitacional) na dire¢do da gravidade e
aplicado no ponto meio [14].

gl
[i-]

s
L]
i

g

ch

g L

Figura 4: Viga com trinca centralizada e carregamento
€omo peso proprio.

Estudam-se relagdes a/w iguais a 0.1;0.2;0.3;0.4 e 0.5. A geometria do problema é mostrado
na figura 4 e para a andlise numérica considera-se pg = I; coeficiente de Poisson (V) € igual a
0.3; médulo de Young igual a 7000 e assume-se estado plano de deformacdes.

Os resultados estdo resumidos na tabela 3. Observa-se que os valores obtidos com o peso préprio
sempre sao menores que os calculados com a for¢a concentrada equivalente. a relagdo entre estes
resultados é mantida em cerca de de 1/2 e a explicagdo para isto é que o momento produzido
pelo peso préprio é a metade do produzido pela forga concentrada.

Na figura 5 estdo plotados os resultados apresentados pela tabela 3, observa-se uma variagdo
anormal nos resultados para a relagdo a/w = 0.4, possivelmente por um erro numérico para este
exemplo especifico.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi estudado o Método dos Elementos de Contorno com a Funcdo de Green
Numérica e a Dupla Reciprocidade para a resolucdo de problemas da mecanica da fratura linear
elastica numa chapa retangular com trinca reta de bordo sob uma carga de dominio do tipo reversa
a forca da gravidade. O estudo da trinca reta de bordo requer alguns cuidados pela dificuldade
em modelar as duas superficies da trinca e também por estar no contorno de problema, apresen-
tando singularidades numéricas importantes. Os valores da abertura da trinca foram utilizados
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Tabela 3: FIT (K;/pgw\/ma) para a viga com carga
concentrada e peso proprio.

a/w Teérico Testel! Teste2”? Razio Teste3?
0,1 2417 24.88 12.55 0.50 13.52
02 2371 24.38 12.85 0.53 14.25
03 2507 25.59 13.31 0.52 15.01
04 2828 26.69 13.35 0.50 16.45
0,5 3399 33.42 17.53 0.52 19.23

'Método dos Elementos de Contorno com Carga Concentrada e Fungio

de Green.

2Método dos Elementos de Contorno com Peso Préprio, Dupla Recipro-
cidade e Fung¢do de Green.
3Meétodo dos Elementos de Contorno com Carga Equivalente e Fungio

de Green.

—+—Tedrico Carga Concentrada

—4—MEC Peso Préprio DR e FG

—s—MEC Carga Concentrada e FG

—~+=MEC Carga Equivalente e FG
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Figura 5: Variacdo do Fator de Intensidade de Tensdes vs Comprimento da

Trinca.

para observar o comportamento das superficies da trinca. Os valores de K; /Ky foram calculados

e comparados com a referéncia [6], sendo que os valores obtidos ficaram muito préximos.

No segundo exemplo da Viga com trinca centralizada e carregamento como peso proprio pode-se

observar que os valores obtidos para diferentes relagdes de . estdo muito proximos dos valores
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tedricos. Segundo a referéncia [14] a relagdo entre o carregamento distribuido como peso proprio
e uma carga equivalente concentrada deve ser igual a 0.5 e os resultados obtidos confirmam esta
afirmacao.

Trabalhos futuros estao relacionados com o estudo de trincas inclinadas, problemas dindmicos e
problemas com multiplas trincas. Estudar o programa desenvolvido pelos autores, observando o
tempo de processamento computacional € importante devido que ao trabalhar com um volume
muito grande de entradas implica em processamentos longos e pode-se pensar em implementar
c6digos para paralelizar o programa, como o OpenMP, por exemplo.

ABSTRACT. In recent years, the Boundary Element Method (MEC) has been applied
successfully to mechanical problems of linear elastic fracture mechanic (LEFM) involving
static and dynamic cases. To solve problems with domain actions (for example: gravitati-
onal forces, transient problems with speeds and accelerations, etc.) via BEM, Nardini and
Brebbia presented in 1982 the Technique of the Dual Reciprocity (DR), initially with the
intention of solving transient problems using static, but has proved to be quite adequate
and effective in solving problems with actions of domains. Based on the above, this paper
presents complementary studies initiated by Vera-Tudela in 2003, using the Technique of
Numerical Green’s Functions (FGN), together with the Dual Reciprocity. The development
of these three formulations for the analysis of mechanical problems fractures under the ef-
fect of domain charges constitute a step forward in addressing the problems BEM. Although
the use of Dual Reciprocity technique in fracture mechanics problems is not recent, their
joint implementation with the Numerical Green Function represents a novelty in research
and with the advantage of not having to do the discretization of the surfaces of the cracks
because the integrations are made only on the contour of the problem. Two examples are
presented, and the results compared with the reference literature and with the theory show
and efficiency of the formulation.

Keywords: Boundary Element Method, Numerical Green’s Function, Dual Reciprocity.

REFERENCIAS

[1] L.P.S. Barra. “Aplicacdo do MEC a Mecanica da Fratura Elastodinamica com Funcdes de Green
Numéricas”. Ph.D. thesis, COPPE, UFRIJ, Rio de Janeiro, RJ (1996).

[2] L.P.S.Barra & J.C.F. Telles. A hyper-singular numerical Green’s funtion generation for BEM applied
to dynamic SIF problems. Engineering Analysis with Boundary Elements, (23) (1995), 77-87.

[3] G.E.Blandford, A.R. Ingraffea & J.A. Liggett. Two-dimensional Stress Intensity Factor Computation
using the Boundary Element Method. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
(17) (1981), 387-404.

[4] C.A. Brebbia, PW. Partridge & L.C. Wrobel. “The Dual Reciprocity Boundary Element Method”.
Computational Mechanics Publications, Southampton (1992).

[5] C.A.Brebbia, J.C.F. Telles & L.C. Wrobel. “Boundary Elements Techniques: Theory and Applications
in Engineering”. Springer-Verlag, London (1984).

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 1 (2019)



VERA-TUDELAe cORsl 131

(6]

(7]

(8]

(9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

G. Karami & G. Kuhn. Body-Force Linear Elastic Stress Intensity Factor Calculation Using Boundary
Element Method. Computer and Structures, (49) (1993), 107-115.

H.R. Kutt. The numerical evaluation of principal value integrals by finite-part integration. Numerische
Mahtematik, (24) (1975), 205-210.

L.F. Martha, L.J. Gray & A.R. Ingraffea. Three dimensional fracture simulation with a single domain,
direct boundary element formulation. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
(35) (1992), 1907-1921.

M.D. Snyder & T.A. Cruse. Boundary integral equation analysis of cracked anisotropic plates.
International Journal of Fracture, (11) (1975), 315-328.

H. Tada, P.C. Paris & G.R. Irwin. “The Stress Analysis of Cracks Handbook”. Del Research
Corporation, Hellertown (1983).

J.C.E. Telles, G.S. Castor & S. Guimardes. A Numerical Green’s Function approach for boundary
elements applied to fracture mechanics. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
(38) (1995), 3259-3274.

J.CE Telles & S. Guimaraes. On the hyper-singular boundary element formulation for fracture
mechanics applications. Engineering Analysis with Boundary Elements, (13) (1994), 353-363.

J.C.F.Telles & S. Guimardes. On the use of the Numerical Green’s Function for SIF computations with
Boundary Elements. In “First International Conference on Boundary Element Techniques”. London
(1999).

S.P. Timoshenko & J.N. Goodier. “Theory of Elasticity”. Mc Graw-Hill, New York (1970).

C.AR. Vera-Tudela. “Formula¢des Alternativas do MEC para Problemas Elastodindmicos de
Mecanica da Fratura com o uso da Funcdo de Green Numérica”. Ph.D. thesis, COPPE, UFRJ, Rio
de Janeiro (2003).

L.C. Wrobel. “The Boundary Element Method: Applications in Thermo-Fluids and Acoustic”. John
Wiley and Sons, England (2002).

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 1 (2019)



	Introdução
	O MEC e a Função de Green Numérica
	O Método da Dupla Reciprocidade
	Exemplos de Aplicação
	Viga com trinca centralizada e carregamento reverso
	Viga com trinca centralizada e carregamento como peso próprio

	Conclusões

