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RESUMO. Neste artigo, consideramos problemas de Otimiza¢do multiobjetivo com restri¢des de igual-
dade dadas na forma F(x) =0, sendo F : U C R" — R™ e U um aberto ndo vazio. Consideramos o caso
em que a restri¢do do problema ¢ irregular, ou seja, quando a condi¢@o de qualificacdo de independéncia
linear (LICQ) néo ¢ satisfeita na solu¢éo do problema de otimizag¢do. Obtemos condi¢des necessdrias e su-
ficientes de otimalidade no sentido da eficiéncia fraca e da eficiéncia prépria para problemas multiobjetivos
irregulares. Para isto, foi utilizada a Teoria da p-regularidade.
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1 INTRODUCAO

Em muitas situagdes nos deparamos com problemas de tomadas de decisdes que surgem em
diversas dreas como Engenharia, Economia, Administracdo, Biomedicina, Teoria dos Jogos,
dentre outros. Tais problemas podem possuir mais de um objetivo fixados como metas pelo
decisor. Tais problemas sdo chamados multiobjetivos. Em geral nao é possivel minimizar to-
dos os objetivos simultaneamente. Deste modo, existem varias nocdes de otimalidade para es-
ses problemas, destacando-se as solugdes eficientes (ou de Pareto), as propriamente eficientes
(ou Geoffrion-eficientes) e as fracamente eficientes (Pareto fracas). Os primeiros resultados no
campo da Otimizagao multiobjetivo sdo devidos a V. Pareto [14] que em seu célebre trabalho
“Cours d’Economie Politique” introduz o conceito de solugao eficiente — o qual esta relacionado
a Teoria do Bem Estar Social [13].

Em Otimizagdo multiobjetivo as condig¢des necessarias e suficientes de otimalidade sdo um tépico
importante e grande parte dos resultados conhecidos para problemas de Otimizagdo escalares
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(ou mono-objetivos) se estendem ao caso multiobjetivo. E bastante conhecido o fato que as
condicdes de Karush-Kuhn-Tucker sdo necessdrias para a otimalidade sob hipéteses adicionais
— as quais sao conhecidas como Condi¢des de Qualificacdo. A condicdo de qualificacdo mais
geral € a Condicdo de Qualificagdo de Guignard (GCQ) [6]. Como é bem conhecido, GCQ em
muitos casos € dificil de ser verificada e com o objetivo de se garantir esta condi¢do, varias ou-
tras condicdes de qualificacdo foram propostas. Uma das mais conhecidas e utilizadas dentre as
condi¢des de qualificacdo é a Condig¢do de Qualificagdo de Independéncia Linear (LICQ). En-
tretanto, muitos problemas de otimizagdo com restri¢des de igualdade ndo satisfazem LICQ na
solucdo. Neste trabalho, os problemas dessa natureza serdo denominados irregulares, seguindo
a terminologia utilizada por Brezhneva e Tretyakov em [5]. Observamos ainda que o tratamento
das condicdes de otimalidade para problemas irregulares tem sido um tépico de pesquisa bastante
atual [1,2,3,4,7]. A relevancia de tais problemas e algumas importantes referéncias que contém
exemplos significativos e aplica¢des podem ser encontrados em [1] e suas referéncias.

No artigo [4], Brezhneva e Tretyakov consideram problemas irregulares mono-objetivo com
restrigdes de igualdade e para tais problemas obtém condigdes necessdrias e suficientes para
a otimalidade. Em [5] os autores obtém condigdes necessdrias e suficientes de otimalidade para
uma certa classe de problemas mono-objetivo com restri¢gdes de desigualdade e irregulares —
por eles denominadas absolutamente degenerados. Em ambos artigos, a abordagem utilizada se
baseia na Teoria da p-regularidade.

Neste artigo, faremos uma abordagem baseada na Teoria da p-regularidade [5]. Consideraremos
que F : U CR" — R™, sendo U um aberto ndo vazio, € a aplicacdo que define as restri¢oes de
igualdade do problema e a ideia principal desta abordagem € substituir o operador linear F 1) (x0),
que ndo ¢ sobrejetor, por um operador linear sobrejetor ®,(xo), relacionado a expansao de Taylor
de ordem p de F em torno de xy. Por fim, obtemos novas condi¢des de otimalidade em termos
da funcdo Lagrangeana generalizada ou fun¢do Lagrangeana p-fator. Existem poucos trabalhos
referentes as condi¢des de otimalidade para o caso multiobjetivo irregular, o Unico artigo que
conhecemos até o momento e que trata de problemas irregulares multiobjetivo € o artigo de
Hernandez-Jemenez et al [8]. Este trabalho difere do nosso por tratar apenas o problema com
restricoes de desigualdade e, além disso, a no¢do de 2-regularidade utilizada pelos autores é
diferente da que utilizamos neste trabalho.

A organizacdo deste trabalho € a seguinte: Na Se¢do 2, fixamos a notagdo utilizada ao longo do
texto e recordamos os conceitos de soluc¢do para problemas multiobjetivo. Também recordamos
o Teorema de Ponto Fixo para multifungdes e, a partir desse, demonstramos um lema necessario
para obtencdo de nossos resultados; na Secéo 3 recordamos alguns resultados basicos da Teoria
da p-regularidade e, por fim, na Secéo 4 obtemos os resultados centrais deste trabalho.
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2 PRELIMINARES
Neste artigo consideramos o seguinte problema multiobjetivo:

Minimizar f(x) = (fl ()C)7 "'aff(x))

. 2.1
Sujeito a x € M,

sendo M = {x € U; F(x) :O},f:[U—>RZ e F:U— R"™, U C R"” um aberto nio vazio, f e F
suficientemente diferencidveis. Admitiremos que o conjunto factivel M é ndo vazio. Denotamos
por

K={1,..0} eJ={1,...m}.

Em geral, ndo é possivel minimizar todas as fun¢des objetivo do problema (2.1) e, dessa forma,
o conceito de otimalidade pode ser estabelecido de outras maneiras. A seguir, apresentamos 0s
conceitos de solugdo para o problema (2.1) e que serdo utilizados neste trabalho.

Definicao 2.1.

(i) Dizemos que xog € M é uma solucdo local fracamente eficiente do problema (2.1) se existe
uma vizinhanga V de xq e ndo existe x € MINV, x # xg tal que fi(x) < fi(x0) para cada
kekK

(ii) Dizemos que xy € M é uma solucdo local eficiente do problema (2.1) se existe uma
vizinhanga V de xo e ndo existe x € MN'V, x # xg tal que fi(x) < fi(x0) para k € K,
com a desigualdade estrita para pelo menos um k.

(iii) Dizemos que xo € M € solugdo local propriamente eficiente do problema (2.1) quando ela
é uma solugdo local eficiente e se existe C > 0 tal que, para cada k € K

fe(xo) — fr(x)
g (%) = fieg (X0) =¢

para algum ko tal que fi,(xo0) < fi,(x) quando x e MINV e fi(x) < fi(xo).

Por escalarizag¢do entendemos a conversao do problema multiobjetivo em um problema escalar de
programacao nao linear cuja solug@o coincide com a solucio do problema multiobjetivo. Uma das
técnicas mais conhecidas de escalarizacio é o Método da Ponderagio. Seja W = {w € R;wy, >
0, k € K}. Para cada w € W, w = 0, consideramos o seguinte problema escalar

14
Minimizar

" Si(x
k=1 i) (2.2)

Sujeito a x € M.

As relacdes existentes entre as solugcdes do problema multiobjetivo e as solucdes do problema
ponderado sdo dadas no seguinte lema:

Lema 2.1 ([10]). Consideramos o problema definido como em (2.2).

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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(i) Se existe w € W\{0} e xq é uma solugdo do problema (2.2), entdo x) é solugdo fracamente
eficiente do problema (2.1).

(ii) Se existe w € W tal que wy > 0, k € K e xg é uma solugdo do problema (2.2), entdo x é
solugcdo propriamente eficiente do problema (2.1).

Utilizaremos aqui as seguintes notagdes:

x|

n
x=| : ,xy:inyiexeRi@xiZO,Vi:1,.‘.,n.

i=1
Xn

A k-ésima derivada de to xq é licagdo k-li ®(xp) : R" x ... x R" — R™.
f no ponto xo é uma aplicagéo k-linear f\*(xp) X oo X
k copias
Além disto, podemos associar a aplicacdo f *®) (x0) uma k-forma
O o) [F: R — R™
definida como

FO o)k = £ (x0) | x,-0x
~——

k vezes
O conjunto Ker* f®) (xo) = {h e R £ (xo) [n]* = 0} é o k-Kernel de f®)(xo).

Evidentemente, para cada vetor 4 € R”" fixado, podemos associar o operador linear
O (xo)[R*" R — R™,
definido, para todo x € R", como
SO0 B = O (x0) | by hox
k—1

Similarmente para as func¢des fi(k) (xo)[A)*" ' :R" — R, i = 1,...,m, temos funcionais lineares
definidos, para todo x € R", como a seguir

k - k
59 o) 1w = 1 (o) ().
A seguir enunciamos o conceito de dire¢do tangente.

Definicao 2.2. Dizemos que um vetor h é uma diregdo tangente a M no ponto x, se existe 0 >0
tal que para todo a € (0, o) existe um vetor

x(a) =x0+ ah+r(a) € M,
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sendo o vetor r(a) € R" tal que ||r(a)|| = o(@).

O classico Teorema do Valor Médio sera de muita valia em nossas andlises. Enuciamos este
importante resultado.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Médio [9]). Sejam X e Y espacos de Banach e U C X um
aberto ndo vazio. Seja f : U — Y uma fungdo diferencidvel no segmento {xo+th;t € [0,1]} CU.
Entdo

1707 ) = £50) = T8 < sup |0 ) =] .
€0,

sendo T : X — Y um operador linear continuo.

Agora apresentamos o conceito de multifun¢des e alguns resultados a ele relacionados. Para
maiores detalhes consulte [9].

Definicio 2.3. Sejam A um conjunto ndo vazio e 28 a familia de subconjuntos do conjunto B.
Uma fungdo ® : A — 2B é denominada de multifungéo.

Sejam (X, d) um espago métrico e X, X, C X. Consideramos o niimero

d (X] ,Xz) = sup d (X,Xz) y

xeX

sendo d (x,X;) = irg d (x,y). O maximo entre os nimeros d(X;,X) e d(X,,X;) define a
yEX)

distancia de Hausdorff (J€) entre os conjuntos X; e Xy, isto &,

%(X],Xz) = max{d (X],Xz) 7d(X2,X1)}.

O préximo resultado enunciado € uma versio do Teorema do Ponto Fixo para multifuncdes. Para
isso, 0 conceito de contragdo para multifungdes € dado a seguir.

Definigdo 2.4. Sejam (X,d) um espaco métrico e ® : Y C X — 2% uma multifuncdo. Dizemos
que ® é uma contragdo se existe um niimero 0 € (0,1) ral que

I (P(x1),P(x2)) < 0d(x1,x2),
para todo x1, xp € Y.

Teorema 2.2 (Principio da Contracéo para Multifungées [9]). Sejam (X, d) um espaco métrico
e @ : Be(xg) — 2% uma multifuncdo, sendo ®(x) # 0 e fechado para todo x € Be (xo) =
{x € X;d(x,x0) < €}. Suponhamos que exista um niimero 6 € (0,1) tal que

(i) H(D(x1),P(x2)) < 0d(x1,x2), para todo x;,x; € Be (x0);

(ii) d(x0,®(x0)) < (1— ).
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Entdo para qualquer 1 satisfazendo a desigualdade
d(x0,®(x0)) <1 < (1),

existe um x € B_n_(xo) tal que

=
x € D(x). (2.3)

Além disto, dentre os pontos x que satisfazem essas condicoes existe um tal que

d(x,x0) < %d(xg,QD(xo)).

O préximo resultado fornece uma maneira de determinarmos a distancia entre dois conjuntos,
segundo a métrica de Hausdorff.

Lema 2.2 ( [9]). Sejam X|,X;, C X variedades lineares translacdes de um subespago vetorial.
Entao,

%(X],Xz) = inf{||x1 — X2

x €X;,i=1,2}.

Em algumas situagdes a variedade linear do Lema 2.2 € uma translacao do kernel de um operador
linear. Este fato pode ser verificado no préximo lema.

Lema 2.3 ([11]). Sejam T : X — Y um operador linear e b € Im(T). Entdo a variedade linear
L = {x € R";Tx = b} é uma translagdo do subespago vetorial Ker(T) = {x € R";Tx =0}, ou
seja,

L =x+Ker(T),

para algum x € L.

Para um operador linear continuo 7 : X — Y consideramos a multifuncdo
@ X — 2%,

definida como
D(x) =x—{T} ' g(x),

sendo g uma funcdo de X em Y tal que Im(g) C Im(T) e {T} "' : Y —» 2% ¢ definida como

(T} 'y={xeX;T(x) =y} 2.4)

Lema 2.4. Suponhamos x € X fixado tal que g(x) € Im(T). Entdo

P(x)={xeX;T(x—x) =g(x)} =x+Ker(T),
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sendo X tal que T (x —X) = g(x).

Demonstragdo. Seja x € ®(X). Logo, x =X —y, sendo y € X tal que T(y) = g(x). Desta forma,
T(x—x)=g(x),istoé,x € {x e X;T(x—x) = g(x)}. Por outro lado, se x e R" é tal que T (X —x) =
g(X), entdo x =X — (¥ — x) € ®(X). Portanto,

P(x)={xeX;T(x—x)=g(x)}.

A segunda igualdade segue diretamente do Lema 2.3. g

Lema 2.5 ( [9]). Seja T : X — Y um operador linear continuo e {T}f1 é definida como em
(2.4). Consideramos

[y =sup i~ me s e ) =31}
Se Im(T) =Y, entdo H{T}_lu < oo,

3 ELEMENTOS DA TEORIA DA P-REGULARIDADE

Seja F : U C R" — R™, sendo U um aberto ndo vazio. Como é bem conhecido da literatura, o
Teorema de Lyusternik [9] € uma ferramenta titil para constru¢do do cone das dire¢des tangentes
ao conjunto

M= {x € U;F (x) =0}

em xo quando o operador linear F (1) (x0) é sobrejetor. Nesses casos, o cone das dire¢des tangentes
pode ser obtido via derivada de primeira ordem, mais especificamente, este cone coincide com o
niicleo do operador linear F()(xy). Nessas situacdes e quando xo é uma solugio local fracamente
eficiente do problema (2.1), o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker [10] garante a existéncia de
vetores 6 € R} \{0} e A € R™ tais que

4 m
Y 06" (o) + Y AiF; " () =0,
j=1 j=1

ja que LICQ ¢€ verificada em x¢. Por outro lado, quando a sobrejetividade do operador F 1) (x0)
¢é violada, ou equivalentemente, LICQ ndo € satisfeita em xg, € garantida apenas a inclusdo do
cone das dire¢des tangentes no niicleo do operador linear F(!)(xp).

No que se segue, recordamos o conceito de aplicacdo irregular.
Definicao 3.1 ( [5]). Dizemos que a aplicacdo F : U C R" — R™ ¢ regular em xi se
ImFW (xo) = R™. (3.1

A aplicagdo F é irregular se (3.1) ndo é satisfeita.

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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Consideramos agora o caso em que a condi¢do de regularidade (3.1) ndo é vélida e para tratarmos
esse caso faremos uso de um operador linear especifico [5], cuja construgdo € descrita a seguir.
Suponhamos que para um nimero natural p, seja possivel uma decomposi¢ao em soma direta do
espago vetorial R™, isto €,

Rmzyl@...@ym (3.2)

sendo Y| = ImF() (xo) e os demais subespagos sdo definidos da seguinte maneira:

Sejam Z; o subespago complementar para Y, com respeito a R, isto €,
R" =Y ®Z
e Pz, :R" =Y ®Zr — Z aproje¢do definida como
Pz, (y) = 22,

sendo y =y1 +22,y1 € Y1 € 23 € Zy. Definimos Y, = span (ImPZzF(Z) (x0) []2) e indutivamente,
temos

Y; = span (ImPZl.F(") (x0) Hl> Jd=2,...,p—1, (3.3)
sendo Z;, i =2, ..., p, o subespago complementar para Y| & - - - Y;_; com respeito a R™ e
Py, : R"=Y @Y 1®..0% —7Z;

€ a projecao definida como
PZi(y) :Zi7i: 23"'7p7

sendo y =y +... +¥i—1 +2;, yi € Y; € z; € Z;. Finalmente, definimos Y, = Z, e p € escolhido
como o nimero natural minimo para o qual (3.2) é vilido.

Consideramos as seguintes aplicagdes
¢iZRn—)Yi,i:l,...,p, (3.4)

definidas como
0i(y) = PF(y),

sendoy =y +...+yi+...+yp, i €Y;e
PR"=Y & --8Y, =Y,
a projegdo P (y) = yi.

Definiciio 3.2 ([5]). Seja h € R” fixado. O operador linear ®,(xo) : R" — R™, definido como

0" (xo) [,

-~

D) (x0) =

i=1

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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é denominado operador p-fator.

Observamos que para cada i = 1,...,p e h € R" fixados, o fator (bi(i> (xo) [n]~" é um operador
linear de R” em Y;. Além disso, temos

0" (o) (™" = RED (xo) ).
Particularmente, para i = 1, temos q)l(l)(xo) =F(xp).

Definicdo 3.3 ([5]). Seja F : U C R" — R™, sendo U um aberto e F € €7+ (U). Dizemos que
a aplicacdo F ¢é p-regular em xo com respeito a h € R" se

Im®,(xy) = R™.

Além disso, dizemos que a aplicacdo F é p-regular em xo se F é p-regular com respeito a
qualquer h # 0 no conjunto

Hr(x0) = {h € R"9 (xo) i =0, = 1,..., p} .
Observamos que a p-regularidade definida acima generaliza o conceito de regularidade da

Defini¢ao 3.1.

4 CONDICOES DE OTIMALIDADE

Nesta secio nosso objetivo é estabelecermos condi¢des necessdrias e suficientes de otimalidade
para a classe de problemas irregulares definidos como em (2.1). Para esse fim, necessitaremos
do seguinte resultado auxiliar:

Lema 4.1. Sejam F € €7+ (U). Suponhamos que exista h € Hr(x)\ {0} de modo que F é p-
regular em xo € Ml com respeito a h. Seja w € R"\ {0} tal que F\")(xo)w = 0. Entdo, existem
ay > 0 suficientemente pequeno e uma aplicagdo y : (0, 0) — R” tal que ||y(a)| = o(a>/?) e

F(xo+ah+a*?w+y(a)) =0. (4.1)

Demonstragdo. Sejam € = /2, o > 0, ||w|| =1 e F(xo)w = 0. Podemos encon-
trar h € Hp(x)\ {0}, com norma suficientemente pequena e ||i|| < 1 de modo que

p
Y.c|
i=2

Definimos a multifungio A : B (0) — 2% por

(P,»(i)(xo)[h]FIH < 1, sendo C = "{‘1’,;()60)}71“ < o em consequéncia do Lema 2.5.

AYy)=y— {CD,,(xo)}il F(xo+ o ?w+ah+y),

sendo ®,(xg) : R" — R™ o operador p-fator da Defini¢do 3.2.

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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A seguir mostraremos que a multifuncdo A atende as hipé6teses do Principio da Contrago para
Multifungdes (Teorema 2.2) e, portanto, admite um ponto fixo — logo se verifica a equagéo (4.1).
De fato, seja x € B, (0), logo da sobrejetividade do operador ®,(xp), existe X € R” tal que

D) (x0)x = F(x0+ o ?w+ ah+x),
isto é,
e {®,(x0)} F(xo + o> *w+ ath + x).
Logo, x —x € A(x) e, portanto, A(x) # 0.

Agora verificaremos que A(x) é fechado para todo x € B¢ (0). Com efeito, consideramos uma
sequéncia (z,) C A(x) tal que z, — z. Logo, para cada n € N fixado, temos

in =X—dn,
sendo
qn € {QDP(xO)}_l F(x0+ o ?w+ ah+x),
ou equivalentemente,
@, (x0)(x — 20) = F (x0 + &*>w + oth + x). (4.2)

Fazendo n — oo na igualdade (4.2), temos

@, (x0)(x—2) = F(xo+ &

2w+ oth+x),
isto €,
x—z€ {<I>p(xo)}_1 F(xo+ 0/?w+ ath+x)
e assim, z =x— (x —z) € A(x). Logo, A(x) é fechado.
Sejam y;,y» € B¢ (0). Aplicando o Lema 2.2 combinado com os Lemas 2.3 e 2.4, temos

A (A(y1),A(y2)) = inf{[lz1 — 2

5Zi GA(yi)ai: 172}’

sendo z; = y; — x; e x; tal que @, (xo)x; = F (xo + a’w+ oh+y;).

Agora fazendo w; = F (xg + o®/?w+ ah+y;), i = 1,2, temos

H(A(y1),A(»2))

inf { |21 — 22| @y (x0) (vi — z1) = wi,i = 1,2}

= inf{|lz1 — 22| ;®p(x0) (21 — 22) = Pp(x0) (V1 —y2) + w2 — w1 }

< @)} [l w2 = @)1 32| (43)

< C sup |B(e 2| Iy -2l (44
t€[0,1]

sendo
D(1,00,y1,y2,h) = F(l)(x0+063/zw+05h+y2 +t(y2—y1)) — Pp(x0)-

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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Além disso, as desigualdades (4.3) e (4.4) foram obtidas do Lema 2.5 e do Teorema 2.1,

respectivamente.

Por expansdo de Taylor de F (1>, temos

FD(xo+ah+a*w+yr +t(y2—y1)) =

= FW (x0) + F) (x0) [h + &+ y2 + (32 = y1)] + 0( ).

Desta forma, para todo ¢ € [0, 1], obtemos

IN

IN

A

Logo,

| @ty =

F (xo)[oh+ 02wy, +1(y2 —y1)] — i 0" (x0) 1"~ +o(at)

i=2
FO (xo)[oth 4 o> Pw+y2 +1(y2 — y1)] ‘ ) (x0) [H]"~ 1H+o o)
FO (o) H[ah+ 2wty +1(y2—y1)] R~ H +o(a)
(o +303/?) HF<2> (xo)l B! H +o(a)
HCIDI o, y1,y2,h H< OC—i—3063/2 HF (x0) xo R~ lH—i—o a). 4.5)

Por outro lado,

o(a) — (a+3a3?) HF<2> (xo)H B

lim

_|lr@ H
a—0 a HF (x0) | <0

Logo, para a > 0 suficientemente pequeno, temos

o(a) < (a+3a?) HF<2> (xo)H

e por (4.5), obtemos

[t 2.m| < 260 +367) [P )|

) (xo) [A]i~! H . 4.6)

Em virtude das desigualdades (4.4) e (4.6), temos

HAM)AG) < C sup [@(r,ay1,v2.) | Iy =2l
t€[0,1]
< 0(@)[lyi =yl
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sendo

6(a)=C (2(05 +3a/?) HF(Z) (xo)‘

@wfw>.

]l*lH < ]7

Como
11m 0(a

logo podemos encontrar & > 0 suficientemente pequeno tal que & € uma contracao.

Denotamos por d(0,A(0)) a distincia entre 0 e A(0). Assim, temos

d(0,A(0)) inf {[|x]|;x € A(0)}
= inf{ @, (x0)x = F(xo+ ath+ 063/2w)}

= H{CDP(XO)}_IH HF(xO)+O‘F(l)(xo)h+0‘3/2F(1>(xo)w+0(a3/2)H

= o(a’?), 4.7

sendo que a igualdade (4.7) é decorrente dos fatos que H {®@,(x0) }71 H < oo, x9 €M, h € Hp(xg)

e F((xo)w = 0. Por fim, temos

i 40.A(0) — (1 - 6(a)) &*/
alg%) as3/? N

0" (o) | <o.

Logo, podemos encontrar & > 0 suficientemente pequeno tal que

d(0,A(0)) < (1—6(a)) >

Dessa forma, de acordo com o Teorema 2.2, existem @ > 0 suficientemente pequeno e uma
aplicacdo y(a) : (0, p) —> R" tal que

y(a) € Aly(a)),
isto €,
F(xo+ o w+ah+y(a)) =0.

Além disso,

M@ £ =g d0A0)
= o(a’?)
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A fungdo Lagrangeana usual admite a seguinte generalizagio:
Definicao 4.1. A funcdo Lagrangeana p-fator
L R'xR"xRY xR — R

do problema (2.1) com respeito a h € R" associada ao operador p-fator da Defini¢do 3.2 é

L (x,h,0,1) = Zekfk +Z¢” [ 2,

sendo 0 = 0(h), A = (A1,...,Ap) e A = A;(h),i =1,...,p. A Lagrangeana p-fator reduz-se a
Lagrangeana usual quando p = 1.

No préximo resultado mostraremos a insolubilidade de um certo sistema, fato fundamental
para provarmos as condi¢des necessdrias de otimalidade, no sentido da eficéncia fraca, para o
problema (2.1).

Teorema 4.1. Sejam xo uma solugdo local fracamente eficiente do problema (2.1), f € € (U)
e F € €71 (U). Suponhamos que exista h € Hr(x9)\ {0} tal que F é p- regular em xo com
respeito a h e f,fl) (x0)h <0, k € K. Entdo o sistema

(1)
{q) fx)d < 0kek “5)

Ki)(x()) [h}i_ld = 0,i=1,..,p
ndo tem solugdo d € R".

Demonstragdo. Suponhamos que d € R" é uma solugéo do sistema (4.8). Da hipdtese de p-
regularidade de F' em xo com respeito a i € Hp(xp)\{0} e, em virtude do Lema 4.1, & possivel
encontrarmos 0 > 0 suficientemente pequeno e uma curva x : (0, 0p) — R” tal que ||x(a)|| =

0(063/2),
x(0t) = xo+ oth+ 0>/ 2d +y(a) e F(x(o)) = 0.

Por expansdo de Taylor de f}, para cada k € K fixado e das desigualdades fk(l)(xo)h <0e
fk(l) (x0)d < 0, k € K, podemos encontrar & > 0 suficientemente pequeno tal que

felx(@)) = fi(xo+ ath + &/d +y(@)) < fi(xo).

Isto contradiz a eficiéncia fraca local do problema (2.1) e, portanto, o sistema (4.8) ndo tem
solucgdo. (]

Enfim, provaremos condi¢des necessdrias de otimalidade para o problema (2.1).

Teorema 4.2. Sejam xo uma solugdo local fracamente eficiente do problema (2.1), f € €% (U) e
F € ¢P*1(U). Suponhamos que exista h € Hr (x0)\ {0} tal que F é p- regular em xo com respeito
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ahe fk(l)(xo)h <0, k € K. Entdo, existem 6 = 0(h) € RG\{0} e 4; = 4(h) € Y;,i=1,..., p, tais
que

S

LY (x0,h,0,1) = Z 6 s (x0) + Y (¢<i>(x0) [h]iil)*%’ =0,

i=1

sendo 9%5 ) a derivada de primeira ordem de Lagrangeana p-fator com respeito a varidvel x e

(q)i(i) (x0) [h]i_l) ,i=1,...,p, denota o operador linear adjunto.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema 4.1, o sistema (4.8) ndo tem solucéo d € R". Entdo,
pelo Teorema de Alternativa de Motzkin [12], existem 0 € Rﬂ\{O} e A; € Y; tais que

2D (x0,1,0,4) = Zekfk (xo +Z( W) A =o,

0 que completa a prova. 0

Exemplo 1. Segue um exemplo para ilustrarmos o teorema anterior.

. X4 — X1
Minimizar f(x) =
S ) X2+ X3 4.9)
Sujeitoax e M= {x € R*: x4 —x; —x% —x% =0, —x4x] +x2x3 = 0}.
Neste caso f1(x) = x4 —x1, f2(x) = x2 +x3, Fi(x) = x4 — X —x% —x% e F>(x) = —xax) +xpx3. E
0
0
facil verificarmos que xg = 0 € uma solugdo fracamemte eficiente do problema (4.9). Além
0
disto, notamos que
-1 0 0 1 0 —2hy, —2h 0
FO(xg) = e F@(xo)h = : 3
0O 0 0 O —hs  h3 h —h
1
Observamos que ImF 1) (x0) = span 0 # R2, isto é, F é irregular em xg. Por outro lado,

fazendo Y, = span{

} e Y, = span{ l (1) ] }, logo R? = Y| @ Y. Desta forma, da

projecio ortogonal P : R> — Y», temos

0 0 0 0

PF®? =
(xo)h [—m hy hy —h

0
PF® 2 = '
e (x0) 1] [ —2hyhy +2hahs 1
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Assim, o operador 2-fator @, (xo) : R* — R? é definido como

-1 0 0 1
D (x0) =
—hy hy hy —hy
Além disso,
Hr (x0) = {h € R*hy = ha,hihg = hah3 } .

Observamos que para todo /& € Hr(x)\ {0}, temos Im®;(xy) = R?, ou seja, F é 2-regular em
1

xo. Particularmente, para h = ) € Hg(xo), obtemos
1
0 0 0 0
£ @)k =0, f;" o)k = ~2¢ PF® () = [ 1ol -1 - ] |
. A [0 .
Sejam A = 0 eYief= B € Y,. Logo, a igualdade
2

0 = 6f" (o) + 6 (x0) + (F“)(xo))*l n (PF<2>(xo)h)*ﬁ

-1 0 1 -1
0 1 0 -1

— 0 ) A
O P e B (U PO Rt
1 0 | -

se cumpre para O = —A;,comA; < 0,6, =0e 3, =0

Para finalizarmos esta secio, provaremos condi¢des suficientes, no sentido da eficiéncia fraca e da
eficiéncia prépria, para os problemas irregulares definidos como em (2.1). Para isso, enunciamos
o seguinte lema:

Lema 4.2 ( [4]). Seja F € @rtl (V), sendo V uma vizinhanga de xo e suponhamos que F ¢é
p-regular em xo. Entdo, para todo x € V, temos

x=xo+oh+y(a),

sendo ||y(a)|| < C.a?

o = [lx = xol| +-o( =1leC>0.

), h € Hp(xp),

Teorema 4.3. Sejam f € €2 (U) e F € €71 (U). Suponhamos que F é p- regular em x, e existam
0 =0(h) e R\\{0} e i = Xi(h) € Yy,i = 1,..., p tais que

14 P . )
2 (x0,h,60,1) = Zekfk +2[¢,.<l>(xo)[hy*1 A =0. 4.10)
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Se existem multiplicadores Ii = m%(h) eY;,i=1,...,p, tais que
i(i

R (xo,h,e,i) [h]? > 0,

para todo h € Hp(xy), entdo xo é uma solucdo local fracamente eficiente do problema (2.1).
(Aqui, ,,?}(xz) denota a derivada de segunda ordem da Lagrangeana p-fator com respeito a
varidvel x).
l
Demonstragdo. Sejam 0 € R \{0} assumido na hipétese e g(x) = Z Oy fi(x). Mostraremos
k=1
que xp ¢ um minimizador local do problema

Minimizar g(x)

4.11
Sujeito a F(x) = 0. @10

De fato, sejam V uma vizinhanga de xp e x € V tal que F(x) = 0. Em virtude do Lema 4.2,
podemos escrever a varidvel x da seguinte forma

x =xo+ah+y(a),

sendo |[y(a)|| < C.a?, |a| = ||x—xo|| + o (|x—xol|), h € Hr(x0), ||h]| =1 e C > 0.

Sejam A; = A;(h) € Y;,i = 1,..., p satisfazendo (4.10) e o # 0. Desta forma, temos

)+ A202(x) App(x)
a

ot

g(x) —glxo) = g(x)—glxo)+A1¢1(x

= 8<1)(X0)[05h+y((x)]+g(2)(x0)[a2h+y(a)]2—|—0(a2)

MPF oh o
L oPr (X0+a +y( ))+

+ MF(xo+oh+y(a))

ApPyF(xo+ ah+y(a))
v —~
op

g% (xo) [ +y(a)]?

= g (x)[oh+y(a)] + 5 +o(a?)
+ A <F<1>(xo)[ah +y(06)}+F(z)(xO)[O;h+y(a)]2>
Y (F“)(’“O”Z’”y(“” - F(3><xo>[gg+y<a>13>
FU (xo)[oth + y(ev)] FPHD (x)[oth + y()]P*!
+ /l,,Pp< o s (ot Dlar—] )
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sendo P, i = 1,..., p as projecdes definidas como em (3.4). Além disto, como PF ) (xy) = 0,
para i > j, segue que

g (xo)[h + y(a0))?
2

+ A <F<1>(xo)[ah+y(0¢)]+F(Z)(xO)[O;h+y(a)]2>

+o(a?)

" (o) e+ y(00)] +

g(x) — g(xo)

r B <F<2> allahty(@P | F(3)(x0)[gz+y(a)]3>

FP) (xo)[ah+y(a)]?  FP (xo)[ah+y(a)]P"!
+ AP, — — .
plor—1 (p+1)lar
Agora, consideramos
Ay = gW(xo)ah+y(a)]+MFY (xo)[ah+y(a)]
F® h 2 FP) h p
Ll @P | FO @@
200 p!(xl’

81 (x0) [0th + y(a))? Y F@(xo)[ah+y(a)
2 2

FO)(xo)[ath 3 Fe+tD) e\ ah p+1
OIGH P | g, P )

Ay =

+ P

Pela definigdo de k78 (x0,h,0,A) e y(a), obtemos

! B . *
(Z 0t (x0) + () (x0)) Al+(P2F(2><2°)W) az> (ah+3(@)
k=1

o (R 5 ) ot

Ay

2 (x0,h,0,1) (0th +y()) +o(a?) = o(a?).

Também, temos

i
Z9kfk xo)[oth+y(a)]? 2 )

A, = K . ok (XO)[O;thy(O‘)}

FB) (xo) [ah + y(@)]* F ) (xo) [ath + y(a)]7*!
- ot Ay

22 (xo,h,e,i) [ah)? +o(a?).

+ AP
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Finalmente, da hipétese 2 (xo,h,ejt) [h]? > 0, para todo h € Hp(xy) e para o > 0
suficientemente pequeno, temos

g —glo) = Ar+4r> 2D (x0,h,0,2) [ +o0(a?) >0

para todo x € V. Logo, xp € um minimizador local estrito do problema (4.11). Assim, em virtude
do item (i) do Lema 2.1, xp é uma solugdo local fracamente eficiente do problema (2.1). O

Para ilustramos o teorema anterior, mostraremos que o xp do Exemplo 1 é de fato uma solucio
local fracamente eficiente do problema (4.9). Primeiramente, observamos que para todo h €
Hp(x0)\{0} a igualdade

* *

61" (x0) + 823" (x0) + (F(x0)) A+ (PF@(x)h) B =0,

A

é verificada para A = [ 0 €Yr, 6, =—-A>0e 6, =, =0. Agora é

oure[}

facil verificarmos que
2) 0) _ ) _ 232
LD (x0,h,0,2) 1] = M F? (x0) ] = ~21 (B3 +13) >0

para todo & € Hp(xp)\{0}. Pelo Teorema 4.3, xo é uma solugéo local fracamente eficiente do
problema (4.9).

Coroldrio 4.3.1. Além das hipdteses do Teorema 4.3, suponha que exista 6 = 0(h) € R{.\{0},
com O > 0 satisfazendo (4.10). Entdo xo é uma solucdo local propriamente eficiente do
problema (2.1).

Demonstragdo. A demonstracio segue as mesmas linhas da demonstracio anterior, todavia, da
hipétese que 6; > 0, k € K mais o item (i) do Lema 2.1, concluimos que xp é uma solugéo local
propriamente eficiente do problema (2.1). O

5 CONCLUSOES

Até o momento, existe pouca literatura referente as condi¢cdes de otimalidade para proble-
mas multiobjetivos irregulares. Nosso artigo preenche esta lacuna e generaliza os resultados
de [4] para problemas escalares ao caso multiobjetivo. Baseando-nos na Teoria da p-regularidade
obtivemos condigdes necessdrias e suficientes para problemas irregulares multiobjetivos com
restrigdes de igualdade. Apresentamos os resultados em dimens@o finita por clareza de exposicao.
Num trabalho futuro estenderemos as ideias a espacos de Banach e adicionaremos restri¢des de
desigualdade ver [15].

ABSTRACT. In this article, we consider problems of Multiobjective optimization with
equality constraints given in the form F(x) = 0, where F : R" — R™. We will consider
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the case where the problem constraints are irregular, that is, when the condition of quali-
fication of linear independence (LICQ) is not satisfied in the solution of the optimization
problem. We obtain necessary and sufficient conditions of optimality in the sense of the
weak efficiency and of the proper efficiency for irregular multiobjective problems.

Keywords: conditions of optimality, irregularity, p-regularity.
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