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RESUMO. A anilise de consisténcia e as condi¢oes de estabilidade da equacgdo de difusdo com fluxo
bimodal sdo tratadas neste trabalho. Foram, também, apresentados diversos detalhes sobre a maneira como
a equagdo diferencial foi discretizada no ambito do método de Volumes Finitos incluindo a forma que as
condi¢des de contorno foram definidas nas equagdes discretizadas.
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1 INTRODUCAO

A equagdo da difusdo descreve o movimento de matéria, momento ou energia em um meio su-
jeito a gradientes de matéria, momento ou energia, respectivamente [12]. Para um problema
unidimensional tal equacdo pode ser escrita como:

90 9 (.99
a[ax<r8x> (1.1)

em que I" € o coeficiente de difusdo.

O modelo matematico classicamente utilizado na modelagem de processos de difusdo tem como
caracteristica basica a escala linear do deslocamento médio das particulas, r, com o tempo, isto €,
< r? >~ 1", com y= 1 [24]. Para aquelas circunstincias em que 7 # 1 tém-se o que se denomina
de difusdo anomala. Existe uma infinidade de modelos de difusdo andmala na literatura [6,10,11,
15,25, 26], cada qual com suas caracteristicas, equacdes e métodos apropriados para estuda-las.
Neste trabalho consideraremos apenas a equagdo de difusdo anomala com distribui¢do de fluxo
bimodal, ou equacdo de difusdo bi-fluxo, proposta por Bevilacqua e colaboradores [3,4], definida
pela equacao:

99 . 9% %0
5 =EDgs —E(1-E)Ni5 (1.2)
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522 ESTABILIDADE E CONSISTENGIA DA EQUAGAO DE DIFUSAO ANOMALA

naqual 0 <& <1,T, >0e Iy > 0 sdo, respectivamente, os coeficientes de difusdo priméria e
secundéria. O modelo de fluxo bimodal considera que se uma fragdo (1 — &) das particulas em
difusdo se atrasar em seu movimento por causa de alguma iteracdo mecanica, bioldgica, fisica,
quimica ou fisico-quimica com o meio, este atraso € definido pelo termo envolvendo a derivada
de quarta ordem [9]. Desta forma, & fornece a fragdo da difusdo primdria neste modelo. Para
& =1 esta equagiio passa a ser a equagdo da difusdo cldssica, Eq. (1.1), e para & = 0 tem-se a
equagdo estaciondria.

Apesar de ser pouco conhecida, ndo faz parte do escopo deste trabalho apresentar como a
Eq. (1.2) foi obtida ou mesmo questdes sobre a sua fisica. Aspectos importantes sobre a sua
obtencdo foram tratados em Bevilacqua et al. [3,4] e em Jiang [9].

Enquanto a Eq. (1.1), ou a sua versdao em duas ou trés dimensdes, j4 foram estudadas utili-
zando os mais diversos métodos de solugdes de equagdes diferenciais, 0 mesmo nao se pode
dizer da Eq. (1.2). Existem relativamente poucas publicagdes [14,20,21] que lidaram com esta
equacdo, ou a sua versdo em duas dimensdes e, até onde os autores deste presente trabalho pude-
ram determinar, ndo foram encontradas publicagdes em que se discutiu questdes de estabilidade
e convergéncia dos métodos de solug¢do da equagdo de difusdo de bi-fluxo, Eq. (1.2).

O propésito deste trabalho € apresentar uma formulag@o consistente da Eq. (1.2) utilizando o
método de Volumes Finitos [13, 16] para discretizd-la. Também serd apresentada uma anélise de
estabilidade para verificar em que condicdes esta equagdo é estivel.

Por ser uma equacdo relativamente nova e por possuir um termo com uma derivada de 42 or-
dem, derivada esta que nao € usualmente encontrada em equacgdes de fendmenos de transporte,
¢ importante realizar andlises de estabilidade e consisténcia para se garantir a acuracia dos re-
sultados obtidos. Por exemplo, até o momento os trabalhos apresentados utilizam solugdes total-
mente implicitas [22] ou semi-implicitas [18] na modelagem do problema transiente sem garan-
tia alguma que esta aproximacdo seja incondicionalmente estavel como € a solugdo quando se
considera somente o cldssico modelo de difusao.

Para tanto este artigo estd organizado da seguinte forma: na Secdo 2 € apresentada a obtencdo
dos coeficientes da equacdo unidimensional discretizada, incluindo as condi¢des de contorno.
Na Secdo 3 € realizada a andlise de consisténcia e na Secdo 4 a andlise de estabilidade das
discretizagdes propostas. Por fim, na Se¢do 5, sdo resumidas as principais conclusdes obtidas
neste trabalho.

2 EQUACAO UNIDIMENSIONAL

Nesta se¢@o serd apresentada a discretizacdo da Eq. (1.2) através do Método de Volumes Finitos.
Para tanto, tal equacdo € inicialmente reescrita como:

a9 :Ma%p _Ma“(p

o Mo Mo 20
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VASCONCELLOS, MARINHO e KNUPP 523

emque Ay =& >0e Ay =&(1—&)y > 0. O dominio, de comprimento L, é definido por {x €
R|0 < x < L} com L > 0. Esta equagio estd sujeita a uma condicdo inicial, ¢ (x,z = 0) = P(x),
a duas condi¢des de contorno validas em x = 0 e a duas vélidas em x = L.

Equacdes envolvendo derivadas de até 32 ordem poderiam ser empregadas para definir as
condigdes de contorno da Eq. (1.2). Contudo, neste trabalho nos restringiremos as condi¢des
de contorno que usualmente sdo adotadas em problemas de difusdo, ou seja, as condi¢es de
Dirichlet, Neumann e Robin.

2.1 Discretizacao da Equacao

A seguir € apresentada a integragdo de cada um dos termos da Eq. (2.1) no espago e no tempo
em uma malha unidimensional com espacamento uniforme de tamanho /4. A integragdo do termo
envolvendo a derivada no tempo nesta malha assume a seguinte forma:

Xe t+Ata
[ = ooty 2.2)

em que xp é a coordenada do centro do P-ésimo volume sob andlise, x,, = xp — h/2 e x, =
xp+ h/2 sdo, respectivamente, as coordenadas da face esquerda e direita do volume finito tipico,
h=Xx,— Xy, Op = ¢ (xp,t +At) € 9 = @ (xp,t).

A integracdo do termo envolvendo a derivada de 22 ordem foi realizada segundo a técnica usual
do Método de Volumes Finitos [13, 16] da seguinte forma:

Xe

At (2.3)

Xw

AL X, 82¢ 8(1)9
| Geaa= G0

w

em que ¢% = 09’ 4+ (1 —6)¢’, com 0 < < 1. Para 6 = 1 tem-se a formulagio totalmente
implicita, para 8 = 0, a formulagdo explicita [13].

Por fim, o termo de 42 ordem € integrado da seguinte forma:

t+At rxe a4¢ 83(])9
| o B =5

Xe

At 2.4)

Xy

Substituindo os resultados das integracdes definidas anteriormente, chega-se a equagao basica do

a3¢6
XW} —/Ml el x} 2.5)

Para o caso unidimensional, A, d¢ /dx representa o fluxo primério, e A4 d3¢ /dx> o fluxo
P p

método de volumes finitos para a Eq. (2.1):

h 0 9308
<w—wufﬂ%;i :

ox3

_9¢°
ox

secunddrio ou como denominado nos primeiros trabalhos sobre esta equacdo [3], fluxo de
retengao.
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2.2  Volumes Internos

Para os volumes internos da malha, as derivadas de primeira ordem obtidas da integracdo podem
ser aproximadas por:

09°1 _ 9080y , 1 Ohw—9F

x| 8w taon W) o6
900\ _90E -0 L0 0k ;e '
ox |, 8 h 24 h

em que @y = @ (xp—h), og = ¢(xp+h), dww = ¢ (xp —2h) e dpr = ¢ (xp +2h). A aproximagio
aqui adotada para as derivadas parciais de 12 ordem ndo sdo as encontradas usualmente neste
tipo de discretizag@o. Vasconcellos et al. [23] demonstraram que a aproximacio definida pela
Eq. (2.6) é mais adequada que a aproximagdo de 22 ordem tradicional, considerando que as
aproximacdes das derivadas de 32 ordem usardo os mesmos volumes empregados na Eq. (2.6),
COMmo exposto a seguir.

As derivadas parciais de 32 ordem sdo aproximadas por:

83 [°] 6 _ 40 6 __ 406
8)?3 :3¢’Wh3¢1> +¢E h3¢ww+ﬁ(h2)
o 2.7)
a3¢9 ¢9_¢9 ¢9 _¢6
= xe:3 Ph3 E | EEh3 W+ﬁ(h2)

Apds substituir as aproximagdes das derivadas na Eq. (2.5) chega-se a equacdo discreti-
zada vdlida para todos os volumes internos escrita na forma usual do Método de Volumes
Finitos [13,16]. Para 6 = 1, método totalmente implicito, tem-se:

ApPp = Aw dw + A O +Aww dww +AEEQeE + Sp (2.8)

e os seguintes coeficientes:

h 9% M hoy
A2 A _ 2,
P A[+4 h +6h3 ) Sp At¢P ( 9)
© 7 A A 14 A
2 4 2 M
Aw =Ay = -2 44" Ay =App =21 2.1
w=Aw =S ta4s o Aww =Are = 5750~ 03 (2.10)

Pode-se observar nos coeficientes da Eq. (2.9) e (2.10) que nem sempre se tem que |Ap| > |Aw |+
|Ag|+ |Aww|+ |AgE| 0 que torna este sistema de equagdes lineares inadequado para ser resolvido
por muitos algoritmos que requerem que a matriz seja do tipo diagonal dominante [7, 19].

Para o caso em que 6 = 0, método totalmente explicito, tem-se que:

Apdp = Awdy +Ap9p + Aww Sy +Are9Ls + Sp (2.11)
© h h 9A A
B _ 9% M
A=y o 5P [At 4°h 6h3]¢P (212)
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e os demais coeficientes sdo iguais aos da Eq. (2.10).

Esta formulagdo, como veremos neste trabalho, estd sujeita a condigdes de estabilidade mais
rigidas que a conhecida restricao de estabilidade para a cldssica equacdo de difusdo de cléssica.

Para o problema unidimensional somente os dois primeiros e dois dltimos volumes ndo sdo con-
siderados volumes internos, uma vez que para estes quatro volumes, nao estio definidos alguns
dos pontos discretos empregados na discretizagdo dos volumes internos. As equagoes particulares
para as condi¢des de contorno serdo definidas na préxima se¢ao.

2.3 Volumes do Contorno

Os dois primeiros e os dois dltimos volumes ndo podem ser escritos segundo a Eq. (2.8), para
cada um desses volumes serdo escritas equacgdes especiais utilizando as informacdes sobre as
condigdes de contorno do problema.

Apesar de ser possivel utilizar condi¢cdes de contorno envolvendo derivadas de 22 ou 32 para
a equacdo em andlise, neste trabalho considerou-se como condi¢cdes de contorno possiveis as
condicdes de Dirichlet, Neumann e Robin, as quais podem ser resumidas pela equacdo a seguir:

29

ad(xr)+B I =y (2.13)

X=Xf

em que xy € a coordenada do contorno. Desta forma, por exemplo, a primeira das condi¢des de
contorno em x = 0, face esquerda (x,,) do primeiro volume, € escrita como:

1 99

1 _ o,
(XW(P(X - 0) +ﬁw ax -0 - YW (214)
¢ P
2oe=0)+p2 22| =y (2.15)
dx x=0

em que o, B, 7 sio os coeficientes que definem a primeira condigio de contorno em x = 0
2 B2
€ Q,

2, B2, ¥2 sio os coeficientes que definem a segunda condigio de contorno em x = 0. Por

exemplo, se a primeira condi¢do de contorno em x = 0 for d¢ / dx = 0, condi¢do de Neumann,
tem-se o) =0, Bl =1eyl =0.

A Eq. (2.14) serd utilizada na obtencdo dos fluxos da face localizada em x,, do primeiro volume
e a Eq. (2.15) sera utilizada na obten¢do dos fluxos da face localizada em x, do primeiro volume
e na face localizada em x,, do segundo volume.

Existem outras possibilidades de se informar as condi¢des de contorno, como a adocdo de volu-
mes ficticios. A adogdo desta técnica implicaria em aumentar em mais 4 o nimero de equacdes
do sistema linear a ser resolvido. Porém, as equacdes especificas para os volumes ficticios seriam
semelhantes as que apresentaremos a seguir.

E importante que se garanta a conservacdo dos fluxos, isto é, que o fluxo da face x, de um
volume seja o mesmo fluxo da face x,, do volume seguinte. Para todas as faces dos volumes
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internos isto acontece naturalmente, porém, dependendo de como for formulada as equacdes
daqueles volumes que s@o influenciados diretamente pelas condi¢des de contorno, isto pode ndo
acontecer.

2.3.1 Equacao para o Primeiro Volume

Ap6s realizar uma expansdo em série de Taylor chega-se a seguinte férmula para as derivadas
parciais de 12 ordem:

2¢°? 3675 al 1225 o]
ox|. | 8 D, o8+ |- S Dy o+
Xy w
441 ) 75 al 352y}
[ 3 DJ‘PEE*‘[ 3D, ]‘PEEE D,
(2.16)
¢ 1085 o 1154 B2 1015 a5 402 B37 4
> =" % D 9o + 7 |9
x|, 8 D, 3h D, 8 D. h D,
6302 18B2] , S5a2 2 B2 1672
[ 8D+hD]¢EE+ 8D, 3hD, OppE + D,
ao passo que para as derivadas 32 ordem, obtemos:
d3¢° _[1575 0, 1920 By 50 1365 o, | 3456 B, o0t
ox3 |, w2 D, W D,|'T "h2 D, W D,|'F
693 at, 1920 B, 135 o, | 384 ﬁw 768 7,
WD, B D, Opr WD 7+ B D OpeE — D,
(2.17)
3¢ 73502 784 B2 525 o | 1200 B
5| T\ WD, D, 05 2D T 0F+
dx W D, h W D, h¥ D,
18905 432p37 5, [ 1506 16B3] ., 384
2 D, h3 D,|"FE D,  hD,| FEE 2 D,
com: | |
D, = 105a}h —352p)
" " p (2.18)

D, = 10502h — 352>

Substituindo os fluxos avaliados para as duas faces do primeiro volume na Eq. (2.5) chega-se a
equacdo particular para este volume que € apresentada em sua forma compacta:

Apdp = Ap9f +Apedfs +AreE9fes + Sp (2.19)
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em que Prpr = ¢ (xp+ 3h,t + Ar) e os coeficientes para uma formulagdo totalmente implicita
0 =1 ficam:

h

Ap

Rval
406208

F 6247504, 002 h* — (4774005 B, + 20209004, B2 ) i+ ———— BB | + (2.20)

P

A4
Do (8820001, aph* + (—5712004; B} + 472080a;ﬁ3)h — 399872, ;]

A
Ap = Di 294000} 02 h* — (4466002 B, + 961100} B2) h-+
132 2 2.21
1415043157 + 7y (882000, o+ (2.2

(17808002 B} + 3544800, B2 ) h — 7941128} B2
Apg =+ [~6615a) a2 h? + (277202 B, + 212940, B2) h — 6336, B2]

Dp (2.22)
Dph2 (529200, 2 h? — (13507202 B, + 19857601, B2 ) h + 5237763, 2]

A 704
Apge = D—i 10500, a2k — (22002 B + 33700, B2) h+ — B B2

2.23
DPh2 [—12600c,002h% + (3504003 B, + 45840, B2 ) h — 1295363, B | o
o
gz (36960051 — 12390482 by, + (16800,Lh — 56328, ) hyp |+ (2.24)
% [(—806400;2+27033B7) hy,, + (403200, h — 135168, ) vy |
e, por fim,
Dp =D,D.h (2.25)
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2.3.2 Equacao para o Segundo Volume

Para escrever uma equagdo para o segundo volume finito devem-se avaliar os fluxos nas faces
Xy € X, deste volume em fungdo das condig¢des de contorno. O fluxo primadrio foi avaliado da
seguinte maneira:

8¢9 10151_@& o0 _10850{7%_‘_115457% 60+
. 8 h D,|'" 8 D, 3h D,
63 a2 18[3v% o [S5a2 2B2] ., 167
[ 8 D€+ h DJ¢E+ 8D, 3hD, Oce D, (2:26)
90°| _997—6p 1 0w —9g
ox |, 8 h 24 h

e o fluxo secundério da seguinte forma:

a3¢9

[ 1208 [T T
o3| | D, WD) | WD D"
198 _S0pg, [ 18 168, ML
D, W D,|'F D, WD, D, (2:27)
A ) Bk ) )

ox3 h3 h3

Xe
Em ambas as equacdes anteriores tém-se que D, = 105a2h — 35232.
De forma semelhante calculou-se a equagao para o segundo volume finito, substituindo os fluxos

na Eq. (2.5). Esta equagdo segue um padrio diferente da Eq. (2.8) e, por este motivo, deve ser
reescrita como:

Apdp = Aw ) +Apdf +Ape 9l + Sp (2.28)
em que os coeficientes para uma formulacdo totalmente implicita, 8 = 1, s@o definidos por:
h ,1 A
Ap= L+ o [245a h—T98B3] + > [84003h — 225657 (2.29)
e
A 1198
Ay = == | 140020 — —/3 i > [840a5h — 11363 (2.30)
D.h * Dok
A’Z 2 2 2 2
Ap = Dok [1260,h —414PB;] + e (54007 — 14880, (2.31)
App = o [—Sawh—i— 3[34 Do [— 12005k + 3685 ] (2.32)
A A
¢P 2 - 167,h] + o [3847] (2.33)

e
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2.3.3 Equacio para o Peniiltimo Volume

De modo anédlogo ao procedimento adotado para obten¢@o das equacdes das condigdes de con-
torno em x = 0, Egs. (2.14) e (2.15), as condicdes de contorno em x = L seguirdo as duas seguintes
equacoes:

=y (2.34)

e
x=L

alote=1)+p} 2

O(x=01)+B; = M =7 (2.35)

x=L

Em fun¢do destas condi¢des de contorno, os fluxos primarios nas faces do pentltimo volume
foram definidos segundo a seguinte expressao:

99° :2¢1§_¢W+i¢ww 9F
ox |, 8 h 24 h
9¢9°| [ 101505 402877 4 ", 1085 a3 | 1154 B2 o0t (2.36)
ox|, | 8 D. hD)""| 8 D 3h D]"
63 a2 18 B2 S5a2 2 B2 16yw
[81)e+h1)e]¢W+[8De 3. )9 D,
Ja para o fluxo secundério tem-se as seguintes equagdes:
83¢9 = %Oﬁ/ IZOOﬂW (P _Eoﬁ_yﬁl ¢
ox> |. | D P W2 D, E
1890 428]) 9& 16 B3] 4o ﬁ&
W D, K D, ow n®D, HWD, ) D, (2.37)
O N /) ek
ox |, 3 3
Nas equacgdes acima tem-se:
D, = 105a!h — 352!
" ¢ Pe (2.38)

D, = 10502h — 35282
Reunindo as informagdes acima, pode-se escrever a equagdo para o pentltimo volume como:
Apop = Ap P +Aw Ow + Aww dww + Sp (2.39)

em que os coeficientes para uma formulagdo totalmente implicita, @ = 1 s@o definidos por:

h

A 2 2 2
Ap =X + W [24507h+ 798P, ] D (8400 h + 225637 (2.40)
Ap = 14002 h + 1198;3 (840027 + 1136B7] (2.41)
D.h W D h2 ’
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As

Py s , ) )

Ay Duk [1260,h+414B7] + Do [5400,;h+ 1488, (2.42)
_h 2 2

Aww = 5= h—fﬁ - [~12005h — 3685 (2.43)

¢P + b [-16%R] + [ 38472 h] (2.44)

2.3.4 Equacao parao Ultimo Volume

Por fim, os fluxos primarios nas faces do tltimo volume foram modelados como:

d¢° 1085 o2 1154 B27 .4 1015 o2 402 B2
T - a1 N ¢P T 9 N 1 N ¢W+
x|, "8 D, 3h D, 8 D, h D,
6302 182 S5a2 2 B2 16y2
{8 D, " h D, ]‘PWW [_8D6_3hDe O — D,
(2.45)
290 3675 a 1225 ) ]
i L e
441 all , 75 a P 352
~% D)W |5 D, | M T D,
E os fluxos secundarios foram modelados como:
d3¢° 73502 784 B2 525 a2 1200 B2
2 |, [‘th;hs}"’P* [h2+h3}¢5
1890k 4RpI] e 1508 16B1] e 384K
w2 D, D, FE" 2D, hD,| FEET 2 D,
(2.46)

38 {_ 1575 o, 1920 m} [1365 al 3456 B}
X

0x3 R D, B D, R D, i DW} O
693 oy, 1920 B, 135 ) 384 B} 768 L
T2 N 13 ¢EE 77"'7 ‘PEEE n

»2 D, B D, W D, K D, W2 D

A equagdo para o dltimo volume também segue um padrao diferente da Eq. (2.8) e é escrita
como:

Apdp = Aw dw +Aww dww +Awww dwww + Sp (2.47)
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em que os coeficientes para uma formulacdo totalmente implicita, 8 = 1 séo:

Ap=—
P AT
406208
2= 1624750 aZh® + (4774002 B, 42020900 B2) 1 + B.BZ|+ (2.48)
P
A4
5 hz[ 88200a! o2 h? + (57120053[36‘—472080056'[53)}1—399872ﬁe‘ﬁ€2]
P

A
Ay = D—z 294000} o7 h* + (4466002 B, + 961100 BZ) h+ 141504B, B2 ]+
" P (2.49)
Do [—88200a, oy h* — (178080 B, + 3544800, B2 ) h — 794112, B7]

A
Ayw = D—i [—66150, aZh* — (277202 B! + 212940} BZ) h — 6336, B ]+

(2.50)
Dph2 [52920c, a7h* + (13507207 B, + 198576, B2 ) h+ 523776, B7
A 704
Awww = Di 1050 a2n? + (22002 B, + 33700} B2) h + ﬁe B2|+
P
(2.51)
A4
Do [—126000, a2 h* — (3504002 B, + 458400, BZ) hh — 1295368, BZ]
h
Sp = 9p+
/12 2 1 1
Dy [(3696002h + 123904B2) hy} + (16800t i+ 5632, ) ] + (2.52)
A4
Do [(—8064002h — 2703382 hy} + (403200 i+ 135168, ) hyZ]

Observa-se que as equagdes dos dois primeiros volumes sdo bastante semelhantes, mas nao
iguais, as equacdes dos dois dltimos volumes. Este procedimento foi intencional e tem o objetivo
de facilitar a elaboracdo do c6digo computacional.

As equagdes discretizadas da Eq. (2.1), segundo o Método de Volumes Finitos, e que definem um
sistema de equacdes lineares, para o caso de 6 = 1, foram detalhadas nesta sec¢do. Para resolver
este sistema de equacdes lineares, estes autores indicam o uso de algoritmos mais robustos, como
o GMRES [17] ou outros simulares e a biblioteca PETSC [1, 2], a qual possui um grande acervo
de metodologias amplamente testadas, como uma boa e eficiente ferramenta computacional.

3 ANALISE DE CONSISTENCIA

Na Secdo 2 foram detalhadas todas as equacdes necessdrias para se resolver numericamente a
Eq. (2.1). Obviamente, mesmo no dmbito do Método de Volumes Finitos, a formulagdo apre-
sentada neste trabalho ndo € a tUnica forma de discretizar tal equag@o. Outras equagdes po-
dem ser propostas, em especial para os dois primeiros e dois ultimos volumes. Contudo, nem
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toda a aproximacdo adotada para calcular os fluxos, mesmo que correta, levard a uma equagio
discretizada consistente.

Seja uma equacdo diferencial qualquer f =0 e seja uma discretizag¢@o desta equacdo empregando
um método numérico qualquer, f = 0. Uma aproximacdo serd dita consistente se f — f — 0
quando lim/z — 0 [8]. No caso da equacdo objeto deste trabalho, as aproximacdes empregadas
serdo consistentes se quando limAr — 0 e lim/s — 0 as Egs. (2.8), (2.19), (2.28), (2.39) e (2.47)
tenderem a Eq. (2.1) [27].

A seguir € apresentada a metodologia para a avaliacdo de consisténcia da discretizagcdo do dltimo
volume finito.

Primeiramente, sdo feitas expansdes em série de Taylor em torno de xp para cada uma das
incégnitas da equacdo. Sendo assim:

¢ 1 9% , 19% 3
=0 ol "2 92| 9 s T
) +IX f t=t+At t=t+At
20 %0 , 49% 3
¢Ww/—-¢P-—2‘§;'x4w ht2 S| e ol R G.1)
t:7+1x1 t=t+At t=t+At
¢ 9 0°¢ 9 &3¢ 3
=¢p—3 - h+ = = h— = h
¢WWW ¢P ox X=X, N 2 Jx? | x=xp, 2 0x3 | x=xp, +
l:7+12t t=t+At r=t+At

Os valores de ! e 77 sdo também recalculados em fungio de expansdes em série de Taylor em
torno de xp. Estas equagdes ficam da seguinte maneira:

1 1 2
’}/e e (PP + D) ax . + axz )i:xlz +
t=t+At I=trhAr 3.2)
20 1 9%¢ 1 3%
|3 ¥ rto9 2
Be | o, ) 3 T e TR T v
zx:_thz t=t+At t=t+At
e
1 d¢ 1 9%¢
_yl _ 7 - r 2, ..
% =0 ort5 50 . htg 3 BT
t=t+At t=t+at (3.3)
20 1 9%¢ 1 3%
21 7% -7 _ T 2.,
B ox| 2 Jx2 | x=xp, ht 8 0x3 | x=xp, e
lx:*tii’m t=t+At t=t+At

Substituindo as Eqs. (3.1) a (3.3) na Eq. (2.47) e realizando & — 0 chega-se a equagio original
do problema, Eq. (2.1).
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Procedimento semelhante foi feito para cada um dos outros trés volumes do contorno e também
para os volumes internos. Para todos estes casos, conclui-se que a formulagdo € consistente.

E possivel obter outras aproximagdes para o primeiro volume como, por exemplo, uma que no
inclua o termo @ggr e que utilize as duas condi¢gdes de contorno para determinar os fluxos em x,
e em x,,. Neste caso, a consisténcia da discretiza¢do dependeria da ordem de aproximacgio em-
pregada nas expansdes em Séries de Taylor. Testes, que ndo apresentaremos aqui, demonstraram
1sto.

Desta forma, pode-se afirmar que dependendo da metologia empregada para modelar os fluxos
nas faces do volume finito pode-se obter aproximacdes inconsistentes. Por esta razao, esta andlise
¢ obrigatdria para se obter solugdes numéricas acuradas.

4 ANALISE DE ESTABILIDADE

Uma vez verificada a consisténcia, a proxima etapa consiste em realizar a andlise de estabili-
dade do comportamento do esquema numérico. Nos diversos trabalhos que estes autores tiveram
acesso até o momento e que empregam a Eq. (1.2) foram empregadas formulagdes totalmente
implicitas ou semi-implicitas a modelagem da variacdo temporal de ¢. No entanto, em nenhum
desses trabalhos pode-se encontrar uma andlise da estabilidade dos esquemas numéricos apre-
sentados, garantindo que tais formula¢des sdo incondicionalmente estiveis, como acontece na
discretizacdo da Eq. (1.1).

A estabilidade é uma condicdo da solu¢do numérica que estabelece que, para valores finitos de
At e h, todo o erro definido como a diferenca entre a solug@o numérica e a solucdo exata do
esquema numérico, erro de arredondamento, deve permanecer limitado quando o processo de
iteragc@o avanca [8].

Definindo-se o erro de arredondamento como:
e=d—¢ “.1)

em que P ¢ o valor calculado em computador com precisdo infinita e ¢ € o valor em um compu-

tador real com precisio finita e substituindo ¢ na equacdo discretizada para os volumes internos,
chega-se a:

Aped = Awel) +Apel +Awwedy +Appel 4.2

pEp = Awey +Apep +AwwEyw +AEEEEE + SP 4.2)

com e? = e+ (1— 9)80, e 0 <6 <1,eos valores de Ap, Sp dependem do valor de 6.
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Neste trabalho o método empregado para a andlise de estabilidade foi o método de von Neu-
mann [27]. Inicialmente, o erro € € expresso em cada um dos volumes finitos utilizando-se as
seguintes equagdes:

&p = ea(t+AI)einP : SIQ — eateinP

gy = (A1) ik (xp—h) : £, — o iKxp—h)

& = ea(t+At)eiK(xP+h) ; gg — eateiK(xP+h) (4.3)
ey = e HA1) ik (xp—2h) : 8191/ w=e™ oK (xp—2h)

g = ea(t+At)eiK(xP+2h) : ggE — eateiK(xp+2h)

A seguir s@o apresentados os resultados da andlise de estabilidade para as trés aproximagdes mais
populares empregadas na modelagem da variacdo de ¢ com o tempo.

4.1 Formulacio Totalmente Implicita

Para esta formulacdo tem-se que 6 = 1. A equagfo discretizada Eq. (2.8) é reescrita como:
Apep = Awéew +Ap€e +Awweww +AEE€EE + Sp (4.4)

em que os coeficientes Ap e Sp sdo definidos pela Eq. (2.9) e os demais coeficientes pela
Eq. (2.10).

Substituindo os valores de € adequados da Eq. (4.2) na equacdo anterior, ¢ fazendo as
simplificacGes usuais [27], e, por fim, definido-se o fator de amplitude como:

£
G=— 4.5)
€p
chega-se a seguinte expressao:
3
G= (4.6)
let 7L4Al‘
3+14 e +48 e

Considerando que a condigdo de estabilidade é |G| < 1 tem-se que tal condi¢do sempre serd

satisfeita, visto que A > 0e A4 > 0.

Com o resultado acima pode-se confirmar que a formulacdo totalmente implicita é
incondicionalmente estavel para a discretizacdo da Eq. (1.2).

4.2 Formulacao Explicita

Para esta formulacdo tem-se que 6 = 0. A equag@o discretizada pode ser escrita como:

Apep = Ayl +Aped +Awwelw +Arreny + Sp 4.7
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em que os coeficientes Ap e Sp sdo definidos pela Eq. (2.12) e os demais coeficientes pela
Eq. (2.10).

Novamente, substituindo os valores de € adequados da Eq. (4.2) na equagdo anterior e realizando-
se uma série de simplificagdes usuais desta metodologia chega-se a:
7 let A4At

G=1--2"_3%

3R 1 (4.8)

1E-6

At maximo para

solucéo estavel
1E-10

1E-14

At

1E-18

1E-22

1E-26 T T T T T
1E-7 1E-6 1E-5 1E-4 0,001 0,01 0,1

Figura 1: Ar para se obter uma solugéo estdvel em fungdo de h para trés valores de A2/ A4.

Para satisfazer a condi¢do de estabilidade para este caso tem-se que:

3t

< — 4.
Ars TAh? + 2424 4.9)

ou seja, esta formulacdo € condicionalmente estdvel.

Este resultado € ligeiramente diferente do que € habitualmente encontrado na literatura para a
equacdo da difusdo cldssica, isto é,

2

h
At < — 4.1
= 24 (4.10)

e, como se pode observar, fazendo-se A4 = 0 na Eq. (4.9) ndo se obtém a Eq. (4.10). Isto se
da porque a Eq. (4.10) foi definida empregando-se uma aproximacdo de 22 ordem para o termo

%0 / dx> e a utilizada neste trabalho foi uma aproximagcio de 42 ordem, como explicitado na
Eq. (2.6).
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A Figura 1 apresenta o comportamento de At calculado segundo a Eq. (4.9) em fungdo de &
para trés valores da relagdo A,/A4 distintos. Os valores obtidos para o caso em que Ay /A4 =
10~* diferem minimamente dos obtidos para A»/A4 = 1 e, por esta razdo, suas curvas estdo
sobrepostas.

Nestes trés casos, como seria de se esperar, quanto menor for o valor de #, menor é o Af necessario
para se obter uma solugdo estavel.

Observando na Figura 1 conclui-se que para & = 0,01 tem-se At < 10719, Valores de Ar desta
magnitude certamente inviabilizam o uso desta formulacdo, pois seria necessirio um tempo
computacional exorbitantemente alto.

Por fim, tem-se uma discreta diferenga para o caso em que A,/A4 = 10*, isto &, para problemas
que se aproximam da equagdo de difusdo classica. Esta diferenca aparece nos casos em que i
é grande. Mas, mesmo assim, a conclusdo que se pode obter da Figura 1 é que valores de At
que permite uma solucgdo estdvel sdo tdo pequenos que solugdes totalmente implicitas, que nao
possuem limites dos valores de At, levardo bem menos tempo computacional para resolver o
mesmo problema.

4.3 Formulacao de Crank—Nicolson

No texto ndo foram apresentados os coeficientes para quando 6 = 1/2, isto &, para a formulacéo
de Crank—Nicolson [5]. Contudo, por ser relativamente comum nos livros de solu¢do numérica
de equagdes diferenciais, também serd apresentada a parte final da demonstracdo de estabilidade
para essa formulacdo.

Seguindo o mesmo procedimento apresentado anteriormente chega-se a expressdo do fator de
amplitude para esta formulagcdo em especial:

lel 7L4Al
T 4243
h? /5
G= @11
lel 7L4At

Para ser estdvel tem-se que |G| < 1 e, como pode ser facilmente determinado, tem-se que esta
condi¢do é sempre satisfeita, independentemente do valor de At, logo a formulacio de Crank-
Nicolson é, também, incondicionalmente estavel.

5 COMENTARIOS E CONCLUSOES

Neste trabalho apresentou-se uma formulagdo para Volumes Finitos da equacdo de difusdo de
fluxo bimodal proposta por Bevilacqua e colaboradores [3,4].

A EDP que governa tal fendmeno, Eq. (1.2), possui um termo com uma diferencial de 42 or-
dem. Diferenciais desta ordem ndo sdo usualmente encontradas em equagdes de Fendmenos de
Transporte. Como consequéncia deste fato, ndo ha muito na literatura sobre como proceder para
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discretizar tais diferenciais no ambito do Método de Volumes ou Diferencas Finitas, principal-
mente como proceder com os volumes que terdo seus fluxos calculados em funcdo das condicdes
de contorno.

Diferentemente de outros trabalhos congéneres, em que se apresenta somente a equacao discre-
tizada para os volumes internos, neste trabalho pode se encontrar a deducio de equacdes para
todos os volumes do dominio.

Outro aspecto importante do trabalho estd relacionado com a anélise de consisténcia da equacio
discretizada. Ao demonstrar que a formulacdo apresentada é consistente, se estd se assegurando
que a solucdo numérica gerada por esta formulacio possuird uma acuracia que nao seria possivel
obter caso a equacdo discretizada nio fosse consistente.

Por fim, foi apresentada uma andlise de estabilidade utilizando a metodologia de von Neumann.
Entendem estes autores que este € o resultado mais relevante deste trabalho. As condi¢des de
estabilidade para a equag@o de difusdo cldssica sdo amplamente conhecidas, contudo, para a
equagdo de fluxo bimodal, Eq. (1.2), esta é a primeira vez que é apresentada, até onde estes
autores puderam determinar.
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