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RESUMO. A análise de consistência e as condições de estabilidade da equação de difusão com fluxo
bimodal são tratadas neste trabalho. Foram, também, apresentados diversos detalhes sobre a maneira como
a equação diferencial foi discretizada no âmbito do método de Volumes Finitos incluindo a forma que as
condições de contorno foram definidas nas equações discretizadas.

Palavras-chave: difusão anômala, difusão de fluxo bimodal, método de Volumes Finitos.

1 INTRODUÇÃO

A equação da difusão descreve o movimento de matéria, momento ou energia em um meio su-
jeito a gradientes de matéria, momento ou energia, respectivamente [12]. Para um problema
unidimensional tal equação pode ser escrita como:

∂φ

∂ t
=

∂

∂x

(
Γ

∂φ

∂x

)
(1.1)

em que Γ é o coeficiente de difusão.

O modelo matemático classicamente utilizado na modelagem de processos de difusão tem como
caracterı́stica básica a escala linear do deslocamento médio das partı́culas, r, com o tempo, isto é,
< r2 >≈ tγ , com γ = 1 [24]. Para aquelas circunstâncias em que γ 6= 1 têm-se o que se denomina
de difusão anômala. Existe uma infinidade de modelos de difusão anômala na literatura [6,10,11,
15, 25, 26], cada qual com suas caracterı́sticas, equações e métodos apropriados para estudá-las.
Neste trabalho consideraremos apenas a equação de difusão anômala com distribuição de fluxo
bimodal, ou equação de difusão bi-fluxo, proposta por Bevilacqua e colaboradores [3,4], definida
pela equação:

∂φ

∂ t
= ξ Γ2

∂ 2φ

∂x2 −ξ (1−ξ )Γ4
∂ 4φ

∂x4 (1.2)
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na qual 0 < ξ ≤ 1, Γ2 > 0 e Γ4 > 0 são, respectivamente, os coeficientes de difusão primária e
secundária. O modelo de fluxo bimodal considera que se uma fração (1− ξ ) das partı́culas em
difusão se atrasar em seu movimento por causa de alguma iteração mecânica, biológica, fı́sica,
quı́mica ou fı́sico-quı́mica com o meio, este atraso é definido pelo termo envolvendo a derivada
de quarta ordem [9]. Desta forma, ξ fornece a fração da difusão primária neste modelo. Para
ξ = 1 esta equação passa a ser a equação da difusão clássica, Eq. (1.1), e para ξ = 0 tem-se a
equação estacionária.

Apesar de ser pouco conhecida, não faz parte do escopo deste trabalho apresentar como a
Eq. (1.2) foi obtida ou mesmo questões sobre a sua fı́sica. Aspectos importantes sobre a sua
obtenção foram tratados em Bevilacqua et al. [3, 4] e em Jiang [9].

Enquanto a Eq. (1.1), ou a sua versão em duas ou três dimensões, já foram estudadas utili-
zando os mais diversos métodos de soluções de equações diferenciais, o mesmo não se pode
dizer da Eq. (1.2). Existem relativamente poucas publicações [14, 20, 21] que lidaram com esta
equação, ou a sua versão em duas dimensões e, até onde os autores deste presente trabalho pude-
ram determinar, não foram encontradas publicações em que se discutiu questões de estabilidade
e convergência dos métodos de solução da equação de difusão de bi-fluxo, Eq. (1.2).

O propósito deste trabalho é apresentar uma formulação consistente da Eq. (1.2) utilizando o
método de Volumes Finitos [13, 16] para discretizá-la. Também será apresentada uma análise de
estabilidade para verificar em que condições esta equação é estável.

Por ser uma equação relativamente nova e por possuir um termo com uma derivada de 4a or-
dem, derivada esta que não é usualmente encontrada em equações de fenômenos de transporte,
é importante realizar análises de estabilidade e consistência para se garantir a acurácia dos re-
sultados obtidos. Por exemplo, até o momento os trabalhos apresentados utilizam soluções total-
mente implı́citas [22] ou semi-implı́citas [18] na modelagem do problema transiente sem garan-
tia alguma que esta aproximação seja incondicionalmente estável como é a solução quando se
considera somente o clássico modelo de difusão.

Para tanto este artigo está organizado da seguinte forma: na Seção 2 é apresentada a obtenção
dos coeficientes da equação unidimensional discretizada, incluindo as condições de contorno.
Na Seção 3 é realizada a análise de consistência e na Seção 4 a análise de estabilidade das
discretizações propostas. Por fim, na Seção 5, são resumidas as principais conclusões obtidas
neste trabalho.

2 EQUAÇÃO UNIDIMENSIONAL

Nesta seção será apresentada a discretização da Eq. (1.2) através do Método de Volumes Finitos.
Para tanto, tal equação é inicialmente reescrita como:

∂φ

∂ t
= λ2

∂ 2φ

∂x2 −λ4
∂ 4φ

∂x4 (2.1)
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em que λ2 = ξ Γ2 > 0 e λ4 = ξ (1−ξ )Γ4 ≥ 0. O domı́nio, de comprimento L, é definido por {x ∈
R |0 < x < L} com L > 0. Esta equação está sujeita a uma condição inicial, φ(x, t = 0) = Φ(x),
a duas condições de contorno válidas em x = 0 e a duas válidas em x = L.

Equações envolvendo derivadas de até 3a ordem poderiam ser empregadas para definir as
condições de contorno da Eq. (1.2). Contudo, neste trabalho nos restringiremos as condições
de contorno que usualmente são adotadas em problemas de difusão, ou seja, as condições de
Dirichlet, Neumann e Robin.

2.1 Discretização da Equação

A seguir é apresentada a integração de cada um dos termos da Eq. (2.1) no espaço e no tempo
em uma malha unidimensional com espaçamento uniforme de tamanho h. A integração do termo
envolvendo a derivada no tempo nesta malha assume a seguinte forma:∫ xe

xw

∫ t+∆t

t

∂φ

∂ t
dt dx = (φP−φ

0
P)h (2.2)

em que xP é a coordenada do centro do P-ésimo volume sob análise, xw = xP − h/2 e xe =

xP +h/2 são, respectivamente, as coordenadas da face esquerda e direita do volume finito tı́pico,
h = xe− xw, φP = φ(xP, t +∆t) e φ 0

P = φ(xP, t).

A integração do termo envolvendo a derivada de 2a ordem foi realizada segundo a técnica usual
do Método de Volumes Finitos [13, 16] da seguinte forma:∫ t+∆t

t

∫ xe

xw

∂ 2φ

∂x2 dxdt =
∂φ θ

∂x

∣∣∣∣xe

xw

∆t (2.3)

em que φ θ = θφ t+∆t +(1− θ)φ t , com 0 ≤ θ ≤ 1. Para θ = 1 tem-se a formulação totalmente
implı́cita, para θ = 0, a formulação explı́cita [13].

Por fim, o termo de 4a ordem é integrado da seguinte forma:∫ t+∆t

t

∫ xe

xw

∂ 4φ

∂x4 dxdt =
∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣xe

xw

∆t (2.4)

Substituindo os resultados das integrações definidas anteriormente, chega-se a equação básica do
método de volumes finitos para a Eq. (2.1):

(φP−φ
0
P)

h
∆t

= λ2

[
∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xe

− ∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xw

]
−λ4

[
∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xe

− ∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xw

]
(2.5)

Para o caso unidimensional, λ2 ∂φ
/

∂x representa o fluxo primário, e λ4 ∂ 3φ
/

∂x3 o fluxo
secundário ou como denominado nos primeiros trabalhos sobre esta equação [3], fluxo de
retenção.
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2.2 Volumes Internos

Para os volumes internos da malha, as derivadas de primeira ordem obtidas da integração podem
ser aproximadas por:

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xw

=
9
8

φ θ
P −φ θ

W
h

+
1
24

φ θ
WW −φ θ

E
h

+O
(
h4)

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xe

=
9
8

φ θ
E −φ θ

P
h

+
1

24
φ θ

W −φ θ
EE

h
+O

(
h4) (2.6)

em que φW = φ(xP−h), φE = φ(xP+h), φWW = φ(xP−2h) e φEE = φ(xP+2h). A aproximação
aqui adotada para as derivadas parciais de 1a ordem não são as encontradas usualmente neste
tipo de discretização. Vasconcellos et al. [23] demonstraram que a aproximação definida pela
Eq. (2.6) é mais adequada que a aproximação de 2a ordem tradicional, considerando que as
aproximações das derivadas de 3a ordem usarão os mesmos volumes empregados na Eq. (2.6),
como exposto a seguir.

As derivadas parciais de 3a ordem são aproximadas por:

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xw

= 3
φ θ

W −φ θ
P

h3 +
φ θ

E −φ θ
WW

h3 +O
(
h2)

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xe

= 3
φ θ

P −φ θ
E

h3 +
φ θ

EE −φ θ
W

h3 +O
(
h2) (2.7)

Após substituir as aproximações das derivadas na Eq. (2.5) chega-se a equação discreti-
zada válida para todos os volumes internos escrita na forma usual do Método de Volumes
Finitos [13, 16]. Para θ = 1, método totalmente implı́cito, tem-se:

APφP = AW φW +AEφE +AWW φWW +AEEφEE +SP (2.8)

e os seguintes coeficientes:

AP =
h
∆t

+
9
4

λ2

h
+6

λ4

h3 , SP =
h
∆t

φ
0
P (2.9)

e

AW = AW =
7
6

λ2

h
+4

λ4

h3 , AWW = AEE =
1
24

λ2

h
− λ4

h3 (2.10)

Pode-se observar nos coeficientes da Eq. (2.9) e (2.10) que nem sempre se tem que |AP|> |AW |+
|AE |+ |AWW |+ |AEE | o que torna este sistema de equações lineares inadequado para ser resolvido
por muitos algoritmos que requerem que a matriz seja do tipo diagonal dominante [7, 19].

Para o caso em que θ = 0, método totalmente explı́cito, tem-se que:

APφP = AW φ
0
W +AEφ

0
E +AWW φ

0
WW +AEEφ

0
EE +SP (2.11)

e

AP =
h
∆t

, SP =

[
h
∆t
− 9

4
λ2

h
−6

λ4

h3

]
φ

0
P (2.12)

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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e os demais coeficientes são iguais aos da Eq. (2.10).

Esta formulação, como veremos neste trabalho, está sujeita a condições de estabilidade mais
rı́gidas que a conhecida restrição de estabilidade para a clássica equação de difusão de clássica.

Para o problema unidimensional somente os dois primeiros e dois últimos volumes não são con-
siderados volumes internos, uma vez que para estes quatro volumes, não estão definidos alguns
dos pontos discretos empregados na discretização dos volumes internos. As equações particulares
para as condições de contorno serão definidas na próxima seção.

2.3 Volumes do Contorno

Os dois primeiros e os dois últimos volumes não podem ser escritos segundo a Eq. (2.8), para
cada um desses volumes serão escritas equações especiais utilizando as informações sobre as
condições de contorno do problema.

Apesar de ser possı́vel utilizar condições de contorno envolvendo derivadas de 2a ou 3a para
a equação em análise, neste trabalho considerou-se como condições de contorno possı́veis as
condições de Dirichlet, Neumann e Robin, as quais podem ser resumidas pela equação a seguir:

αφ(x f )+β
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=x f

= γ (2.13)

em que x f é a coordenada do contorno. Desta forma, por exemplo, a primeira das condições de
contorno em x = 0, face esquerda (xw) do primeiro volume, é escrita como:

α
1
wφ(x = 0)+β

1
w

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= γ
1
w (2.14)

e

α
2
wφ(x = 0)+β

2
w

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= γ
2
w (2.15)

em que α1
w, β 1

w, γ1
w são os coeficientes que definem a primeira condição de contorno em x = 0

e α2
w, β 2

w, γ2
w são os coeficientes que definem a segunda condição de contorno em x = 0. Por

exemplo, se a primeira condição de contorno em x = 0 for ∂φ
/

∂x = 0, condição de Neumann,
tem-se α1

w = 0, β 1
w = 1 e γ1

w = 0.

A Eq. (2.14) será utilizada na obtenção dos fluxos da face localizada em xw do primeiro volume
e a Eq. (2.15) será utilizada na obtenção dos fluxos da face localizada em xe do primeiro volume
e na face localizada em xw do segundo volume.

Existem outras possibilidades de se informar as condições de contorno, como a adoção de volu-
mes fictı́cios. A adoção desta técnica implicaria em aumentar em mais 4 o número de equações
do sistema linear a ser resolvido. Porém, as equações especı́ficas para os volumes fictı́cios seriam
semelhantes as que apresentaremos a seguir.

É importante que se garanta a conservação dos fluxos, isto é, que o fluxo da face xe de um
volume seja o mesmo fluxo da face xw do volume seguinte. Para todas as faces dos volumes

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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internos isto acontece naturalmente, porém, dependendo de como for formulada as equações
daqueles volumes que são influenciados diretamente pelas condições de contorno, isto pode não
acontecer.

2.3.1 Equação para o Primeiro Volume

Após realizar uma expansão em série de Taylor chega-se à seguinte fórmula para as derivadas
parciais de 1a ordem:

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xw

=

[
3675

8
α1

w

Dw

]
φ

θ
P +

[
−1225

8
α1

w

Dw

]
φ

θ
E +[

441
8

α1
w

Dw

]
φ

θ
EE +

[
−75

8
α1

w

Dw

]
φ

θ
EEE −

352γ1
w

Dw

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xe

=

[
−1085

8
α2

w

De
+

1154
3h

β 2
w

De

]
φ

θ
P +

[
1015

8
α2

w

De
− 402

h
β 2

w

De

]
φ

θ
E +[

−63
8

α2
w

De
+

18
h

β 2
w

De

]
φ

θ
EE +

[
5
8

α2
w

De
− 2

3h
β 2

w

De

]
φ

θ
EEE +

16γ2
w

De

(2.16)

ao passo que para as derivadas 3a ordem, obtemos:

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xw

=

[
1575

h2
α1

w

Dw
− 1920

h3
β 1

w

Dw

]
φ

θ
P +

[
−1365

h2
α1

w

Dw
+

3456
h3

β 1
w

Dw

]
φ

θ
E +[

693
h2

α1
w

Dw
− 1920

h3
β 1

w

Dw

]
φ

θ
EE +

[
−135

h2
α1

w

Dw
+

384
h3

β 1
w

Dw

]
φ

θ
EEE −

768
h2

γ1
w

Dw

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xe

=

[
735
h2

α2
w

De
− 784

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
P +

[
−525

h2
α2

w

De
+

1200
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
E +[

189
h2

α2
w

De
− 432

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
EE +

[
−15

h2
α2

w

De
+

16
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
EEE −

384
h2

γ2
w

De

(2.17)

com:
Dw = 105α

1
wh−352β

1
w

De = 105α
2
wh−352β

2
w

(2.18)

Substituindo os fluxos avaliados para as duas faces do primeiro volume na Eq. (2.5) chega-se a
equação particular para este volume que é apresentada em sua forma compacta:

APφP = AEφ
θ
E +AEEφ

θ
EE +AEEEφ

θ
EEE +SP (2.19)

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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em que φEEE = φ(xP + 3h, t +∆t) e os coeficientes para uma formulação totalmente implı́cita,
θ = 1 ficam:

AP =
h
∆t

+

λ2

DP

[
62475α

1
wα

2
wh2−

(
47740α

2
wβ

1
w +202090α

1
wβ

2
w
)
h+

406208
3

β
1
wβ

2
w

]
+

λ4

DPh2

[
−88200α

1
wα

2
wh2 +

(
−57120α

2
wβ

1
w +472080α

1
wβ

2
w
)
h−399872β

1
wβ

2
w
] (2.20)

AE =
λ2

DP

[
29400α

1
wα

2
wh2−

(
44660α

2
wβ

1
w +96110α

1
wβ

2
w
)
h+

141504β
1
wβ

2
w
]
+

λ4

DPh2

[
−88200α

1
wα

2
wh2+(

178080α
2
wβ

1
w +354480α

1
wβ

2
w
)
h−794112β

1
wβ

2
w
]

(2.21)

AEE =
λ2

DP

[
−6615α

1
wα

2
wh2 +

(
2772α

2
wβ

1
w +21294α

1
wβ

2
w
)
h−6336β

1
wβ

2
w
]
+

λ4

DPh2

[
52920α

1
wα

2
wh2−

(
135072α

2
wβ

1
w +198576α

1
wβ

2
w
)
h+523776β

1
wβ

2
w
] (2.22)

AEEE =
λ2

DP

[
1050α

1
wα

2
wh2−

(
220α

2
wβ

1
w +3370α

1
wβ

2
w
)
h+

704
3

β
1
wβ

2
w

]
+

λ4

DPh2

[
−12600α

1
wα

2
wh2 +

(
35040α

2
wβ

1
w +45840α

1
wβ

2
w
)
h−129536β

1
wβ

2
w
] (2.23)

SP =
h
∆t

φ
0
P+

λ2

DP

[(
36960α

2
wh−123904β

2
w
)
hγ

1
w +

(
1680α

1
wh−5632β

1
w
)
hγ

2
w
]
+

λ4

DPh2

[(
−80640α

2
wh+27033β

2
w
)
hγ

1
w +

(
40320α

1
wh−135168β

1
w
)
hγ

2
w
] (2.24)

e, por fim,
DP = DwDeh (2.25)

Tend. Mat. Apl. Comput., 20, N. 3 (2019)
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2.3.2 Equação para o Segundo Volume

Para escrever uma equação para o segundo volume finito devem-se avaliar os fluxos nas faces
xw e xe deste volume em função das condições de contorno. O fluxo primário foi avaliado da
seguinte maneira:

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xw

=

[
1015

8
α2

w

De
− 402

h
β 2

w

De

]
φ

θ
P +

[
−1085

8
α2

w

De
+

1154
3h

β 2
w

De

]
φ

θ
W+[

−63
8

α2
w

De
+

18
h

β 2
w

De

]
φ

θ
E +

[
5
8

α2
w

De
− 2

3h
β 2

w

De

]
φ

θ
EE +

16γ2
w

De

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xe

=
9
8

φ θ
E −φ θ

P
h

+
1

24
φ θ

W −φ θ
EE

h

(2.26)

e o fluxo secundário da seguinte forma:

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xw

=

[
−525

h2
α2

w

De
+

1200
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
P +

[
735
h2

α2
w

De
− 784

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
W+[

189
h2

α2
w

De
− 432

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
E +

[
−15

h2
α2

w

De
+

16
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
EE −

384
h2

γ2
w

De

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xe

= 3
φ θ

P −φ θ
E

h3 +
φ θ

EE −φ θ
W

h3

(2.27)

Em ambas as equações anteriores têm-se que De = 105α2
wh−352β 2

w.

De forma semelhante calculou-se a equação para o segundo volume finito, substituindo os fluxos
na Eq. (2.5). Esta equação segue um padrão diferente da Eq. (2.8) e, por este motivo, deve ser
reescrita como:

APφP = AW φ
θ
W +AEφ

θ
E +AEEφ

θ
EE +SP (2.28)

em que os coeficientes para uma formulação totalmente implı́cita, θ = 1, são definidos por:

AP =
h
∆t

+
λ2

Deh

[
245α

2
wh−798β

2
w
]
+

λ4

Deh2

[
840α

2
wh−2256β

2
w
]

(2.29)

AW =
λ2

Deh

[
140α

2
wh− 1198

3
β

2
w

]
+

λ4

Deh2

[
840α

2
wh−1136β

2
w
]

(2.30)

AE =
λ2

Deh

[
126α

2
wh−414β

2
w
]
+

λ4

Deh2

[
540α

2
wh−1488β

2
w
]

(2.31)

AEE =
λ2

Deh

[
−5α

2
wh+

46
3

β
2
w

]
+

λ4

Deh2

[
−120α

2
wh+368β

2
w
]

(2.32)

SP =
h
∆t

φ
0
P +

λ2

De

[
−16γ

2
wh
]
+

λ4

De

[
−384γ

2
wh
]

(2.33)
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2.3.3 Equação para o Penúltimo Volume

De modo análogo ao procedimento adotado para obtenção das equações das condições de con-
torno em x= 0, Eqs. (2.14) e (2.15), as condições de contorno em x= L seguirão as duas seguintes
equações:

α
1
e φ(x = L)+β

1
e

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=L

= γ
1
e (2.34)

e

α
2
e φ(x = L)+β

2
e

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=L

= γ
2
e (2.35)

Em função destas condições de contorno, os fluxos primários nas faces do penúltimo volume
foram definidos segundo a seguinte expressão:

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xw

=
9
8

φ θ
P −φ θ

W
h

+
1
24

φ θ
WW −φ θ

E
h

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xe

=

[
−1015

8
α2

w

De
− 402

h
β 2

w

De

]
φ

θ
P +

[
1085

8
α2

w

De
+

1154
3h

β 2
w

De

]
φ

θ
E +[

63
8

α2
w

De
+

18
h

β 2
w

De

]
φ

θ
W +

[
5
8

α2
w

De
− 2

3h
β 2

w

De

]
φ

θ
WW +

16γ2
w

De

(2.36)

Já para o fluxo secundário tem-se as seguintes equações:

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xw

=

[
525
h2

α2
w

De
+

1200
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
P +

[
−735

h2
α2

w

De
− 784

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
E +[

−189
h2

α2
w

De
− 432

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
W +

[
15
h2

α2
w

De
+

16
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
EE +

384
h2

γ2
w

De

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xe

= 3
φ θ

P −φ θ
E

h3 +
φ θ

EE −φ θ
W

h3

(2.37)

Nas equações acima tem-se:
Dw = 105α

1
e h−352β

1
e

De = 105α
2
e h−352β

2
e

(2.38)

Reunindo as informações acima, pode-se escrever a equação para o penúltimo volume como:

APφP = AEφE +AW φW +AWW φWW +SP (2.39)

em que os coeficientes para uma formulação totalmente implı́cita, θ = 1 são definidos por:

AP =
h
∆t

+
λ2

Deh

[
245α

2
e h+798β

2
e
]
+

λ4

Deh2

[
840α

2
e h+2256β

2
e
]

(2.40)

AE =
λ2

Deh

[
140α

2
wh+

1198
3

β
2
w

]
+

λ4

Deh2

[
840α

2
wh+1136β

2
w
]

(2.41)
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AW =
λ2

Deh

[
126α

2
wh+414β

2
w
]
+

λ4

Deh2

[
540α

2
wh+1488β

2
w
]

(2.42)

AWW =
λ2

Deh

[
−5α

2
wh− 46

3
β

2
w

]
+

λ4

Deh2

[
−120α

2
wh−368β

2
w
]

(2.43)

SP =
h
∆t

φ
0
P +

λ2

De

[
−16γ

2
wh
]
+

λ4

De

[
−384γ

2
wh
]

(2.44)

2.3.4 Equação para o Último Volume

Por fim, os fluxos primários nas faces do último volume foram modelados como:

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xw

=

[
1085

8
α2

e

De
+

1154
3h

β 2
e

De

]
φ

θ
P +

[
−1015

8
α2

e

De
− 402

h
β 2

e

De

]
φ

θ
W+[

63
8

α2
e

De
+

18
h

β 2
e

De

]
φ

θ
WW +

[
−5

8
α2

e

De
− 2

3h
β 2

e

De

]
φ

θ
WWW −

16γ2
e

De

∂φ θ

∂x

∣∣∣∣
xe

=

[
−3675

8
α1

e

Dw

]
φ

θ
P +

[
1225

8
α1

e

Dw

]
φ

θ
W+[

−441
8

α1
e

Dw

]
φ

θ
WW +

[
75
8

α1
e

Dw

]
φ

θ
WWW +

352γ1
e

Dw

(2.45)

E os fluxos secundários foram modelados como:

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xe

=

[
−735

h2
α2

w

De
− 784

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
P +

[
525
h2

α2
w

De
+

1200
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
E +[

−189
h2

α2
w

De
− 432

h3
β 2

w

De

]
φ

θ
EE +

[
15
h2

α2
w

De
+

16
h3

β 2
w

De

]
φ

θ
EEE +

384
h2

γ2
w

De

∂ 3φ θ

∂x3

∣∣∣∣
xw

=

[
−1575

h2
α1

w

Dw
− 1920

h3
β 1

w

Dw

]
φ

θ
P +

[
1365

h2
α1

w

Dw
+

3456
h3

β 1
w

Dw

]
φ

θ
E +[

−693
h2

α1
w

Dw
− 1920

h3
β 1

w

Dw

]
φ

θ
EE +

[
135
h2

α1
w

Dw
+

384
h3

β 1
w

Dw

]
φ

θ
EEE +

768
h2

γ1
w

Dw

(2.46)

A equação para o último volume também segue um padrão diferente da Eq. (2.8) e é escrita
como:

APφP = AW φW +AWW φWW +AWWW φWWW +SP (2.47)
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em que os coeficientes para uma formulação totalmente implı́cita, θ = 1 são:

AP =
h
∆t

+

λ2

DP

[
62475α

1
e α

2
e h2 +

(
47740α

2
e β

1
e +202090α

1
e β

2
e
)
h+

406208
3

β
1
e β

2
e

]
+

λ4

DPh2

[
−88200α

1
e α

2
e h2 +

(
57120α

2
e β

1
e −472080α

1
e β

2
e
)
h−399872β

1
e β

2
e
] (2.48)

AW =
λ2

DP

[
29400α

1
e α

2
e h2 +

(
44660α

2
e β

1
e +96110α

1
e β

2
e
)
h+141504β

1
e β

2
e
]
+

λ4

DPh2

[
−88200α

1
e α

2
e h2−

(
178080α

2
e β

1
e +354480α

1
e β

2
e
)
h−794112β

1
e β

2
e
] (2.49)

AWW =
λ2

DP

[
−6615α

1
e α

2
e h2−

(
2772α

2
e β

1
e +21294α

1
e β

2
e
)
h−6336β

1
e β

2
e
]
+

λ4

DPh2

[
52920α

1
e α

2
e h2 +

(
135072α

2
e β

1
e +198576α

1
e β

2
e
)
h+523776β

1
e β

2
e
] (2.50)

AWWW =
λ2

DP

[
1050α

1
e α

2
e h2 +

(
220α

2
e β

1
e +3370α

1
e β

2
e
)
h+

704
3

β
1
e β

2
e

]
+

λ4

DPh2

[
−12600α

1
e α

2
e h2−

(
35040α

2
e β

1
e +45840α

1
e β

2
e
)
h−129536β

1
e β

2
e
] (2.51)

SP =
h
∆t

φ
0
P+

λ2

DP

[(
36960α

2
e h+123904β

2
e
)
hγ

1
e +
(
1680α

1
e h+5632β

1
e
)
hγ

2
e
]
+

λ4

DPh2

[(
−80640α

2
e h−27033β

2
e
)
hγ

1
e +
(
40320α

1
e h+135168β

1
e
)
hγ

2
e
] (2.52)

Observa-se que as equações dos dois primeiros volumes são bastante semelhantes, mas não
iguais, às equações dos dois últimos volumes. Este procedimento foi intencional e tem o objetivo
de facilitar a elaboração do código computacional.

As equações discretizadas da Eq. (2.1), segundo o Método de Volumes Finitos, e que definem um
sistema de equações lineares, para o caso de θ = 1, foram detalhadas nesta seção. Para resolver
este sistema de equações lineares, estes autores indicam o uso de algoritmos mais robustos, como
o GMRES [17] ou outros simulares e a biblioteca PETSC [1, 2], a qual possui um grande acervo
de metodologias amplamente testadas, como uma boa e eficiente ferramenta computacional.

3 ANÁLISE DE CONSISTÊNCIA

Na Seção 2 foram detalhadas todas as equações necessárias para se resolver numericamente a
Eq. (2.1). Obviamente, mesmo no âmbito do Método de Volumes Finitos, a formulação apre-
sentada neste trabalho não é a única forma de discretizar tal equação. Outras equações po-
dem ser propostas, em especial para os dois primeiros e dois últimos volumes. Contudo, nem
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toda a aproximação adotada para calcular os fluxos, mesmo que correta, levará a uma equação
discretizada consistente.

Seja uma equação diferencial qualquer f = 0 e seja uma discretização desta equação empregando
um método numérico qualquer, f̂ = 0. Uma aproximação será dita consistente se f − f̂ → 0
quando limh→ 0 [8]. No caso da equação objeto deste trabalho, as aproximações empregadas
serão consistentes se quando lim∆t→ 0 e limh→ 0 as Eqs. (2.8), (2.19), (2.28), (2.39) e (2.47)
tenderem a Eq. (2.1) [27].

A seguir é apresentada a metodologia para a avaliação de consistência da discretização do último
volume finito.

Primeiramente, são feitas expansões em série de Taylor em torno de xP para cada uma das
incógnitas da equação. Sendo assim:

φW = φP−
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

h+
1
2

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2− 1
6

∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h3 + · · ·

φWW = φP−2
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

h+2
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2− 4
3

∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h3 + · · ·

φWWW = φP−3
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

h+
9
2

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2− 9
2

∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h3 + · · ·

(3.1)

Os valores de γ1
e e γ2

e são também recalculados em função de expansões em série de Taylor em
torno de xP. Estas equações ficam da seguinte maneira:

γ
1
e =α

1
e

φP +
1
2

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

h+
1
8

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2 + · · ·


β

1
e

 ∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

+
1
2

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h+
1
8

∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2 + · · ·


(3.2)

e

γ
2
e =α

1
e

φP +
1
2

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

h+
1
8

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2 + · · ·


β

2
e

 ∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=xP,

t=t+∆t

+
1
2

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h+
1
8

∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣ x=xP,
t=t+∆t

h2 + · · ·


(3.3)

Substituindo as Eqs. (3.1) a (3.3) na Eq. (2.47) e realizando h→ 0 chega-se a equação original
do problema, Eq. (2.1).
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Procedimento semelhante foi feito para cada um dos outros três volumes do contorno e também
para os volumes internos. Para todos estes casos, conclui-se que a formulação é consistente.

É possı́vel obter outras aproximações para o primeiro volume como, por exemplo, uma que não
inclua o termo φEEE e que utilize as duas condições de contorno para determinar os fluxos em xe

e em xw. Neste caso, a consistência da discretização dependeria da ordem de aproximação em-
pregada nas expansões em Séries de Taylor. Testes, que não apresentaremos aqui, demonstraram
isto.

Desta forma, pode-se afirmar que dependendo da metologia empregada para modelar os fluxos
nas faces do volume finito pode-se obter aproximações inconsistentes. Por esta razão, esta análise
é obrigatória para se obter soluções numéricas acuradas.

4 ANÁLISE DE ESTABILIDADE

Uma vez verificada a consistência, a próxima etapa consiste em realizar a análise de estabili-
dade do comportamento do esquema numérico. Nos diversos trabalhos que estes autores tiveram
acesso até o momento e que empregam a Eq. (1.2) foram empregadas formulações totalmente
implı́citas ou semi-implı́citas a modelagem da variação temporal de φ . No entanto, em nenhum
desses trabalhos pode-se encontrar uma análise da estabilidade dos esquemas numéricos apre-
sentados, garantindo que tais formulações são incondicionalmente estáveis, como acontece na
discretização da Eq. (1.1).

A estabilidade é uma condição da solução numérica que estabelece que, para valores finitos de
∆t e h, todo o erro definido como a diferença entre a solução numérica e a solução exata do
esquema numérico, erro de arredondamento, deve permanecer limitado quando o processo de
iteração avança [8].

Definindo-se o erro de arredondamento como:

ε = Φ−φ (4.1)

em que Φ é o valor calculado em computador com precisão infinita e φ é o valor em um compu-
tador real com precisão finita e substituindo φ na equação discretizada para os volumes internos,
chega-se a:

APε
θ
P = AW ε

θ
W +AEε

θ
E +AWW ε

θ
WW +AEEε

θ
EE +SP (4.2)

com εθ = θε +(1−θ)ε0, e 0≤ θ ≤ 1, e os valores de AP, SP dependem do valor de θ .
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Neste trabalho o método empregado para a análise de estabilidade foi o método de von Neu-
mann [27]. Inicialmente, o erro ε é expresso em cada um dos volumes finitos utilizando-se as
seguintes equações:

εP = eα(t+∆t)eiKxP ; ε
0
P = eαteiKxP

εW = eα(t+∆t)eiK(xP−h) ; ε
0
W = eαteiK(xP−h)

εE = eα(t+∆t)eiK(xP+h) ; ε
0
E = eαteiK(xP+h)

εWW = eα(t+∆t)eiK(xP−2h) ; ε
0
WW = eαteiK(xP−2h)

εEE = eα(t+∆t)eiK(xP+2h) ; ε
0
EE = eαteiK(xP+2h)

(4.3)

A seguir são apresentados os resultados da análise de estabilidade para as três aproximações mais
populares empregadas na modelagem da variação de φ com o tempo.

4.1 Formulação Totalmente Implı́cita

Para esta formulação tem-se que θ = 1. A equação discretizada Eq. (2.8) é reescrita como:

APεP = AW εW +AEεE +AWW εWW +AEEεEE +SP (4.4)

em que os coeficientes AP e SP são definidos pela Eq. (2.9) e os demais coeficientes pela
Eq. (2.10).

Substituindo os valores de ε adequados da Eq. (4.2) na equação anterior, e fazendo as
simplificações usuais [27], e, por fim, definido-se o fator de amplitude como:

G =
εP

ε0
P

(4.5)

chega-se a seguinte expressão:

G =
3

3+14
λ2∆t
h2 +48

λ4∆t
h4

(4.6)

Considerando que a condição de estabilidade é |G| ≤ 1 tem-se que tal condição sempre será
satisfeita, visto que λ2 ≥ 0 e λ4 ≥ 0.

Com o resultado acima pode-se confirmar que a formulação totalmente implı́cita é
incondicionalmente estável para a discretização da Eq. (1.2).

4.2 Formulação Explı́cita

Para esta formulação tem-se que θ = 0. A equação discretizada pode ser escrita como:

APεP = AW ε
0
W +AEε

0
E +AWW ε

0
WW +AEEε

0
EE +SP (4.7)
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em que os coeficientes AP e SP são definidos pela Eq. (2.12) e os demais coeficientes pela
Eq. (2.10).

Novamente, substituindo os valores de ε adequados da Eq. (4.2) na equação anterior e realizando-
se uma série de simplificações usuais desta metodologia chega-se a:

G = 1− 7
3

λ2∆t
h2 −8

λ4∆t
h4 (4.8)

Figura 1: ∆t para se obter uma solução estável em função de h para três valores de λ2/λ4.

Para satisfazer a condição de estabilidade para este caso tem-se que:

∆t ≤ 3h4

7λ2h2 +24λ4
(4.9)

ou seja, esta formulação é condicionalmente estável.

Este resultado é ligeiramente diferente do que é habitualmente encontrado na literatura para a
equação da difusão clássica, isto é,

∆t ≤ h2

2λ2
(4.10)

e, como se pode observar, fazendo-se λ4 = 0 na Eq. (4.9) não se obtém a Eq. (4.10). Isto se
dá porque a Eq. (4.10) foi definida empregando-se uma aproximação de 2a ordem para o termo
∂ 2φ

/
∂x2 e a utilizada neste trabalho foi uma aproximação de 4a ordem, como explicitado na

Eq. (2.6).
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A Figura 1 apresenta o comportamento de ∆t calculado segundo a Eq. (4.9) em função de h
para três valores da relação λ2/λ4 distintos. Os valores obtidos para o caso em que λ2/λ4 =

10−4 diferem minimamente dos obtidos para λ2/λ4 = 1 e, por esta razão, suas curvas estão
sobrepostas.

Nestes três casos, como seria de se esperar, quanto menor for o valor de h, menor é o ∆t necessário
para se obter uma solução estável.

Observando na Figura 1 conclui-se que para h = 0,01 tem-se ∆t < 10−10. Valores de ∆t desta
magnitude certamente inviabilizam o uso desta formulação, pois seria necessário um tempo
computacional exorbitantemente alto.

Por fim, tem-se uma discreta diferença para o caso em que λ2/λ4 = 104, isto é, para problemas
que se aproximam da equação de difusão clássica. Esta diferença aparece nos casos em que h
é grande. Mas, mesmo assim, a conclusão que se pode obter da Figura 1 é que valores de ∆t
que permite uma solução estável são tão pequenos que soluções totalmente implı́citas, que não
possuem limites dos valores de ∆t, levarão bem menos tempo computacional para resolver o
mesmo problema.

4.3 Formulação de Crank–Nicolson

No texto não foram apresentados os coeficientes para quando θ = 1/2, isto é, para a formulação
de Crank–Nicolson [5]. Contudo, por ser relativamente comum nos livros de solução numérica
de equações diferenciais, também será apresentada a parte final da demonstração de estabilidade
para essa formulação.

Seguindo o mesmo procedimento apresentado anteriormente chega-se a expressão do fator de
amplitude para esta formulação em especial:

G =
7

λ2∆t
h2 +24

λ4∆t
h4 −3

7
λ2∆t
h2 +24

λ4∆t
h4 +3

(4.11)

Para ser estável tem-se que |G| ≤ 1 e, como pode ser facilmente determinado, tem-se que esta
condição é sempre satisfeita, independentemente do valor de ∆t, logo a formulação de Crank-
Nicolson é, também, incondicionalmente estável.

5 COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES

Neste trabalho apresentou-se uma formulação para Volumes Finitos da equação de difusão de
fluxo bimodal proposta por Bevilacqua e colaboradores [3, 4].

A EDP que governa tal fenômeno, Eq. (1.2), possui um termo com uma diferencial de 4a or-
dem. Diferenciais desta ordem não são usualmente encontradas em equações de Fenômenos de
Transporte. Como consequência deste fato, não há muito na literatura sobre como proceder para
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discretizar tais diferenciais no âmbito do Método de Volumes ou Diferenças Finitas, principal-
mente como proceder com os volumes que terão seus fluxos calculados em função das condições
de contorno.

Diferentemente de outros trabalhos congêneres, em que se apresenta somente a equação discre-
tizada para os volumes internos, neste trabalho pode se encontrar a dedução de equações para
todos os volumes do domı́nio.

Outro aspecto importante do trabalho está relacionado com a análise de consistência da equação
discretizada. Ao demonstrar que a formulação apresentada é consistente, se está se assegurando
que a solução numérica gerada por esta formulação possuirá uma acurácia que não seria possı́vel
obter caso a equação discretizada não fosse consistente.

Por fim, foi apresentada uma análise de estabilidade utilizando a metodologia de von Neumann.
Entendem estes autores que este é o resultado mais relevante deste trabalho. As condições de
estabilidade para a equação de difusão clássica são amplamente conhecidas, contudo, para a
equação de fluxo bimodal, Eq. (1.2), esta é a primeira vez que é apresentada, até onde estes
autores puderam determinar.
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Laboratório Nacional de Computação Cientı́fica (2012).

[22] J.F. Vasconcellos, D.C. Knupp & G.M. Marinho. Uma comparação entre o Método de Volumes
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