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RESUMO. Neste trabalho foram desenvolvidos modelos matematicos que permitem simular a produgéo
de mel de uma determinada regido. Esses modelos sdo baseados em equagdes diferenciais ordindrias e
tiveram como ponto de partida o modelo neocldssico de Lucas [23] para o crescimento macroecondmico. Na
determinacdo dos parametros dos modelos foram utilizados métodos numéricos de otimiza¢do ndo linear.
Como resultado da solu¢do numérica do modelo, foram simuladas a produ¢@o de mel de quatro municipios.
Obteve-se, ainda, o indice de tecnologia aplicado a producdo de mel de cada localidade, por um periodo
de onze anos. Por meio desse indice é possivel ordenar as municipalidades em termos de aplicacio de
tecnologia. Essa € uma das razdes desse indice ser um indicador de vital importancia para a gestdo do
agronegocio.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como foco a apicultura, mais especificamente o desenvolvimento de uma
ferramenta matemadtica que permita modelar a producdo melifera em uma determinada regiao,
e seja capaz de fornecer ao gestor do agronegdcio um indicador fundamental para a tomada
de decisdes que visem ao aprimoramento dos fatores produtivos. Os modelos aqui desenvolvidos
analisam a apicultura sob a 6tica puramente econdmica, tendo como base o Modelo de Lucas para
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o desenvolvimento econdmico de longo prazo [23]. Foram construidos a partir da modelagem de
dados de producdo de mel em municipios do Rio de Janeiro, tomados entre os anos de 2001
e 2011, o que permitiu a obtencdo de indice de tecnologia [23] da produgdo de mel relativo a
uma localidade. Tal parametro revela-se um subsidio importante que permite um gerenciamento
mais efetivo, por exemplo, da distribui¢@o de incentivos, com vistas a racionaliza¢io da producdo
local.

Dada a sua abrangéncia, pode-se aplicar a ferramenta desenvolvida a outras modalidades de
producdo e, obedecidas as restri¢des impostas podera ser usada em outras regides, contribuindo
para ganhos operacionais do processo e maior desenvolvimento.

Apesar da multiplicidade de fatores que intervém na produ¢ao melifera, foram utilizadas apenas
duas varidveis no processo de modelagem: a producdo e o capital humano, sendo este dltimo
fator, ao que tudo indica, o principal responsavel pela redu¢cdo do nimero de varidveis na mo-
delagem. Os modelos construidos sdo baseados em sistemas de equagdes diferenciais nio line-
ares. Foram desenvolvidos algoritmos na linguagem Fortran [5], com o objetivo de ajustar os
pardmetros dos sistemas de equagdes, de forma que as suas solugdes estivessem dentro de uma
margem de erro pré-definida dos dados reais de producdo de mel. Para o ajuste, utilizou-se o
método dos minimos quadrados ndo lineares.

Na préxima secdo, serd feita uma breve revisao da literatura, localizando a nossa contribui¢io
dentro do contexto das publicagdes sobre apicultura. A se¢do 3 dara suporte tedrico ao artigo,
tanto do ponto de vista econdmico quanto matematico, localizando-se na se¢dao 4 o método uti-
lizado na solucdo dos sistemas de equagdes que tratam do modelo desenvolvido e do aporte
computacional empregado. As duas dltimas se¢des mostram alguns resultados obtidos, e nelas
sdo discutidas as contribui¢des desta pesquisa.

2 REVISAO DA LITERATURA

De acordo com Gongalves [13], sdo diversas as linhas de investigacdo que tém a apicultura como
seu objeto, desde técnicas de manejo até a biologia das abelhas. Dentro desse contexto, mo-
delos matematicos vém sendo utilizados nessa drea desde longa data. Por exemplo, o nimero
de crias em uma colmeia ao longo do ano foi modelado por Rowland e McLellan ja em 1982.
No mesmo trabalho, os autores mencionam um modelo mais antigo, cuja complexidade eles ha-
viam aprimorado [28]. Em periodos mais recentes, pode-se encontrar o uso tanto de modelos es-
tocdsticos quanto deterministicos, em particular aqueles baseados em equagdes diferenciais, para
modelar, por exemplo, a dindmica e estrutura populacional de colmeias [6, 10,20, 33]; sanidade
apicola [8, 18,30] e o manejo apicola [11].

Na perspectiva econdmica, varios sio os trabalhos encontrados na literatura que utilizam modelos
matematicos na avaliagdo da viabilidade do agronegdcio apicola em determinada regido. Sao
esses os modelos que mais se adequam ao contexto de aplicagdo deste trabalho, qual seja, o que
relaciona varidveis econdmicas e producdo de mel em certa localidade, ao longo do tempo.
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Para estimar o potencial econdmico da apicultura em certa regido, por exemplo, varias pesquisas
ocuparam-se de avaliar o indice de tecnologia dessa modalidade produtiva, bem como fatores
que o balizavam [4, 19,21,25,26]. Em geral, esses trabalhos fizeram um levantamento socioe-
condmico dos apicultores de certa localidade, baseando-se em alguma técnica de amostragem.
Através de métodos de regressdo, buscavam determinar a relagdo entre os fatores relacionados
a producdo e o indice de tecnologia ji calculado. Como tais processos demandavam de um le-
vantamento prévio de informacdes a respeito dos apicultores e da producdo, os pesquisadores
viram-se na dependéncia de informagées nem sempre disponiveis, obrigando-os, como alterna-
tiva, a fazerem eles mesmos tal levantamento. Trabalhos de grande escala tornavam-se assim
proibitivos, exceto se existissem informag¢des que disponibilizassem esses dados, como censos.
Além disso, a implementac¢do do método e os testes de significAncia necessarios podem compli-
car sobremaneira o seu uso (problemas de autocorrelacdo, heterocedasticidade e normalidade,
dentre outros).

Um exemplo de modelagem de interesse ao nosso caso foi a desenvolvida na Turquia, aplicada a
producdo de mel e cera [9]. Com base numa fun¢do de Cobb-Douglas, utilizou-se, para esses dois
produtos apicolas, a andlise de séries temporais de valores de produgdo entre 1936 e 2012. Ap6s
linearizarem as func¢des de produgdo propostas, os autores aplicaram o método dos minimos
quadrados e ajustaram os parametros, supondo que os residuos pudessem ser modelados pelo
ARMA (Modelo Auto-regressivo de Médias Moveis). Ao final, foram relacionados os parametros
encontrados para ambas as produgdes.

Os modelos matemadticos desenvolvidos no presente trabalho permitem avaliar o indice tec-
noldgico de certa localidade, a partir apenas de dados de produg@o de mel ao longo do tempo.
Conhecidos os dados de producdo, tais modelos revelam-se vantajosos. No caso, foi modelada a
producgédo de mel de municipios do estado do Rio de Janeiro, também utilizando uma fungio de
Cobb-Douglas. As séries temporais utilizadas compreendem periodos de onze anos entre 2001
e 2011. Os parametros avaliados sdo basicamente os mesmos do estudo na Turquia, como o
indice de tecnologia. As metodologias empregadas, no entanto, diferem bastante: as ferramen-
tas matemadticas aqui utilizadas sdo sistemas de equacdes diferenciais ordindrias, sendo que os
parametros sdo estimados langando-se mao de técnicas numéricas de otimizagao.

3 OS MODELOS

Esta secao serd dividida em duas partes. Na primeira serd feita uma breve descri¢do do modelo
econdmico que serviu como base aos modelos construidos no presente trabalho. Na segunda
procede-se a construg¢do dos modelos propriamente ditos.

3.1 O Modelo de Lucas para o Crescimento Economico

O presente trabalho teve como base o modelo para o crescimento macroecondmico de Lucas [23].
Esse modelo tem como substrato a ideia de que o crescimento tem como motores forcas inerentes
ao processo produtivo. De acordo com a referéncia [29], ndo sdo tecnologias exdgenas sobre

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)



212 MODELOS MATEMATICOS, SIMULAGAO DA PRODUGAO...

as quais o mercado ndo tem nenhum controle que comandam o crescimento, mas sim forgas
econdmicas enddgenas aos sistemas de mercado descentralizados.

Algumas concepg¢des econdmicas pregavam que o capital humano!

é um fator gerador de cres-
cimento, como a tecnologia e o capital fisico, acumuldvel como este ultimo e tendo forte
determinagdo exdgena. Ao contrario, para Lucas [23], o capital humano é um fator endégeno ao
processo produtivo, que produziria efeitos positivos para o crescimento econdmico. O individuo
acumularia capital humano e competéncias de maneira andloga a aquisicdo de conhecimento
técnico: ele utilizaria o conhecimento ja existente para adquirir novos conhecimentos e, portanto,

mais capital humano. Além disso, o capital humano pode ser apropriado pelos individuos [16].

Os pressupostos do modelo de Lucas sao os seguintes:

(i) A economia em que o modelo se baseia é fechada a competitividade externa.

2

(ii) Os agentes econdmicos agiriam segundo a Hipétese das Expectativas Racionais” e a

tecnologia produziria retornos constantes>.
(iii) Em determinado instante, a mao de obra apresenta uma taxa de crescimento exdgena.
(iv) A economia gira em torno de apenas um produto.
(v) O capital é proporcional ao nimero de individuos produtivos.

(vi) Por hipédtese, a economia trabalhada é fechada.

Dessa forma, como condi¢@o de equilibrio macroecondmico, impde-se que a producio agregada
€ igual a demanda agregada [17]. A seguinte equacdo diferencial descreve essa condi¢do de
equilibrio [23],

ax (o)

N(t)e(r) + =A()K*(1)N'~%(r), (3.1)

onde o lado esquerdo da igualdade corresponde a Demanda Agregada e o lado direito da igual-
dade corresponde a Producéo Agregada. Também, N(¢) é a mdo de obra disponivel no instante f;
¢(t) é o consumo per capita; K(t) é o capital fisico; A(r) > 0 é o indice de tecnologia aplicado a
producao, todos relativos ao instante ¢. Por fim, & € o coeficiente de elasticidade da produgdo em
relag@o ao capital fisico.

Considerando o capital humano um fator determinante na producéo, se h(r) é o capital hu-
mano per capita, sendo o mesmo para todos os trabalhadores no instante #, valerd a igualdade,

I'Neste trabalho, o capital humano sera considerado o conjunto de habilidades apresentadas por um trabalhador em certo
instante.

2Segundo Dathein [7], os agentes econdmicos satisfazem a Hipétese das Expectativas Racionais quando sdo formadas suas
expectativas e estratégias de agdo segundo as informagdes disponiveis, ndo havendo margem para erros sistematicos. Essa
hipétese € relaxada para o Modelo B, apresentado mais adiante.

3Retornos constantes de tecnologia significam que os ganhos de certa economia sdo diretamente proporcionais  sua
tecnologia.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)



AQUINO, VERA-TUDELA, BASTOS, VENTURA e OLIVEIRA 213

H(t) = h(t)N(t), onde H(t) é o capital humano total presente nessa economia, nesse instante.
Dessa forma, a equacdo 3.1 pode ser reescrita como [23],

dK(r)

- = AK* () [u(t)H ()]~ %Rl (1), (3.2)

N(t)c(t) +

onde u(t) é a porcentagem da forca de trabalho empregada na produgéo no instante f, enquanto
hl,(¢) descreve os efeitos do capital humano médio sobre os fatores de produgio, que independe
de decisdes individuais de acumulacdo de capital. Esse fator mede os efeitos externos do capi-
tal humano, todos no instante f. Note-se que, na equagdo anterior, o indice de tecnologia A é
considerado constante no curto e no médio prazo [23].

Para a variagdo do capital humano, o mesmo autor propde a equagdo 3.3

) _ Gt —u(e) (o), (3.3)
dt
em que G é uma fungio crescente com G(0) = 0 e I —u(t) é a porcentagem da forga de trabalho
aplicada na formacao de mais capital humano, no instante ¢. Lucas observa que, se ¥y < I, existem
retornos decrescentes a acumulacao de capital humano. Isso implicaria que a taxa de acumulagdo
de capital humano tenderia a zero, ndo importando o esfor¢o dedicado a sua acumulagdo. Devido
a isso, ele resgata o modelo de Uzawa [31], onde esse autor trabalha com uma fun¢do G que é
linear em 7 —u(t) e, na qual, ¥ = I. Esse modelo possui crescimento sustentado da renda per
capita derivado apenas de uma acumulagdo endégena do capital humano. Portanto, a variagdo do
capital humano no modelo de Lucas fica descrita pela equacdo 3.4
dh(r)

= = B(L—u(0)h(r), (34

na qual B > 0 € o indice de tecnologia na producdo de capital humano.

3.2 A Construcao dos Modelos

O modelo que serd proposto a seguir tem os mesmos pressupostos do Modelo de Lucas, apresen-
tado na secdo anterior. Como esses modelos sdo originais, serd feita a deducao dos mesmos. As
equacdes utilizadas serdo as equacdes 3.2 e 3.4.

E importante ressaltar que as equagdes do Modelo de Lucas foram escolhidas como base para
o trabalho aqui desenvolvido pelas seguintes razdes: conseguem descrever a evolucio de econo-
mias ao longo do tempo e, com algumas simplificagdes, é possivel chegar a uma equacdo que
tenha como variavel a producdo. Outra razdo para a adocao dessas equagdes foi considerar a im-
portancia do capital humano para a evolucio econdmica. Por outro lado, segundo Lorenzén [22],
toda a producdo de mel do Estado do Rio de Janeiro é consumida no préprio estado satisfazendo,
portanto, um dos principais pressupostos do Modelo de Lucas que estabelece que a economia em
foco é fechada. Outrossim, apesar do modelo de Lucas ter como fun¢do precipua a descrigao de
uma economia no sentido macroecondmico, ele ¢ microfundamentado [1]. Isso significa que ele
também € util para descrever fendmenos microecondmicos, como no caso deste estudo.
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O modelo empregado no presente trabalho tem como foco a produgdo, ou seja, é baseado na
oferta, conforme [24]. Portanto, a parcela referente ao consumo na equacao 3.2 pode ser descon-
siderada. Além disso, o fator hq(f) no segundo membro da mesma equagio refere-se ao efeito
do capital humano sobre a economia como um todo. Da mesma forma que [31], para efeito de
simplificagdo vamos assumir ¥ = 0 , o que produzira h}, (=1

As equagdes 3.2 e 3.4 ficam da forma seguinte,

dK

_ o 1-a
o = AR uH], (3.5
dh
= = B(—wh, (3.6)

onde a varidvel ¢ foi omitida por questdo de simplicidade. Esse procedimento serd adotado daqui
para a frente.

Por outro lado, como a apicultura é uma atividade nao intensiva de mao de obra, por ser baseada
em pequenos produtores e na agricultura familiar, pode-se considerar que ‘il—l:] =0, ou seja, a
variacao da mao de obra € desprezivel ao longo do tempo [12]. Como H = hN, a variavel i pode
ser explicitada como: h = % Portanto, ao se substituir 4 na equagdo 3.6, obtém-se a seguinte

igualdade:
1 dH H
—(—)=B(1—u)—. 3.7
S =B -0 67
Usando o fato de que N € uma constante ndo nula, ela pode ser cancelada nos dois membros da

equacdo 3.7 obtendo-se:

dH
o =B(1—u)H. (3.3)

O modelo que serd utilizado aqui serd deduzido a partir das equacgdes 3.5 e 3.8.

Seja P = P(t) a producdo no instante . De acordo com Varian [32], o segundo membro da
equacdo 3.5 é a fungdo de produgio de Cobb-Douglas P(f) = AK%(uH)'~%, que pode ser
reescrita da seguinte forma:

P =AK%u'"*H'"?, (3.9)

Expressando K em fungdo de P na equagdo 3.9 e derivando ambos os membros da igualdade
obtida em funcdo de ¢, obtém-se:

1 - a—1
dK 1LdPo a-1 _a-1 L 1du @ a1 1 1 a1dH o
A e— yaHa LA aPa— Ha LA aPay a — 3.10
dt ar " + dt * ! r (3.10)
onde foi utilizado que o indice de tecnologia A é constante.
Ap6s desenvolver as derivadas no segundo membro da equacdo 3.10 e lembrando que das

equacdes 3.5 e 3.9 tem-se que %{ = P, pode-se escrever:

P= lA—aipé—lua%H% +(7a_1)A—éP$@u%H%+
a t a dt

1 1 a1 =1
(—)A @Pay‘s ——Ha. (3.11)
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Multiplicando-se os dois membros da equagdo 3.11 por aP’ ~GAwua H'a" e efetuando as

simplificacdes, a seguinte igualdade € obtida:
dpP P dH P du 2a-1 1 I—a
—+(o—1)=—+(a—1)——=0P o« Aa(uH) @ . 3.12
dt+( )Hdt+( )udt (uH) (3.12)
Considerando Hp o capital humano utilizado na producao de mel, como u é a porcentagem do
capital humano utilizada na producio, vale que u = %. Se os dois membros dessa igualdade

forem derivados, segue que:
- (3.13)

Como a apicultura € desenvolvida ainda com dificuldade no pais e basicamente por pequenos e
médios apicultores, o capital humano aplicado a produgdo pode ser considerado constante, o que
significa que d‘% pode ser aceito como nulo. Portanto, segue da equagado 3.13 que:

1dH  1ldu
Hdt  udt
Das equagdes 3.12 e 3.14 pode ser deduzida a igualdade,
dpP
i
que € a equagdo que relaciona produgdo e capital humano a ser adotada.

(3.14)

-  20—1

aA@ (uH)' @ PYE (3.15)

Escrevendo as equacdes 3.15 e 3.8 em um mesmo sistema:

Pl R
% = QA< (uH) o« P~ a

(3.16)

4 — B(1-u)H

que serd um dos modelos trabalhados aqui.
Para que se leve em consideracdo, na equagdo 3.16, a possibilidade de a producdo P ser de-
crescente em certo intervalo de tempo, serd introduzida a produgcdo média, P,,.q no instante ¢,

definida como: Pl
I3
Pmed(t) = (_1)”1\77@»

em que N, € o nimero médio de trabalhadores na producdo no instante ¢, sendo  par, se a

(3.17)

produgdo for crescente no instante ¢ e impar, se a produgao for decrescente em dado instante.
Introduzindo a varidvel P,,,; como fator no segundo membro da equacdo 3.16 de producio, apds
efetuar-se os célculos devidos obtém-se o outro modelo matematico a ser trabalhado. O mesmo
assume a seguinte forma:

)i I—a 3a-1
ap _ a(-NHA®(wH) @ P, 9
dr T Nop
(3.18)
4 —B(1—u)H

E importante ressaltar que todas as grandezas presentes nas equagdes 3.16 e 3.18 serdo trabalha-
das em délares. Esse procedimento garante a homogeneidade dimensional das mesmas e elimina
possiveis efeitos de inflacdo. Outro ponto a ser destacado é que, daqui para a frente, as equacdes
3.16 serdao denominadas Modelo A. Por seu turno, as equacdes 3.18 serdo o Modelo B.
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4 METODOLOGIA EMPREGADA

Nas se¢des seguintes, serd apresentada a metodologia empregada na solu¢do dos modelos ma-
tematicos. Na primeira delas serd descrito o método utilizado na busca de solucdes dos mes-
mos, assim como serd apresentado o solver utilizado nessa tarefa. A segunda delas descreve, em
detalhe, o processo de valida¢do dos modelos.

4.1 A Busca por Solucoes dos Modelos

Na busca do melhor ajuste para os modelos com equacdes 3.16 e 3.18, utilizou-se o método
dos minimos quadrados ndo linear. Nesse caso, dadas condi¢des iniciais para a produgdo e
capital humano, foram procuradas solu¢des aproximadas para os problemas de valor inicial
correspondentes. Essas solu¢des deveriam ser tais que, somas do tipo:

Umax

Y 1t m) — 2113, 4.1
i=1

devessem ser menores que uma margem de erro pré-estabelecida, para um determinado vetor m
de parAmetros dos modelos. No caso, x(t,m) = (x;(t,m),x2(¢,m)) é o vetor cuja primeira com-
ponente € a producdo de mel e a segunda componente € o capital humano para valores da variavel
t entre fyin € tyqy. Mais ainda, £ = (£7;,%2;) para I <i < i,q s30 vetores nos quais a primeira
componente e a segunda componentes sdo valores conhecidos da produgao e do capital humano
nos instantest;.

O algoritmo utilizado para solucionar o problema de minimos quadrados ndo lineares, equacdo
4.1, baseia-se em regides de confianga, sendo livre de derivadas. Ele é denominado BOBYQA
(Bounded Optimization by Quadratic Approximations), tendo sido programado em Fortran 77
[27]. Trata-se da extensdo de um programa anterior desenvolvido pelo mesmo autor, que
modificou este dltimo para adapta-lo a problemas com restri¢des do tipo caixa.

Algumas caracteristicas bdsicas do BOBYQA s@o as seguintes [2]:

(a) O menor valor r entre o raio da regido de confianga e o raio do conjunto de pontos inter-
poladores € escolhido. Isso é feito de modo que os pontos interpoladores estejam sufici-
entemente distantes, a fim de evitar a influéncia de erros nos valores da funcio objetivo.
Portanto, o critério de mudanca do raio da regido de confiangca em passos consecutivos do
algoritmo obedece a uma estratégia refinada.

(b) O algoritmo tenta construir modelos quadraticos apropriados utilizando menos dados que
os algoritmos tradicionais baseados em regido de confianca. Supondo que um modelo

L k(k+1 . . , . .
quadrético my, tenha % coeficientes a determinar, esse numero ficaria muito elevado

para problemas com dimens@o alta.

(¢) o BOBYQA emprega uma adaptacdo do método do gradiente conjugado para regides de
confianca, a fim de minimizar a forma quadratica nessas regioes.
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(d) o BOBYQA ¢ aplicado a fungdes objetivo do tipo “black box”, isto €, fun¢des cujos valo-
res sdo resultados de uma subrotina. Nao € exigida a existéncia de derivadas para funcdo
objetivo.

O algoritmo desenvolvido neste trabalho realiza o ajuste dos parametros dos sistemas de equagdes
diferenciais que compdem os modelos A e B. Esse algoritmo foi escrito na linguagem Fortran 95
e compilado usando-se o software de cddigo aberto Gfortran.

4.2 A Validacao dos Modelos

A validacdo dos modelos teve duas etapas:

4.2.1 Etapal

Nesta etapa fez-se o ajuste do Modelo B, com atribui¢do de valores aleatérios aos parametros
o, A, B, u € N,p, dentro dos intervalos expressos na equagao 4.2. Tais valores foram gerados no
Matlab ™ sendo utilizadas apenas fungdes basicas do ambiente como, por exemplo, a fungio
rand. Esta fun¢do gera nimeros uniformemente distribuidos no intervalo [0, I]. Atribuidos os
valores aos parametros, efetuou-se a resolucio do sistema de equagdes correspondente, do qual
foram obtidos dados gedanken* de producdo e capital humanos para os 11 anos abordados neste
estudo. Esses valores foram gerados sem ruido. No caso, foram obtidos 73 conjuntos de dados
simulados. E importante observar que o intervalo mdximo de 11 anos foi escolhido, a principio,
pela estabilidade apresentada, em testes preliminares, pelo algoritmo do Gradiente Conjugado
ndo linear nessa margem de anos. Prefiriu-se, entdo, manter a mesma margem de anos para o
BOBYQA.

Apés serem obtidos os 73 conjuntos de dados simulados (gedanken), o algoritmo correspon-
dente ao Modelo B foi aplicado a esses conjuntos de dados. Efetuou-se, entdo, a recuperagao dos
cinco pardmetros o, A, B, u € N,,. Nido foram adicionados ruidos a essas recuperacoes, sendo
selecionado desses conjuntos, pelo interesse desse trabalho, o que melhor forneceu o indice de
tecnologia A. Chame-se atencdo ao fato de tal pardmetro ndo ter se mostrado um parametro de
facil recuperagdo’. Os valores correspondentes de capital humano, desse conjunto que forneceu
a melhor recuperacio do parimetro A, foram utilizados na validacio dos modelos A e B. Isso
ocorreu quando da verificacio de seus ajustes aos dados reais de produgao.

4Dados gedanken significam, no presente contexto, dados simulados.

SA dificuldade de recuperacio do parimetro A sugeriu, também, que o critério adotado poderia possibilitar boas
recuperagdes de alguns dos demais parametros, quando dos ajustes feitos utilizando-se dados reais.

°E importante lembrar que a segunda etapa, que consiste da recuperagdo dos pardmetros o, A, B, u que melhor ajustem os
modelos a um conjunto dado de valores reais de produg@o necessita, para ser executado, de um conjunto de valores de
capital humano obtido dentro de certa razoabilidade. No entanto, € reconhecida, na literatura, a dificuldade de avaliagdo
do capital humano na medida que, em geral, ocorrem problemas de coleta, acesso e qualidade dos dados obtidos. Além do
mais, hd dificuldade no estabelecimento de proxies eficientes que permitam estabelecer uma conexao entre as varidveis
que constituem o capital humano e as informagdes disponiveis [3].

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)



218 MODELOS MATEMATICOS, SIMULAGAO DA PRODUGAO...

Tanto no processo de se gerar os dados gedanken quanto na validagdo dos modelos, os parametros
foram escolhidos como pertencentes aos seguintes intervalos:

O<a<lI

2<A<LI0

0<B<I “4.2)
O<u<l

0 <Ny <10

Na aplicacdo do algoritmo, os valores iniciais dos pardmetros foram escolhidos como sendo os
pontos médios dos intervalos da equagao 4.2. A Figura 1 representa os passos na obtencao dos
dados na Etapa 1.

Valores aleatrios dos Conjunto de dados simulados de

parametros a«, 4, B, u e N, produgio e capital humanos
gerados no MatLab sdo correspondentes ao valor do pardmetro
inseridos no Modelo B 4 melhor recuperado.

Conclusio da

Cujo sistema de
etapa

equacgdes resolvido
produz...

73 conjuntos de valores
recuperados de a, 4, B, u e
Dados simulados de Que levados ao N,

produgéo e capital humano Modelo B

original
produzem ....

Figura 1: Diagrama que representa os passos da Etapa 1.

4.2.2 Etapa2

A segunda etapa do processo de validacdo dos modelos utilizou dados de producdo de 4 mu-
nicipios do estado do Rio de Janeiro. Esses municipios foram selecionados de forma a terem uma
produgdo préxima a produciio média das microrregides geograficas onde estdo inseridos [14].

Para o ajuste dos modelos a esses municipios, foram considerados os valores do capital humano
pertencentes ao conjunto de dados gedanken que forneceu melhor recuperagdo do pardmetro
A, que corresponde ao indice de tecnologia. No caso, foi considerado que todos os municipios
apresentam, em média, esses mesmos valores de capital humano, ao longo do tempo. Os dados
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de produgdo foram obtidos do banco de dados SIDRA do IBGE [15]. Foram considerados 11
anos de producdo de mel de cada um dos municipios selecionados, no periodo de 2001 a 2011.

Ao se verificar se determinado modelo teve um bom ajuste aos dados de producdo de certo
municipio, foram dados como entrada no programa desenvolvido no presente trabalho conjuntos
de 22 dados: os 11 primeiros dados correspondendo a produgdo de 2001 a 2011 dos municipios.
Os 11 ultimos correspondem aos dados gedanken do capital humano recém-mencionado.

Foram considerados bons ajustes de todos os conjuntos de pardmetros recuperados por um dos
modelos, que produziram solucdes que estavam a uma margem de erro relativo de 30% dos
valores reais de producdo dos municipios. Os municipios selecionados foram Itaguai, Itaocara,
Pirai e Sdo Pedro da Aldeia. Foi também aplicado um teste de ndo decrescimento aos dados
de producio’. Esse teste foi realizado no sentido de verificar, preliminarmente, se os dados se
ajustariam melhor ao Modelo A. Cabe lembrar que esse modelo, por ser mais préximo do modelo
neoclassico do qual derivou, tendeu a reproduzir melhor variagcdes de produgdo ndo decrescentes.

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, serdo apresentados detalhes da modelagem da producdo de mel dos quatro municipios
estudados. Dentre estes, foram observadas melhores recuperacdes com o Modelo B em oito
municipios. O Modelo A forneceu melhores ajustes em apenas trés casos. Os dois modelos
ajustaram-se bem em dois casos. Em cinco casos nenhum dos dois modelos forneceu bons
ajustes.

A titulo de exemplo, serdo apresentados quatro casos em que houve bons ajustes de, pelo menos,
um dos modelos.

5.1 Sao Pedro da Aldeia

A Tabela 1 mostra os dados de produgdo e as respectivas recuperacdes obtidas pelos dois modelos
A e B. O teste de ndo decrescimento da produ¢do mostrou que, em mais de 70% dos casos, ndo
houve decrescimento da producio em intervalos de tempo consecutivos. Como se pode observar,
a média e o desvio padrio dos dados recuperados pelo Modelo A estdo bem préximos da média
e do desvio padrdo dos dados de producdo. O que ji ndo acontece com o Modelo B. Todos esses
fatores juntos apontam que o Modelo A forneceu o melhor ajuste.

Nas Tabelas a seguir ¢ € o Desvio Padrio.

O griéfico da Figura 2 ilustra o melhor ajuste do Modelo A.

70 teste de ndo decrescimento consistiu, basicamente, na testagem da diferenca entre os valores de produgdo gerados em
anos consecutivos. Como saida, ele fornecia o porcentual das diferengas que eram maiores ou iguais a zero.
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Tabela 1: Dados de Producdo (DP) e Dados Recuperados (DR) dos Modelos A e B, com
respectivos erros relativos (ER) para o Municipio de Sdo Pedro da Aldeia.

Anos Modelo A Modelo B
DP DR ER DR ER
1 0.180570  0.180570 0 0.180570 0
2 0.823848 0.828933  0.006172 0.378771  0.540241
3 1.228838 0.914721 0.255621 0.678764  0.447637
4 1.227106  0.997565 0.187059 0.347307 0.716970
5 0.196717 1.080114 4.490700 0.102661 0.478126
6 1.151950 1.164012 0.010470 0.376344  0.673297
7 0.968812  1.250409 0.290662 0.077777 0.919719
8 1.502366  1.340196 0.107943 0.411348 0.726199
9 1.594964 1.434108 0.100852 1.067713  0.330572
10 2.126529  1.532797 0.279202 2.133444  0.003251
11 1.297213  1.636859 0.261827 0.957929 0.261548
Média 1.118083  1.123662 0.610238
c 0.573248  0.403665 0.599813

Producgéo de Séao Pedro da Aldeia de 2001-2011
25 T

Produgao =
Producao Recuperada Modelo A o0
Grafico Produgao Modelo A -~
Produgao Recuperada Modelo B o
2k Gréfico Produgdo Modelo B i

o

Produgaox10**(-4)(US$)

0.5 |

Anos

Figura 2: Ajustes obtidos para o municipio de Sdo Pedro da Aldeia.
5.2 TItaguai

O municipio de Itaguai apresentou os seguintes resultados relativos aos Modelos A e B e seus
ajustes, Tabela 2.
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Tabela 2: Dados de Producdo (DP) e Dados Recuperados (DR) dos Modelos A e B, com
respectivos erros relativos (ER) para o Municipio de Itaguai.

Anos Modelo A Modelo B
DP DR ER DR ER

1 0.626353  0.626353 0 0.626353 0

2 0.768925 0.690634 0.101817  0.727003  0.054519
3 1.039786  0.759260 0.269791  0.839494  0.192627
4 1.106407 0.832421 0.247635  0.839494  0.127821
5 0.740970  0.910317 0.228547  0.832395  0.123386
6 0.831964 0.993155 0.193747  0.972390  0.168788
7 0.878499 1.081150 0.230679  1.129218  0.285395
8 1.216201  1.174528 0.034264  1.304528  0.072625
9 1.215210 1.273521 0.047985  1.119299  0.078925

10 1.476756  1.378372 0.066621  1.314870  0.109622

11 1.534508  1.489332  0.029439  1.534400  0.000000
Média 1.039598  1.019004 1.033176

c 0.300801  0.286347 0.2768154

Producéo de ltaguai de 2001-2011

Produggdo =
Produgao Recuperada Modelo A o
15 Grafico Produgdo Modelo A ——— .
Produgao Recuperada Modelo B o P
14 F Gréfico Producdo Modelo B s i

Produgaox10**(-4)(US$)

Anos

Figura 3: Ajustes obtidos pelos modelos para o municipio de Itaguai.

Nesse caso, o teste de ndo decrescimento mostrou, como no caso anterior, que em mais de 70%
dos intervalos houve ndo decrescimento da produgdo, o que sugeriria um bom ajuste do Modelo
A. No entanto, ambos os municipios obtiveram médias e desvios padrdo proximos a esses mes-
mos valores obtidos para a producao. Isso indica que, na realidade, ambos os modelos obtiveram
um bom ajuste para os valores de produ¢@o desse municipio. Isso estd ilustrado na Figura 3.
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5.3 Pirai

No caso desse municipio, o Modelo B forneceu um ajuste melhor que o Modelo A. Isso pode ser
ilustrado observando-se a Tabela 3.

Tabela 3: Dados de Producdo (DP) e Dados Recuperados (DR) dos Modelos A e B, com
respectivos erros relativos (ER) para o Municipio de Pirai.

Anos Modelo A Modelo B
DP DR ER DR ER

1 2.116060  2.116060 0 2.116060 0

2 3.099502 2.268530 0.268098 2.867488  0.074855
3 3.906287 2.472101 0.367148 2.867488  0.065507
4 3419805 2.733617 0.200651 2.866551 0.161779
5 2.045866 3.058736  0.495081 2.114038 0.033321
6 2.687884 3.452760 0.284564 2.865370  0.066032
7 3.001347 3.921591 0.306610 3.648201 0.215521
8 4576493 4472449 0.022734 4.457576 0.025984
9 5.101353  5.114330 0.002543 5.289998  0.036979

10 6.248748  5.858288  0.062486  6.142853  0.016946

11 7.021722  6.717645  0.043305 7.014106  0.001084
Média  3.929551 3.835100 3.912057

c 1.640778  1.538885 1.633150

No caso desse municipio, deve-se observar que a média e o desvio padrdo do Modelo B estdo
quase idénticos a esses mesmos valores obtidos para a produgdo. E importante notar que a média
e o desvio padrio obtidos para o Modelo A tém uma pequena discrepancia em relagdo aos valores
correspondentes de produgdo. Isso indica que o ajuste obtido pelo Modelo A n@o foi ruim. No
entanto, como a média e o desvio padrdo do Modelo B estdo mais préximos da média e o desvio
padrdo para a produgao, o ajuste do Modelo B foi considerado melhor.

O teste de ndo decrescimento indicou o bom ajuste do Modelo A, pois os intervalos de ndo
decrescimento da produg@o foram da ordem de 82%. A Figura 4 ilustra esses fatos.

5.4 Itaocara

Para o municipio de Itaocara, os dados de producio e os ajustes do Modelo A e do Modelo B
produziram os seguintes resultados, Tabela 4. Para esse municipio, a média e o desvio padrio
da producgao gerada pelo Modelo A estdo mais préximos dos valores correspondentes dos dados
reais de producdo. No entanto, se observarmos o coeficiente de varia¢do (razdo entre o desvio
padrdo e o valor absoluto da média) para os dados gerados pelo Modelo A, ele é da ordem de
33,9%. Ja os dados gerados pelo Modelo B produzem um coeficiente de variagdo da ordem de
48,5%. Este tultimo estd bem proximo do mesmo coeficiente relativo aos dados de produgdo, que
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Produgéo de Pirai de 2001-2011

Produgdo =

7k Produgéo Recuperada Modelo A o
Grafico Produgdo Modelo A -

Produgao Recuperada Modelo B o
65 Grafico Produgdo Modelo B

Produgaox10**(~4)(US$)

Anos

Figura 4: Ajustes obtidos pelos modelos para o municipio de Pirai.

Tabela 4: Dados de Producdo (DP) e Dados Recuperados (DR) dos Modelos A e B, com
respectivos erros relativos (ER) para o Municipio de Itaocara.

Anos Modelo A Modelo B
DP DR ER DR ER

1 1.083423  1.083423 0 1.083423 0

2 1.647697 1.158193 0.297084 1.254384 0.056980
3 2.835780 1.252891 0.558847 1.476390 0.229796
4 1.609320 1.369095 0.149271 1.251973 0.049306
5 0.786871 1.508039 0.916501 1.078798 0.137639
6 1.279945 1.670906 0.305452 1.250998 0.000511
7 1.313643  1.859094 0.415220 1.475269 0.015138
8 1.716989 2.074375 0.208147 1.776709 0.001209
9 1.898766 2.318992 0.221315 2.198423  0.024906

10 2421880 2.595699 0.071771 2.820270 0.027059

11 3.986559 2.907791 0.270601 3.805946 0.002053
Meédia 1.870988 1.799864 1.770235

(o] 0.911499  0.609982 0.857760

¢ da ordem de 48,7%. Esse dado atesta que o Modelo B obteve um melhor ajuste que o0 Modelo
A.
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Assim como no caso do municipio anterior, o teste de ndo decrescimento mostrou uma taxa de
82% de intervalos em que a producdo foi ndo decrescente em anos consecutivos. Apesar da taxa
elevada de intervalos de ndo decrescimento da producio, foi o Modelo B que se ajustou melhor
aos dados de produgdo, como pode-se observar na Figura 5.

Producéo de ltaocara de 2001-2011

Produgédo =
Produgéo Recuperada Modelo A ©
Grafico Produgdo Modelo A -
35 Produgdo Recuperada Modelo B ©
Gréfico Produgédo Modelo B

-4)(US$)

Produgaox10**(

05 L L . L L L L L L

Anos

Figura 5: Ajustes obtidos, por ambos os modelos, para a producdo de Itaocara.

5.5 Contribuicao para a pesquisa

Uma das contribui¢des do presente trabalho € a possibilidade de obtengao do indice de tecnologia
de uma determinada localidade como pardmetro de ajuste dos modelos, por um periodo de onze
anos. Os valores desses parametros permitem ordenar os municipios segundo a sua produtividade
na produgdo de mel. Este seria um elemento importante para a tomada de decisdes do gestor
do agronegdcio, contribuindo para, por exemplo, a alocagdo de recursos em municipios que se
mostrassem menos produtivos em certo periodo.

No caso dos municipios tomados como exemplo, a Tabela 5 os estratifica, do mais produtivo ao
menos produtivo, segundo os valores obtidos para o pardmetro A dos modelos. Esses parametros
correspondem ao indice de tecnologia dessas localidades, por onze anos.

6 CONCLUSOES

O presente artigo traz a luz, mais uma vez, a importancia da modelagem no tratamento de aspec-
tos complexos da realidade. Utilizando-se apenas métodos numéricos para o ajuste dos modelos
aos dados de produgdo de quatro municipios do Rio de Janeiro, agregando-lhes dados simu-
lados de capital humano (veja a secdo 4.2), conseguiu-se obter um perfil da producio nessas
localidades.
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Tabela 5: Indice de tecnologia dos municipios.

Municipio Indice de Tecnologia A
Sao Pedro da Aldeia 9.319440
Pirai 6.079417
Itaguai 5.998481

Como se sabe. a producdo de mel é extremamente dependente de fatores ambientais. Esses fa-
tores podem inserir uma certa aleatoriedade no delineamento da producao. Tudo indica que o
peso desses fatores aleatdrios foram mitigados, em certa medida, pela incorporagdo da varidvel
capital humano — isto é, a formagdo e o incremento nas habilidades do produtor — nos modelos
desenvolvidos.

De grande importancia também foi a contribuicdo dada a determinagéo, por meio de um método
alternativo, do indice de tecnologia de uma certa localidade, durante um periodo de onze anos.
Nao havera dificuldade em adequar-se esse intervalo de tempo para um periodo mais conveniente,
deste que é um indicador importantissimo para o gestor do agronegdcio.

ABSTRACT. In this work, mathematical models were developed which allow the simula-
tion of the honey production at a certain municipality. These models are based in ordinary
differential equations and were based on the neoclassical macroeconomic model by Lu-
cas [23] for macroeconomic growth. In the models’ parameters determination, nonlinear
numeric optimization methods were employed. As a result of the numerical solution of the
model, honey production from four municipalities was simulated. It was also obtained the
technology level attained by the honey production of a certain place, by a period of eleven
years. Through this index it is possible to order the municipalities in terms of technology
application. This is one of the reasons why this index is an indicator of vital importance for
agribusiness management.

Keywords: Lucas model, mathematical models, honey production.
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