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Tendências em Matemática Aplicada e Computacional, 21, N. 2 (2020), 229-248
© 2020 Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional
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RESUMO. Uma formulação recentemente desenvolvida para o problema de difusão anômala, a qual em-
prega um termo diferencial de quarta ordem, apresentou em determinadas situações observadas na litera-
tura valores fisicamente irreais em sua solução. Neste trabalho é realizado um estudo do efeito coefici-
ente de difusão secundária visando contribuir para o entendimento do comportamento das soluções nessas
situações. É implementada uma função para representar a variação da parcela sujeita a difusão primária
e secundária, de acordo com a quantidade da propriedade em difusão. É apresentada a formulação para a
solução desse novo modelo pelo Método de Diferenças Finitas. Os resultados obtidos são compatı́veis com
aqueles apresentados em trabalhos anteriores na literatura.

Palavras-chave: difusão anômala, Método de Diferenças Finitas, equação diferencial de quarta ordem.

1 INTRODUÇÃO

A equação da difusão descreve o movimento de matéria, momento ou energia em um meio sujeito
a gradientes de matéria, momento ou energia, respectivamente [12,15,25]. O modelo matemático
classicamente utilizado na modelagem de processos de difusão tem como caracterı́stica básica a
escala linear do deslocamento médio das partı́culas, r, com o tempo, isto é, < r2 >≈ tλ , com
λ = 1 [25].
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Para aquelas situações em que λ 6= 1 têm-se o que se denomina de difusão anômala e há na
literatura diversos modelos, cada qual com caracterı́sticas, aplicações e métodos próprios para
estudá-los [5, 10].

A difusão com retenção é aquela em que o fluxo é menor do que aquele que seria esperado
quando se tem uma escala linear do descolamento com o tempo, isto é, λ = 1. Segundo Si-
mas [20], a difusão com retenção tem sido modelada com três maneiras distintas: incluindo
termos fontes e sumidouros na equação da difusão clássica, como o fez Atsunami [1]; introdu-
zindo um mecanismo de retardo na difusão e ajustando os coeficientes deste mecanismo a partir
de experimentais do problema, como observado em D’Angelo e colaboradores [6]; definindo-se
um coeficiente de difusão não linear e o ajustando a partir de dados experimentais, como o visto
no trabalho de Muhammad [16].

Na área de Transferência de Calor, uma das formas de se similar a retenção do fluxo em um
problema de condução de calor se dá pela inclusão de um termo com derivada segunda no tempo,
como na equação a seguir:

α∇
2T =

∂T
∂ t

+ τ
∂ 2T
∂ t2 (1.1)

em que α é a difusividade térmica, T a temperatura e τ o tempo de relaxação. Quando τ = 0,
recupera-se a equação de condução de calor clássica. Há ainda muitas outras formas para se
modelar a retenção do fluxo de calor, como observado em Tzou [21].

Equações da difusão com derivadas de ordem fracionária no espaço ou no tempo, ou no espaço
e no tempo simultaneamente têm sido utilizadas para modelar processos de difusão anômalas
[2, 25, 26].

Neste trabalho será investigado o modelo de difusão anômala proposto por Bevilacqua e colabo-
radores [3,4], denominado de difusão bimodal ou de difusão bi-fluxo. Diferentemente de muitos
outros modelos de difusão anômala, o modelo de difusão bi-fluxo é um modelo fenomenológico,
isto é, ele foi obtido a partir de equações básicas de Fenômenos de Transporte.

Bevilacqua e colaboradores [3, 4] apresentaram a formulação matemática para problemas de
dispersão considerando um novo parâmetro β que representa a fração de partı́culas capaz de se
difundir e que é igualmente distribuı́da às células vizinhas, enquanto a fração 1−β permanece
retida temporariamente em cada passo de tempo ∆t.

Seguindo esta abordagem, e após uma cuidadosa manipulação algébrica, chega-se a seguinte
expressão:

∂φ

∂ t
= βκ2

∂ 2φ

∂x2 −β (1−β )κ4
∂ 4φ

∂x4 (1.2)

em que φ = φ(x, t) é a variável de interesse, x é a coordenada espacial, t é o tempo, com 0 < β ≤
1. O efeito de retenção, como definido por Bevilacqua et al. [3], está representado na Eq. (1.3)
pelo termo em que há a derivada de quarta ordem. κ2 > 0 é o coeficiente associado ao fluxo
primário e κ4 ≥ 0 ao fluxo secundário.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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Nesta nova abordagem, o processo de difusão está associado a dois fluxos, sejam eles de matéria,
momento ou energia, um correspondente à fração β , denominado fluxo primário e caracterizado
pela derivada de primeira ordem, e outro à fração (1−β ), denominado fluxo secundário e carac-
terizado pela derivada de terceira ordem. Dessa forma, nesta formulação, a equação da difusão é
reescrita, em sua versão unidimensional, como:

∂φ

∂ t
=

∂

∂x

(
κ2β

∂φ

∂x

)
− ∂

∂x

(
κ4β (1−β )

∂ 3φ

∂x3

)
(1.3)

Resultados obtidos da simulação da Eq. (1.3), ou da sua versão em duas dimensões, foram obti-
dos por diversos autores empregando variadas metodologias para solução numérica de equações
diferenciais, tais como o Método de Volumes Finitos [24] para o modelo unidimensional e es-
tacionário, a Técnica da Transformada Integral Generalizada [23] e o Método de Elementos
Finitos [9]. Contudo, em casos já documentados [3, 8, 19], valores fisicamente irreais foram ob-
servados em decorrência de uma aceleração inicial no fluxo associada às condições inicial e de
contorno.

No presente trabalho buscou-se contribuir para melhorar o entendimento das situações em que
resultados fisicamente inconsistente surgem, reproduzindo alguns casos com tais ocorrências
e propondo uma variação nos valores do coeficiente β para que situações fisicamente irreais
deixem de ocorrer.

Os detalhes de uma nova formulação para a Eq. (1.3) considerando β = β (φ) são apresentados na
seção 2. Na seção 3 são detalhados os aspectos da discretização dessa nova equação pelo Método
de Diferenças Finitas [11]. Na seção 4 é apresentada uma análise da metodologia apresentada
empregando a técnica de solução manufaturada [17, 18] a fim de certificar sua acurácia, bem
como os resultados para diferentes conjuntos de condição de contorno e inicial. Por fim na seção 5
são encontradas as conclusões deste trabalho.

2 FLUXO SECUNDÁRIO ADAPTATIVO

Considere o seguinte problema que pode ser modelado pela Eq. (1.3): difusão de um soluto em
um meio unidimensional qualquer. Definindo φ(x, t) como a concentração deste soluto em um
ponto e tempo qualquer, então a simulação deste problema deverá, obrigatoriamente, fornecer
valores de φ(x, t) ≥ 0, pois φ(x, t) < 0 para este problema não faz sentido fı́sico. Contudo, ao
se simular numericamente a Eq. (1.3), dependendo da combinação dos valores de κ2, κ4, β , das
condições iniciais e das condições de contorno pode-se obter valores φ(x, t)< 0 [3].

Para evitar situações como esta, um ajuste foi elaborado na Eq. (1.3): fazer β → 1 sempre
que φ tender a um valor fora de limites previamente especificados. Para alcançar este objetivo
considerou-se que na Eq. (1.3) tanto κ2 como κ4 são valores constantes, porém fez-se β = β (φ)

e se reescreveu a Eq. (1.3) considerando a variação de β :

∂φ

∂ t
= κ2

∂

∂x

(
β

∂φ

∂x

)
−κ4

∂

∂x

(
β (1−β )

∂ 3φ

∂x3

)
(2.1)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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a qual, após alguma manipulação algébrica, assume a seguite forma:

∂φ

∂ t
= κ2

(
∂β

∂x
∂φ

∂x
+β

∂ 2φ

∂x2

)
−κ4

(
(1−2β )

∂β

∂x
∂ 3φ

∂x3 +β (1−β )
∂ 4φ

∂x4

)
(2.2)

Neste trabalho será apresentada a formulação matemática para a solução da Eq. (2.2) empre-
gando o Método de Diferenças Finitas [11]. Detalhes sobre a discretização desta equação serão
tratados na seção 3. Na próxima seção são discutidas algumas das caracterı́sticas da função β (φ)

empregada nas simulações apresentadas na seção 4.

2.1 Função para o fluxo secundário adaptativo

A função β (φ) a ser escolhida deve possuir a seguinte propriedade: βmin ≤ β (φ) ≤ βmax e
β (φ)→ βmin quando φ → φmin. Ao fazer β (φ)→ βmin se está eliminando o efeito da difusão
secundária neste modelo e, desta forma, valores fisicamente irreais de φ não deverão surgir na
simulação empregando-se a Eq. (2.2).

Após alguns teste escolheu-se a seguinte função:

β (φ) = βmax−
βmax−βmin

1+ e[γ(φmin−φ)]
(2.3)

com 0 < βmin < βmax < 1, φmin o limite inferior para φ e γ > 0 é o parâmetro que define a
sensibilidade de β com a variável φ .

Como a Eq. (2.3) fornece β = β (φ) e a Eq. (2.2) necessita de ∂β

∂x então esta derivada poderá ser
calculada a partir da seguinte transformação:

∂β

∂x
=

∂β

∂φ

∂φ

∂x
(2.4)

com
∂β

∂φ
=−γ(βmax−βmin)

eγ(φmin−φ)

(1+ eγ(φmin−φ))2
(2.5)

A Eq. (2.2) pode ser reescrita então da seguinte maneira:

∂φ

∂ t
=

(
Λ2

∂φ

∂x
+Λ22

∂ 2φ

∂x2

)
−
(

Λ4
∂ 3φ

∂x3 +Λ44
∂ 4φ

∂x4

)
(2.6)

em que

Λ2 = κ2
∂β

∂φ

∂φ

∂x
, Λ22 = κ2β

Λ4 = κ4(1−2β )
∂β

∂φ

∂φ

∂x
, Λ44 = κ4β (1−β )

(2.7)

Na Figura 1 está representada a função β (φ) considerando βmin = 0.8, βmax = 1.0 e φmin =

0.001. Para γ = 100 a região de β variável é bastante extensa, enquanto para valores de γ > 800
esta região passa a ser bastante reduzida. Neste exemplo, sempre que β > 0.8 o peso do fluxo
secundário nesta região está sendo reduzido.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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Figura 1: Comportamento de β (φ).

3 MODELO NUMÉRICO

Após ter sido definida a equação alvo deste trabalho, Eq. (2.6), a sequência natural é resolvê-
la. Contudo, se existir uma solução analı́tica desta equação, considerando β (φ) como pro-
posto na Eq. (2.3), muito provavelmente esta solução só será alcançada empregando-se recursos
matemáticos bastante sofisticados. Desta forma, para se resolver esta equação deve-se utilizar
um método numérico para solução de equações diferencias parciais. O método de Diferenças
Finitas [11] foi a escolha dos autores para este propósito.

O domı́nio de cálculo, 0≤ x≤ L ∈ℜ, foi subdividido em N−1 intervalos igualmente espaçados
de comprimento h e obteve-se um sistema linear de equações com N incógnitas.

Como a Eq. (2.6) demanda quatro condições de contorno, utilizou-se os dois primeiros e os dois
últimos nós da malha para montar equações com informações sobre as condições de contorno
e com exceção destes quatro nós, todos os demais são considerados nós internos e as equações
discretizadas para estes nós serão apresentadas a seguir.

3.1 Equação discretizada para os nós internos

O Método de Diferenças Finitas [11] baseia-se na substituição dos termos da equação diferencial
por aproximações obtidas utilizando-se série de Taylor. Sendo assim, os termos ∂φ

∂x da Eq. (2.6)
podem ser aproximados para a malha unidimensional igualmente espaçada como:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
xi

=
φi−2−8φi−1 +8φi+1−φi+2

12h
+O(h4) (3.1)

em que 3≤ i≤ N−2. Usualmente emprega-se somente três nós na discretização de derivadas de
primeira ordem, contudo, como a derivada de quarta ordem exige cinco nós em sua discretização,
utilizou-se a mesma quantidade de pontos nas expansões em Séries de Taylor empregadas na

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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discretização das demais derivadas desta equação. A derivada de segunda ordem foi aproximada
como:

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
xi

=
−φi−2 +16φi−1−30φi +16φi+1−φi+2

12h2 +O(h4) (3.2)

A derivada de terceira ordem foi aproximada segundo a seguinte expressão:

∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣
xi

=
−φi−2 +2φi−1−2φi+1 +φi+2

2h3 +O(h2) (3.3)

e, por fim, a derivada de quarta ordem fica:

∂ 4φ

∂x4

∣∣∣∣
xi

=
φi−2−4φi−1 +6φi−4φi+1 +φi+2

h4 +O(h2) (3.4)

O termo transiente foi modelado utilizado-se a aproximação tradicionalmente empregada na
modelagem deste termo:

∂φ

∂ t

∣∣∣∣
xi,t+∆t

=
φ

t+∆t
i −φ t

i
∆t

+O(∆t) (3.5)

A equação na forma discretizada para todos os nós internos é a seguinte:

ai−2φ
t+∆t
i−2 +ai−1φ

t+∆t
i−1 +aiφ

t+∆t
i +ai+1φ

t+∆t
i+1 +ai+2φ

t+∆t
i+2 = Si (3.6)

em que os coeficientes desta equação são:

ai =
1
∆t

+
5λ22

2
+6λ44, Si =

1
∆t

φ
t
i

ai−2 =−
λ2

12
+

λ22

12
− λ4

2
+λ44, ai−1 =

2λ2

3
− 4λ22

3
+λ4−4λ44

ai+2 =
λ2

12
+

λ22

12
+

λ4

2
+λ44, ai+1 =−

2λ2

3
− 4λ22

3
−λ4−4λ44

(3.7)

em que λ2 = Λ2/h, e λ22 = Λ22/h2, λ4 = Λ4/h3, e λ44 = Λ44/h4.

Optou-se por uma formulação totalmente implı́cita [13] na discretização temporal da Eq. (3.6).
De forma a evitar não lineariedades no sistema de equações, a avaliação dos termos termos β (φ)

e ∂β

∂φ
presentes nos coeficientes Λ2 e Λ4 foi realizada empregando φ t .

3.2 Condições de contorno

No caso do problema em análise, Eq. (2.6), para que este seja bem definido em um domı́nio
finito, quatro condições de contorno são necessárias. Para a primeira condição de contorno em
x = 0 será utilizada a seguinte equação:

w10φ(x = 0)+w11
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

+w12
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= w13(t) (3.8)

em que w10, w11, w12 são valores conhecidos e constantes. Por exemplo, se a primeira condição
de contorno em x = 0 for φ(x) = 2 (Dirichlet) então w10 = 1, w11 = 0, w12 = 0 e w13(t) = 2.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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A segunda condição de contorno em x = 0 é definida de forma similar ao que foi feito para a
primeira condição de contorno:

w20φ(x = 0)+w21
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

+w22
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= w23(t) (3.9)

sendo w20, w21, w22 valores conhecidos e constantes.

As condições de contorno em x = L também são expressas de forma análoga:

e10φ(x = L)+ e11
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ e12
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
x=L

= e13(t) (3.10)

e20φ(x = L)+ e21
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ e22
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
x=L

= e23(t) (3.11)

com e10, e11, e12, e20, e21, e22 sendo valores conhecidos e constantes.

As Eqs. (3.8) e (3.9) serão utilizadas na obtenção das equações discretizadas dos dois primeiros
nós e as Eqs. (3.10) e (3.11) na discretização dos dois últimos.

3.2.1 Primeiro nó

A equação para o primeiro nó x1 foi obtida utilizando a Eq. (3.8). Foram realizadas novas ex-
pansões em Série de Taylor em torno dos nós posteriores ao primeiro nó obtendo-se as seguintes
expressões para as derivadas de primeira e de segunda ordem, respectivamente:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x1

=−25φ1

12h
+

4φ2

h
− 3φ3

h
+

4φ4

3h
− φ5

4h
+O(h4) (3.12)

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
x1

=
35φ1

12h2 −
26φ2

3h2 +
19φ3

2h2 −
14φ4

3h2 +
11φ5

12h2 +O(h3) (3.13)

Substituindo tais expressões na Eq. (3.8), a equação discretizada para o primeiro nó é dada por:

a1φ
t+∆t
1 +a2φ

t+∆t
2 +a3φ

t+∆t
3 +a4φ

t+∆t
4 +a5φ

t+∆t
5 = S1 (3.14)

na qual:

a1 = w10−
25w11

12h
+

35w12

12h2 , a2 =
4w11

h
− 26w12

3h2

a3 =−
3w11

h
+

19w12

2h2 , a4 =
4w11

3h
− 14w12

3h2

a5 =−
w11

4h
+

11w12

12h2 , S1 = w13(t)

(3.15)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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3.2.2 Segundo nó

O segundo nó, x2, deve satisfazer a Eq. (2.6) fazendo-se necessário obter novas expressões para as
derivadas presentes em tal equação. Para tanto, primeiramente, são realizadas novas expansões
em séries de Taylor em torno do ponto i = 2 considerando três pontos a frente, i = 3, 4 e 5.
Da mesma forma as das derivadas presentes na Eq. (3.9), que define uma das condições de
contorno em x = 0, são substituı́das por expansões em Séries de Taylor. A partir desse conjunto
de equações chega-se, então, às expressões para as derivadas de primeira, de segunda, de terceira
e de quarta ordens, conforme equações a seguir:

Dw2
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x2

=−3hw23(t)+ [−10φ2 +18φ3−6φ4 +φ5]hw20[
197

6
φ2−

93
2

φ3 +
33
2

φ4−
17
6

φ5

]
w21+[

−331
6

φ2 +81φ3−
63
2

φ4 +
17
3

φ5

]
w22

h
+O(h4)

(3.16)

Dw2
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
x2

=11w23(t)+ [−20φ2 +6φ3 +4φ4−φ5]w20[
−7

3
φ2 +

41
2

φ3−23φ4 +
29
6

φ5

]
w21

h
+

[37φ2−87φ3 +63φ4−13φ5]
w22

h2 +O(h3)

(3.17)

Dw2
∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣
x2

=− 18w23(t)
h

+[60φ2−72φ3 +36φ4−6φ5]
w20

h

[−53φ2 +96φ3−51φ4 +8φ5]
w21

h2 +

[19φ2−39φ3 +21φ4−φ5]
w22

h3 +O(h2)

(3.18)

Dw2
∂ 4φ

∂x4

∣∣∣∣
x2

=
12w23(t)

h2 +[−48φ2 +72φ3−48φ4 +12φ5]
w20

h2

[52φ2−114φ3 +84φ4−22φ5]
w21

h3 +

[−36φ2 +96φ3−84φ4 +24φ5]
w22

h4 +O(h)

(3.19)

Nas equações anteriores, considerou-se Dw2 = 10w20h2−25w21h+35w22 6= 0. Substituindo-se
estas expressões na Eq. (2.6), obtém-se a equação discretizada para o segundo nó:

a2φ
t+∆t
2 +a3φ

t+∆t
3 +a4φ

t+∆t
4 +a5φ

t+∆t
5 = S2 (3.20)

na qual os coeficientes ai são definidos por:

a2 =
1
∆t

+

[
10Λ2h+20Λ22 +

60Λ4

h
− 48Λ44

h2

]
w20

Dw2
+

[
−197Λ2

6
+

7Λ22

3h
− (3.21)
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53Λ4

h2 +
52Λ44

h3

]
w21

Dw2
+

[
331Λ2

6h
− 37Λ22

h2 +
19Λ4

h3 −
36Λ44

h4

]
w22

Dw2

a3 =

[
−18Λ2h−6Λ22−

72Λ4

h
+

72Λ44

h2

]
w20

Dw2
+

[
93Λ2

2
− 41Λ22

2h
+ (3.22)

96Λ4

h2 −
114Λ44

h3

]
w21

Dw2
+

[
−81Λ2

h
+

87Λ22

h2 − 39Λ4

h3 +
96Λ44

h4

]
w22

Dw2

a4 =

[
6Λ2h−4Λ22 +

36Λ4

h
− 48Λ44

h2

]
w20

Dw2
+

[
−33Λ2

2
+

23Λ22

h
− (3.23)

51Λ4

h2 +
84Λ44

h3

]
w21

Dw2
+

[
+

63Λ2

2h
− 63Λ22

h2 +
21Λ4

h3 −
84Λ44

h4

]
w22

Dw2

a5 =

[
−Λ2h+Λ22−

6Λ4

h
+

12Λ44

h2

]
w20

Dw2
+

[
+

17Λ2

6
− 29Λ22

6h
+ (3.24)

8Λ4

h2 −
22Λ44

h3

]
w21

Dw2
+

[
−17

3
Λ2

h
+13

Λ22

h2 −
Λ4

h3 +
24Λ44

h4

]
w22

Dw2

S2 =

[
−3hΛ2 +11Λ22 +18

Λ4

h
−12

Λ44

h2

]
w23(t)
Dw2

(3.25)

Neste caso os coeficientes Λ2 e Λ4 foram calculados empregando a seguinte discretização para
∂φ

∂x :
∂φ

∂x

∣∣∣∣
xi

=
φi+1−φi−1

2h
+O(h2) (3.26)

3.2.3 Penúltimo nó

As equações empregadas na discretização do penúltimo nó, xN−1, foram obtidas de forma seme-
lhante as do segundo nó e, por esta razão, são bastante semelhantes. Utilizando a condição de
contorno definida pela Eq. (3.11) foram obtidas as seguintes expressões para as derivadas:

De2
∂φ

∂x

∣∣∣∣
xN−1

=3he23(t)+ [10φN−1−18φN−2 +6φN−3−φN−4]he20[
197

6
φN−1−

93
2

φN−2 +
33
2

φN−3−
17
6

φN−4

]
e21+[

331
6

φN−1−81φN−2 +
63
2

φN−3−
17
3

φN−4

]
e22

h
+O(h4)

(3.27)
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De2
∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
xN−1

=11e23(t)+ [−20φN−1 +6φN−2 +4φN−3−φN−4]e20[
7
3

φN−1−
41
2

φN−2 +23φN−3−
29
6

φN−4

]
e21

h
+

[37φN−1−87φN−2 +63φN−3−13φN−4]
e22

h2 +O(h3)

(3.28)

De2
∂ 3φ

∂x3

∣∣∣∣
xN−1

=
18e23(t)

h
+[−60φN−1 +72φN−2−36φN−3 +6φN−4]

e20

h

[−53φN−1 +96φN−2−51φN−3 +8φN−4]
e21

h2 +

[−19φN−1 +39φN−2−21φN−3 +φN−4]
e22

h3 +O(h2)

(3.29)

De2
∂ 4φ

∂x4

∣∣∣∣
xN−1

=
12e23(t)

h2 +[−48φN−1 +72φN−2−48φN−3 +12φN−4]
e20

h2

[−52φN−1 +114φN−2−84φN−3 +22φN−4]
e21

h3 +

[−36φN−1 +96φN−2−84φN−3 +24φN−4]
e22

h4 +O(h)

(3.30)

Nas equações acima De2 = 10e20h2 + 25e21h+ 35e22 6= 0. Substituindo-se estas expressões na
Eq. (2.6) e rearranjando os termos segundo, obtém-se a equação discretizada para o segundo nó:

aN−4φ
t+∆t
N−4 +aN−3φ

t+∆t
N−3 +aN−2φ

t+∆t
N−2 +aN−1φ

t+∆t
N−1 = SN−1 (3.31)

em que os coeficientes ai são definidos por:

aN−1 =
1
∆t

+

[
20Λ22−10Λ2h− 60Λ4

h
− 48Λ44

h2

]
e20

De2
+

[
−197Λ2

6
− 7Λ22

3h
(3.32)

−53Λ4

h2 −
52Λ44

h3

]
e21

De2
+

[
−331Λ2

6h
− 37Λ22

h2 − 19Λ4

h3 −
36Λ44

h4

]
e22

De2

aN−2 =

[
18Λ2h−6Λ22 +

72Λ4

h
+

72Λ44

h2

]
e20

De2
+

[
93Λ2

2
+

41Λ22

2h
+ (3.33)

96Λ4

h2 +
114Λ44

h3

]
e21

De2
+

[
81Λ2

h
+

87Λ22

h2 +
39Λ4

h3 +
96Λ44

h4

]
e22

De2

aN−3 =

[
−6Λ2h−4Λ22−

36Λ4

h
− 48Λ44

h2

]
e20

De2
+

[
−33Λ2

2
− 23Λ22

h
− (3.34)

51Λ4

h2 −
84Λ44

h3

]
e21

De2
+

[
−63Λ2

2h
− 63Λ22

h2 − 21Λ4

h3 −
84Λ44

h4

]
e22

De2

aN−4 =

[
Λ2h+Λ22 +

6Λ4

h
+

12Λ44

h2

]
e20

De2
+

[
+

17Λ2

6
+

29Λ22

6h
+ (3.35)
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8Λ4

h2 +
22Λ44

h3

]
e21

De2
+

[
17
3

Λ2

h
+13

Λ22

h2 +
Λ4

h3 +
24Λ44

h4

]
e22

De2

SN−1 =

[
3hΛ2 +11Λ22−18

Λ4

h
−12

Λ44

h2

]
e23(t)
De2

(3.36)

Novamente, os coeficientes Λ2 e Λ4 foram calculados empregando a Eq. (3.26).

3.2.4 Último nó

A equação para o último nó é obtida utilizando procedimento análogo ao empregado para obter a
equação do primeiro nó. Neste caso, são feitas expansões em Série de Taylor em torno dos quatro
pontos anteriores ao último nó, obtendo-se as seguintes expressões para as derivadas de primeira
e de segunda ordem:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
xN

=
25φN

12h
− 4φN−1

h
+

3φN−2

h
− 4φN−3

3h
+

φN−4

4h
+O(h4) (3.37)

∂ 2φ

∂x2

∣∣∣∣
xN

=
35φN

12h2 −
26φN−1

3h2 +
19φN−2

2h2 − 14φN−3

3h2 +
11φN−4

12h2 +O(h3) (3.38)

Substituindo estas duas derivadas na Eq. (3.8) obtém-se a equação discretizada para o primeiro:

aN−4φ
t+∆t
N−4 +aN−3φ

t+∆t
N−3 +aN−2φ

t+∆t
N−2 +aN−1φ

t+∆t
N−1 +aNφ

t+∆t
N = SN (3.39)

na qual os coeficientes ai são definidos por:

aN = e10 +
25e11

12h
+

35e12

12h2 , aN−1 =−
4e11

h
− 26e12

3h2

aN−2 =
3e11

h
+

19e12

2h2 , aN−3 =−
4e11

3h
− 14e12

3h2

aN−4 =
e11

4h
+

11e12

12h2 , SN = e13(t)

(3.40)

Ao incorporar as condições de contorno o sistema de equações discretizadas pode ser reescrito
na forma matricial:

Aφ
t+∆t = b (3.41)

na qual b contém as informações das condições de contorno e do tempo anterior, coeficientes
Si. A é uma matriz esparsa de dimensão N ×N e, por tanto, técnicas de armazenamento para
tais matrizes foram utilizadas quando da confecção do código elaborado para resolver a equação
objeto deste estudo.

Em cada etapa de discretização foi realizada a análise da consistência [7] das equações obtidas,
sendo verificado que tais equações são consistentes com a Eq. (2.6) e de ordem O(h2,∆t).
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4 RESULTADOS

Nesta seção é apresentada a verificação numérica da rotina computacional desenvolvida em lin-
guagem C++ para a solução do modelo bi-fluxo pelo Método de Diferenças Finitas [11] conforme
discretização apresentada na seção anterior.

São tratados dois casos considerando condições inicias e de contorno distintas descritas conforme
a seguir.

• Problema A: No primeiro problema foi considerada como condição inicial uma
distribuição normal expressa por:

φ(x) =
1

σ
√

2π
e
−(x−µ)2

2σ2 (4.1)

em que µ é a média e σ o desvio padrão. Neste caso as condições de contorno são definidas
pelo valor da concentração e da derivada de segunda ordem em ambos os contornos.

• Problema B: Para o segundo problema optou-se pela utilização de uma condição de con-
torno já tratada por diferentes métodos em situações com β constante [14, 19], tendo sido
verificados valores negativos da concentração.

φ(x) = sin100
( x

L
π

)
(4.2)

Para este caso, considera-se que os valores da concentração e do fluxo primário nos dois
contornos sejam nulos.

O método empregado para a solução do sistema de equações lineares Eq. (3.41) foi o método
do Gradiente bi-conjugado estabilizado [22]. Todas as simulações foram realizadas em um
computador com 4GB de memória RAM e um processador Intel®Core i5-5200U, 2.20GHz CPU.

Os resultados apresentados nesta seção estão divididos em duas partes. Inicialmente é realizada a
análise de convergência do método para alguns casos a fim de certificar a qualidade do esquema
numérico adotado e do código computacional desenvolvido. Em um segundo momento são rea-
lizados alguns testes com o intuito de investigar a ocorrência de valores negativos na solução da
equação de difusão desenvolvida.

4.1 Análise de convergência

Para verificar o desempenho da discretização proposta na solução da Eq. (2.2) foram utilizados
problemas testes com soluções analı́ticas construı́das utilizando a técnica de solução manufa-
turada [17, 18]. Com este propósito inclui-se mais um termo na equação original resultando
em:

∂φ

∂ t
=

∂

∂x

(
κ2β

∂φ

∂x

)
− ∂

∂x

(
κ4β (1−β )

∂ 3φ

∂x3

)
+g(x, t) (4.3)
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A inclusão de g(x, t) na discretização pode ser feita sem grandes alterações nas equações existen-
tes: ao termo independente de todos os nós, com exceção do primeiro e do último, acrescenta-se
o valor gt+∆t

i .

A ordem de convergência do MDF foi avaliada através da seguinte expressão:

ordem = log2

 ‖φ −φ δ‖ j∥∥∥φ −φ δ/2

∥∥∥
j

 , j = 2,∞ (4.4)

em que φ δ é a solução numérica obtida com passo δ , ou seja, δ será igual a h quando feita a
análise em relação ao refinamento espacial da malha ou igual a ∆t para a análise em relação ao
refinamento do passo no tempo empregado. A ordem de convergência considerando as normas
euclidiana, j = 2, e máxima, j = ∞.

Nesta etapa considerou-se um caso com solução analı́tica definida por:

φ(x, t) =
1

σ
√

2π
e
−(x−µ)2

2σ2 e(−t) (4.5)

cujas condições de contorno e inicial são definidas conforme o problema A.

A expressão para g(x, t) é obtida substituindo as Eqs. (4.5) e (2.5) a (2.3) em:

g(x, t) =
∂φ

∂ t
−κ2

(
∂β

∂x
∂φ

∂x
+β

∂ 2φ

∂x2

)
+κ4

(
(1−2β )

∂β

∂x
∂ 3φ

∂x3 +β (1−β )
∂ 4φ

∂x4

)
(4.6)

A soluções foram obtidas no domı́nio espacial 0≤ x≤ L, com L = 4 e no intervalo de tempo 0 <

t ≤ t f , com t f = 2. Os valores dos parâmetros empregados nas simulações foram κ2 = 1×10−2,
κ4 = 5×10−3, µ = 2, σ = 0.2.

Inicialmente apresenta-se os resultados para o caso em que β é constante, β = 0.8. As tabelas
a seguir apresentam a norma máxima e a norma euclidiana do erro, ε , entre a solução analı́tica
e a obtida pelo MDF, o custo computacional, bem como a ordem de convergência da solução
calculada com ambas as normas.

Verifica-se que as ordens de convergência encontradas estão de acordo com os resultados
teóricos: na tabela 1 toma-se h fixo e observa-se que a ordem de convergência no tempo é apro-
ximadamente igual a 1, enquanto que na tabela 2 é feita a análise com ∆t fixo e a ordem de
convergência obtida é aproximadamente 2.

É realizada agora, uma segunda análise com β = β (φ) definido pela Eq. (2.3). Para este caso
empregou-se βmax = 1.0, βmin = 0.2, γ = 2500 e φmin = 1×10−3. Novamente os erros e as ordens
de convergência encontradas utilizando a Eq. (4.4) estão em acordo com a ordem esperada, como
pode ser verificado nas tabelas 3 e 4.
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Tabela 1: Análise dos erros com β = 0.8 e h = 1×10−2

∆t ‖ε‖
∞

Ordem ‖ε‖2 Ordem CPU (s)
4×10−2 2,12×10−2 − 4,24×10−1 − 9,09
2×10−2 1,09×10−2 0.9499 2.24×10−1 0.9195 14,09
1×10−2 5.52×10−3 0.9892 1.12×10−1 1.0050 22.95
5×10−3 2.88×10−3 0.9401 5.81×10−2 0.9437 26.82

Tabela 2: Análise dos erros com β = 0.8 e ∆t = 2×10−3

h ‖ε‖
∞

Ordem ‖ε‖2 Ordem CPU (s)
2×10−1 2.03×10−1 − 1.78522 − 0.079
1×10−1 3.83×10−2 2.40866 3.43×10−1 2.37931 0.172
5×10−2 9.45×10−3 2.01759 8,38×10−2 2.03382 0.478

2.5×10−2 2.35×10−3 2.01004 2.24×10−2 1.94384 4.365

Tabela 3: Análise dos erros com β (φ) e h = 1×10−2

∆t ‖ε‖
∞

Ordem ‖ε‖2 Ordem CPU (s)
4×10−2 1.91×10−2 − 3.90×10−1 − 12,05
2×10−2 9.71×10−3 0.9805 2.03×10−1 0.9401 22,43
1×10−2 5.00×10−3 0.9584 1.13×10−1 0.8443 32,3
5×10−3 2.57×10−3 0.9585 5.81×10−2 0.9229 43,24

Tabela 4: Análise dos erros com β (φ) e ∆t = 2×10−3

h ‖ε‖
∞

Ordem ‖ε‖2 Ordem CPU (s)
1×10−1 2.17×10−1 − 2.1754 − 0.062
1×10−1 4.04×10−2 2.4204 4.17×10−1 2.3811 0.114
5×10−2 9.98×10−3 2.0188 1.05×10−1 1.9875 0.453

2.5×10−2 2.50×10−3 1.9983 2.50×10−2 2.0036 6.641

4.2 Resultados numéricos

Nesta seção são apresentados os resultados numéricos obtidos considerando as condições de
contorno e inciais definidas na seção anterior. Os casos analisados estão dispostos na tabela 5.
Em todos os casos o valor de βmax utilizado foi βmax = 1.

As Figuras de 2 e 3 ilustram o comportamento da solução numérica para o problema A. Os
valores dos parâmetros que definem a condição inicial, dada pela Eq. (4.5), empregados nas
simulações numéricas foram σ = 0,03 e µ = 2. Na Figura 2 observa-se o comportamento dos
casos 1 e 2. No primeiro caso tem-se κ4 = 0, ou seja, somente a difusão primária é considerada
e a solução se comporta conforme esperado, uma distribuição simétrica ao longo do eixo x e
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Tabela 5: Descrição dos casos analisados

Variável Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
Problema A A A B B B

κ2 10−1 10−1 10−1 10−3 10−3 10−3

κ4 0 5×10−2 5×10−2 10−5 10−5 10−5

β 0.8 0.8 β (φ) 0.2 β (φ) β (φ)

βmin − − 0.8 − 0.2 0.2
γ − − 2500 − 1000 50

φmin − − 10−3 − 10−2 0.5
L 4.0 4.0 4.0 1.0 1.0 1.0
t f 1.0 1.0 1.0 10.0 10.0 10.0
h 8×10−3 8×10−3 8×10−3 10−2 10−2 10−2

∆t 10−3 10−3 10−3 10−2 10−2 10−2

t=0

t=0.01

t=0.1

t=1

Caso 1

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0

2

4

6

8

10

12

14

x

ϕ

t=0

t=0.01

t=0.1

t=1

Caso 2

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0

2

4

6

8

10

12

14

x

ϕ

Figura 2: Resultados para os casos 1 e 2.

com φ(x, t)> 0. No segundo caso é o incluı́do o termo de difusão secundária e φ assume valores
negativos. Se esta equação representar algum problema de base fı́sica então resultados negativos
podem ser fisicamente inconsistente.

A Figura 3 apresenta os resultados para o caso 3, bem como uma comparação entre os três casos
num mesmo instante de tempo. Os resultados para o caso 3 foram obtidos definindo β como a
função sigmoide, Eq. (2.3). Ao utilizar esta abordagem, não se observam valores negativos para
φ(x, t). Na comparação entre os casos, esperaria-se que os valores de φ(x, t) obtidos no caso 2
fossem mais próximos daqueles obtidos no caso 3.

Pode-se argumentar que talvez as contantes que geraram β (φ) no caso 3 não são as mais ade-
quadas para reproduzir o caso 2. Uma possı́vel solução para essa situação consiste em resolver
o problema inverso associado a este problema, isto é, determinar γ e φmin que produzam uma
solução mais próxima da observada no caso 2.
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Figura 3: Resultados para o caso 3 e comparação entre os casos 1 a 3.
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Figura 4: Resultados para os casos 4 e 5.
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Figura 5: Resultados para o caso 6 e comparação entre os casos 4 a 6.

Nas Figuras 4 e 5 são observados os resultados do problema B, casos 4 a 6. No caso 4, considerou-
se β constante e novamente foram observados valores negativos da concentração φ(x, t). Já no
caso 5, em que β varia de acordo com a função sigmoide, tais valores não foram observados.

O mesmo se repetiu para o caso 6 apresentado na Figura 5 onde foram empregados outros valores
dos coeficientes da função β (φ). Ao comparar os resultados de φ(x, t) nos casos 4, 5 e 6, observa-
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se que as curvas dos casos 4 e 5 são bem mais próximas do que aquelas obtidas no caso 6. Isto
indica que os coeficientes escolhidos, arbitrariamente, para o caso 5 são mais adequadas para
representar o fenômeno definido no caso 4.

5 CONCLUSÕES

Este trabalho realizou uma análise da equação de difusão bi-fluxo proposta por Bevilacqua e co-
autores [3], a qual utiliza uma equação diferencial com um termo de quarta ordem para modelar
problemas de difusão anômala.

Os resultados demonstram que tal formulação, em determinadas circunstâncias, apresenta re-
sultados fisicamente inconsistentes, como valores negativos, incompatı́veis com o fenômeno
simulado.

Foi proposto uma nova formulação para o modelo bi-fluxo na qual o parâmetro de controle
β varia de acordo com a quantidade da propriedade em difusão. A formulação matemática
para a solução do problema em análise pelo Método de Diferenças Finitas foi apresentada e
os resultados demonstram a convergência das soluções, bem como a possibilidade de elimi-
nar a ocorrência de valores negativos na solução. Os resultados apresentados mostraram que a
metodologia proposta funciona como esperado.

Observou-se ainda que, a escolha dos parâmetros estabelecidos para representar a variação de β ,
leva a diferentes efeitos na difusão anômala, sendo o estudo de tais efeitos e dos valores ótimos
para os coeficientes que definem a função β (φ) objetos de trabalhos futuros.
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ABSTRACT. A recent formulation for anomalous diffusion problems, which envolves a
fourth-order differential term, has presented negative values in its solution for certain cases.
This paper presents a study of the effect of secondary diffusion coefficient in order to con-
tribute with the understanding of the solutions behavior in these situations. A function was
implemented to represent the variation in the parcel subject to primary and secondary diffu-
sion, according to the amount of the property in diffusion. The formulation for the solution
of this new model by the Finite Difference Method is presented. The results obtained are
compatible with those presented in previous works in the literature.

Keywords: anomalous difusion, Finite Difference Method, fourth-order differential
equation.
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