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RESUMO. Uma formulagio recentemente desenvolvida para o problema de difusdo andmala, a qual em-
prega um termo diferencial de quarta ordem, apresentou em determinadas situagcdes observadas na litera-
tura valores fisicamente irreais em sua solugdo. Neste trabalho € realizado um estudo do efeito coefici-
ente de difusdo secunddria visando contribuir para o entendimento do comportamento das solu¢des nessas
situacdes. E implementada uma fungio para representar a variacio da parcela sujeita a difusdo primaria
e secunddria, de acordo com a quantidade da propriedade em difusdo. E apresentada a formulagdo para a
solucdo desse novo modelo pelo Método de Diferencas Finitas. Os resultados obtidos sdo compativeis com
aqueles apresentados em trabalhos anteriores na literatura.

Palavras-chave: difusdo andomala, Método de Diferengas Finitas, equacdo diferencial de quarta ordem.

1 INTRODUCAO

A equacdo da difusdo descreve o movimento de matéria, momento ou energia em um meio sujeito
a gradientes de matéria, momento ou energia, respectivamente [12,15,25]. O modelo matematico
classicamente utilizado na modelagem de processos de difusdo tem como caracteristica basica a
escala linear do deslocamento médio das particulas, r, com o tempo, isto €, < o> t’l, com
A =1[25].
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Para aquelas situaces em que A # 1 tém-se o que se denomina de difusdo andmala e hd na
literatura diversos modelos, cada qual com caracteristicas, aplicacdes e métodos proprios para
estuda-los [5,10].

A difusdo com retencdo € aquela em que o fluxo € menor do que aquele que seria esperado
quando se tem uma escala linear do descolamento com o tempo, isto é, A = 1. Segundo Si-
mas [20], a difusdo com retencdo tem sido modelada com trés maneiras distintas: incluindo
termos fontes e sumidouros na equacao da difusdo cldssica, como o fez Atsunami [1]; introdu-
zindo um mecanismo de retardo na difusdo e ajustando os coeficientes deste mecanismo a partir
de experimentais do problema, como observado em D’ Angelo e colaboradores [6]; definindo-se
um coeficiente de difusdo ndo linear e o ajustando a partir de dados experimentais, como o Vvisto
no trabalho de Muhammad [16].

Na area de Transferéncia de Calor, uma das formas de se similar a retencdo do fluxo em um
problema de condugdo de calor se dé pela inclusdo de um termo com derivada segunda no tempo,
como na equagio a seguir:
or 9T
2
oVT = —+T—
ot ot?

em que « € a difusividade térmica, T a temperatura e T o tempo de relaxagdo. Quando 7 = 0,

(1.1)

recupera-se a equagdo de condugdo de calor cldssica. H4 ainda muitas outras formas para se
modelar a reten¢do do fluxo de calor, como observado em Tzou [21].

Equacdes da difusdo com derivadas de ordem fraciondria no espaco ou no tempo, ou no espaco
e no tempo simultaneamente tém sido utilizadas para modelar processos de difusdo andmalas
[2,25,26].

Neste trabalho serd investigado o modelo de difusdo andmala proposto por Bevilacqua e colabo-
radores [3,4], denominado de difusdo bimodal ou de difusao bi-fluxo. Diferentemente de muitos
outros modelos de difusdo anémala, o modelo de difusdo bi-fluxo é um modelo fenomenolégico,
isto é, ele foi obtido a partir de equagdes basicas de Fenomenos de Transporte.

Bevilacqua e colaboradores [3, 4] apresentaram a formulacdo matemadtica para problemas de
dispersdo considerando um novo pardmetro 3 que representa a fragdo de particulas capaz de se
difundir e que é igualmente distribuida as células vizinhas, enquanto a fragdo 1 — 3 permanece
retida temporariamente em cada passo de tempo Ar.

Seguindo esta abordagem, e apds uma cuidadosa manipulagdo algébrica, chega-se a seguinte
expressao: , A

2 el pu-prl® 1.2
em que ¢ = ¢(x,7) é a varidvel de interesse, x é a coordenada espacial, ¢ é o tempo, com 0 < f§ <
1. O efeito de retengdo, como definido por Bevilacqua et al. [3], estd representado na Eq. (1.3)
pelo termo em que ha a derivada de quarta ordem. k> > 0 € o coeficiente associado ao fluxo
primdrio e x4 > 0 ao fluxo secundario.
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Nesta nova abordagem, o processo de difusio estd associado a dois fluxos, sejam eles de matéria,
momento ou energia, um correspondente a fragéo 3, denominado fluxo primério e caracterizado
pela derivada de primeira ordem, e outro a fragéo (1 — ), denominado fluxo secunddrio e carac-
terizado pela derivada de terceira ordem. Dessa forma, nesta formulacdo, a equagdo da difusdo é
reescrita, em sua versdao unidimensional, como:

0 d d d 23
2= (ep) - 5 (mp-p) %) 13

Resultados obtidos da simulagdo da Eq. (1.3), ou da sua versdo em duas dimensdes, foram obti-
dos por diversos autores empregando variadas metodologias para solu¢do numérica de equacdes
diferenciais, tais como o Método de Volumes Finitos [24] para o modelo unidimensional e es-
taciondrio, a Técnica da Transformada Integral Generalizada [23] e o Método de Elementos
Finitos [9]. Contudo, em casos ja documentados [3, 8, 19], valores fisicamente irreais foram ob-
servados em decorréncia de uma aceleracdo inicial no fluxo associada as condicdes inicial e de
contorno.

No presente trabalho buscou-se contribuir para melhorar o entendimento das situagdes em que
resultados fisicamente inconsistente surgem, reproduzindo alguns casos com tais ocorréncias
e propondo uma varia¢do nos valores do coeficiente B para que situagdes fisicamente irreais
deixem de ocorrer.

Os detalhes de uma nova formulagéo para a Eq. (1.3) considerando 8 = 3(¢) sdo apresentados na
secdo 2. Na secdo 3 sdo detalhados os aspectos da discretizacdo dessa nova equagdo pelo Método
de Diferencas Finitas [11]. Na secdo 4 ¢ apresentada uma andlise da metodologia apresentada
empregando a técnica de solucdo manufaturada [17, 18] a fim de certificar sua acurdcia, bem
como os resultados para diferentes conjuntos de condi¢@o de contorno e inicial. Por fim na se¢@o 5
s@o encontradas as conclusdes deste trabalho.

2 FLUXO SECUNDARIO ADAPTATIVO

Considere o seguinte problema que pode ser modelado pela Eq. (1.3): difusdo de um soluto em
um meio unidimensional qualquer. Definindo ¢ (x,7) como a concentragdo deste soluto em um
ponto e tempo qualquer, entdo a simulacdo deste problema deverd, obrigatoriamente, fornecer
valores de ¢ (x,¢) > 0, pois ¢(x,7) < O para este problema ndo faz sentido fisico. Contudo, ao
se simular numericamente a Eq. (1.3), dependendo da combinagdo dos valores de k3, k3, 8, das
condigdes iniciais e das condig¢des de contorno pode-se obter valores ¢ (x,z) < 0 [3].

Para evitar situagdes como esta, um ajuste foi elaborado na Eq. (1.3): fazer § — 1 sempre
que ¢ tender a um valor fora de limites previamente especificados. Para alcancar este objetivo
considerou-se que na Eq. (1.3) tanto k» como k4 séo valores constantes, porém fez-se B = (¢)
e se reescreveu a Eq. (1.3) considerando a variagdo de f3:

99 9 (.00 ) 3¢
&—th(ﬁ&C)—max(ﬁ(l—ﬁ)aﬁ) @
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a qual, ap6s alguma manipulagio algébrica, assume a seguite forma:
99 _  (9BI¢ 9% IB ¢ %9
5 =k (8 8x+ﬁ82 (1—2ﬁ)a Pl +[3(1—[3)W (2.2)

Neste trabalho serd apresentada a formulagdo matematica para a solugcdo da Eq. (2.2) empre-
gando o Método de Diferengas Finitas [11]. Detalhes sobre a discretizacdo desta equag@o serdo
tratados na se¢@o 3. Na préxima sec¢éo sdo discutidas algumas das caracteristicas da funcdo f(¢)
empregada nas simula¢cdes apresentadas na secio 4.

2.1 Funcao para o fluxo secundario adaptativo

A funcgdo B(¢) a ser escolhida deve possuir a seguinte propriedade: Bin < B(9) < Buax €
B(¢) = Buin quando ¢ — @yin. Ao fazer B(¢9) — Buin se estd eliminando o efeito da difusdo
secunddria neste modelo e, desta forma, valores fisicamente irreais de ¢ nao deverdo surgir na
simulacdo empregando-se a Eq. (2.2).

Apds alguns teste escolheu-se a seguinte funcao:

ﬁmax - ﬁmin

ﬁ(¢) = ﬁmax - W @

com 0 < Buin < Bimax < 1, Oin 0 limite inferior para ¢ e ¥ > 0 é o parAmetro que define a
sensibilidade de 8 com a varidvel ¢.

Como a Eq. (2.3) fornece B = $(¢) e a Eq. (2.2) necessita de ﬁ entéo esta derivada poderd ser
calculada a partir da seguinte transformacao:

I _dBI¢
9x 90 ox (2.4)
o (9min—9)
8ﬁ ey 'min —
3¢ —Y(Bmax — 5min)m 2.5)
A Eq. (2.2) pode ser reescrita entdo da seguinte maneira:
¢ ¢ 2% %0 40
or (/\za + A= o2 ) MW +A44W (2.6)
em que
ap d
A =1k 85 8¢’ An =1p
9B 3¢ 2.7

A=wi(1-2B)5 0 A= wip(1-p)

Na Figura 1 estd representada a fungdo (¢) considerando B, = 0.8, Buax = 1.0 € @pin =
0.001. Para y = 100 a regido de 3 varidvel é bastante extensa, enquanto para valores de y > 800
esta regido passa a ser bastante reduzida. Neste exemplo, sempre que 8 > 0.8 o peso do fluxo
secunddrio nesta regido estd sendo reduzido.
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Figura 1: Comportamento de 3(¢).

3 MODELO NUMERICO

Ap6s ter sido definida a equagdo alvo deste trabalho, Eq. (2.6), a sequéncia natural € resolvé-
la. Contudo, se existir uma solugfo analitica desta equac@o, considerando f(¢) como pro-
posto na Eq. (2.3), muito provavelmente esta solugcdo s6 serd alcangada empregando-se recursos
matematicos bastante sofisticados. Desta forma, para se resolver esta equagdo deve-se utilizar
um método numérico para solu¢do de equacdes diferencias parciais. O método de Diferengas
Finitas [11] foi a escolha dos autores para este proposito.

O dominio de cdlculo, 0 < x < L € R, foi subdividido em N — 1 intervalos igualmente espagados
de comprimento & e obteve-se um sistema linear de equagdes com N incdgnitas.

Como a Eq. (2.6) demanda quatro condi¢des de contorno, utilizou-se os dois primeiros e os dois
ultimos nés da malha para montar equagdes com informagdes sobre as condi¢des de contorno
e com excecao destes quatro nds, todos os demais sdo considerados nds internos e as equacdes
discretizadas para estes nés serdao apresentadas a seguir.

3.1 Equacao discretizada para os nos internos

O Meétodo de Diferencas Finitas [11] baseia-se na substitui¢do dos termos da equacao diferencial
por aproximagdes obtidas utilizando-se série de Taylor. Sendo assim, os termos % da Eq. (2.6)
podem ser aproximados para a malha unidimensional igualmente espacada como:

99| _ 9i2—8¢i 1 +80i11—is2
ox |, 124

+O(h*) (3.1
em que 3 <i < N — 2. Usualmente emprega-se somente trés nds na discretizagdo de derivadas de
primeira ordem, contudo, como a derivada de quarta ordem exige cinco nés em sua discretizagao,

utilizou-se a mesma quantidade de pontos nas expansdes em Séries de Taylor empregadas na
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discretizag¢do das demais derivadas desta equacdo. A derivada de segunda ordem foi aproximada
como:

¢

=i 2+ 16¢;1 —30¢; + 16011 — ii2
ox2| *

1212

o(h*) (3.2)

Xj
A derivada de terceira ordem foi aproximada segundo a seguinte expressao:

) _ _¢i—2+2¢i—1_2¢i+1+¢i+2+

- TS O(h?) (3.3)

Xi

e, por fim, a derivada de quarta ordem fica:

'O G2 — 401 +60; — 41+ Pio 2
=] = o +O(h?) (3.4)

Xi

O termo transiente foi modelado utilizado-se a aproximagdo tradicionalmente empregada na

modelagem deste termo:

¢t+At ¢I
At

99
ot

A equacdo na forma discretizada para todos os nds internos € a seguinte:

O(AY) (3.5)

Xj t+At

A A A A
ai 205 +ai 10 + a4l Y +agg (i)ff:l "taia0l =S (3.6)

em que os coeficientes desta equagdo sio:

1 542 1

L1222 6 S = —of

A + > + 644, i Atq)l

A A M 22, 4An
iy = —— f —— — — = — 3.7
a2 TR + Aad, a4i-1 = =3 3 + A4 — 44 (3.7
Ay Ayp Mg 22, 4Axn

gin=]1t7, 7 + Aaa, ait1 3 3 Ay —4Auy

em que 7Lz =A2//’l, € QLZZ :Azz/hz, /14 :A4/h3, 6144 :A44//’l4.

Optou-se por uma formulagdo totalmente implicita [13] na discretizag¢do temporal da Eq. (3.6).
De forma a evitar néo lineariedades no sistema de equagdes, a avaliagdo dos termos termos f3(¢)
e % presentes nos coeficientes A, e A4 foi realizada empregando ¢’.

3.2 Condicoes de contorno

No caso do problema em andlise, Eq. (2.6), para que este seja bem definido em um dominio
finito, quatro condi¢des de contorno sdo necessdrias. Para a primeira condi¢do de contorno em
x = 0 serd utilizada a seguinte equagdo:

2*¢

+W12W

x=0

0
wio@(x =0)+wy % =wi(t) (3.8)
x=0

em que wig, W11, wiz sdo valores conhecidos e constantes. Por exemplo, se a primeira condi¢do
de contorno em x = 0 for ¢ (x) = 2 (Dirichlet) entdo wig =1, w;; =0, wia =0e wi3(t) =2.
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A segunda condi¢do de contorno em x = 0 é definida de forma similar ao que foi feito para a
primeira condi¢do de contorno:

d 92
w0 (x =0) +wy £ +twnos (5

x=0

= W3 (l‘) (3.9)

sendo wyg, wa1, woo valores conhecidos e constantes.

As condicdes de contorno em x = L também sao expressas de forma andloga:

d 02
610¢(x=L)+€11£ XL+€128)§ » =e3(t) (3.10)
p(x=L)+ % + 7ol _ (1) (3.11)
exP(x = es1 x|, exn x|, =en .

com ey, €11, €12, €20, €21, €22 sendo valores conhecidos e constantes.

As Egs. (3.8) e (3.9) serdo utilizadas na obtencdo das equagdes discretizadas dos dois primeiros
nos e as Egs. (3.10) e (3.11) na discretizag@o dos dois ultimos.

3.2.1 Primeiro né

A equacgdo para o primeiro né x; foi obtida utilizando a Eq. (3.8). Foram realizadas novas ex-
pansdes em Série de Taylor em torno dos nds posteriores ao primeiro né obtendo-se as seguintes
expressoes para as derivadas de primeira e de segunda ordem, respectivamente:

8(]) 25¢l 4¢2 3¢g 4(])4 (])5 .
R T h T 3h M 12
ax|, = 12n T h o T anan 00 (.12)
9%¢ 35¢; 26¢, 19¢3 14¢4 11¢s 5
2 B VT T T TR R b7 o) (3.13)

Substituindo tais expressdes na Eq. (3.8), a equacido discretizada para o primeiro n6 é dada por:

al¢t+At +a2¢t+At +a3¢t+At +a4¢l‘+At +(15¢§+At _ Sl (314)
na qual:
- _ 25W1| 35W12 o 4W|1 . 26W12
A=W Ton T R e Y
3wy 19w, 4wy 14W12
-7, 77 = 3.15
a o om YA Y% 15
Wi 11lwya o
ST e Si=wis(t)
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3.2.2 Segundo no

O segundo no, x;, deve satisfazer a Eq. (2.6) fazendo-se necessario obter novas expressdes para as
derivadas presentes em tal equacgdo. Para tanto, primeiramente, sdo realizadas novas expansdes
em séries de Taylor em torno do ponto i = 2 considerando trés pontos a frente, i = 3, 4 e 5.
Da mesma forma as das derivadas presentes na Eq. (3.9), que define uma das condigdes de
contorno em x = 0, sdo substituidas por expansdes em Séries de Taylor. A partir desse conjunto
de equagdes chega-se, entdo, as expressdes para as derivadas de primeira, de segunda, de terceira
e de quarta ordens, conforme equagdes a seguir:

d
DWZ% =—3hwa3(t) + [~ 1002 + 1893 — 6¢4 + ¢s] hwo
x
197 333 17
{2%9%+%%%m+ (3.16)
1
{—33¢2+81¢3—¢4+ ¢5]W22+0( )
2%¢
Dwzﬁ =11wa3(t) + [—20¢2 + 6¢3 + 44 — Ps] wo
X
7 41
{3¢2+2¢3 2305+ = ¢5} 2y (3.17)
3702 — 8793+ 6394 — 1395 =2 +O(r")
23 18
Dwza;fxzz—wh”() (6062 — 7205 + 3604 — 65] — W2°
[—53¢2 + 9603 — 5194 + 8] l+ (3.18)
[19¢2 — 39¢3+21¢4_¢5]7+0( %)
2*¢ 12w3(t) n
D5y . :7;23 + [—48¢ + 7203 — 48¢4 + 12¢s] %

5207 — 11405 + 84¢4 — 2205] @+ (3.19)

(3602 + 969 — 8494 + 2405 -3 W” +0(h)

Nas equagdes anteriores, considerou-se Dy, = 10waoh? — 25wo1h + 35w 2 0. Substituindo-se
estas expressoes na Eq. (2.6), obtém-se a equagdo discretizada para o segundo né:

a2¢t+At +a3¢t+At +a4¢t+At +a5¢§+m =S, (3.20)

na qual os coeficientes a; sdo definidos por:

1
a) =— + | 10A2h +20A0; +

At h W2

60/\4 48/\44 W20 . 197/\2 7/\22
6 3h

+ =22 (3.21)
Dw2
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53/\4 5 21\44 % 331 Az 371\22 19/\4 36/\44 w2
Tz 3 + ~ Y Tt T E | o
h h Dy 6h h h h Dy,

72/\4 72/\44 L 1%0) 931\2 41 A22
=|—18A2h —6A2 — — — 3.22
as { 2 n-—— 13 ] Do, { > T (3.22)
96A4 . 1141\44 w21 —811\2 + 87/\22 . 39/\4 96A44 %
h? h3 Dy h h? h3 h* | Dy»
36/\4 48/\44 w20 331\2 23/\22
= |6A2h —4A — —+ |- — 3.23
as [ 2 nt————p3 ] Doy [ >t (3.23)
51A4 84A44 ﬂ +63A2 . 63[\22 + 21[\4 _ 84/\44 %
h? h3 D,» 2h h? h3 K4 D,»
6/\4 1 2/\44 w20 1 7/\2 29/\22
=|—-Aoh+Ap——— — 3.24
as { 2ht Ay —— 2 ] Dua { G h (3.24)
8y 22Malwa 4 1TA2 A A4 28Aa ) wa
h? h® | Dy» 3 h hr K h* | Dy»
A4 Ass | was(1)
S) = | -3hA2+11A 18— — 12— 3.25
2 { 2+ 1A +18— 2 ] Don (3.25)
Neste caso os coeficientes A; e Ay foram calculados empregando a seguinte discretizagdo para
99 .
a 90| _ 10
i+1 — Yi— l 2
- O(h 3.26

3.2.3 Penultimo no

As equagdes empregadas na discretiza¢do do pendltimo nd, xy_1, foram obtidas de forma seme-
lhante as do segundo né e, por esta razdo, sdo bastante semelhantes. Utilizando a condicdo de
contorno definida pela Eq. (3.11) foram obtidas as seguintes expressdes para as derivadas:

9¢

D—
eZax

=3hex (1) + [10¢n—_1 — 18¢n_2 + 6Pn_3 — Pn—_4] heao

AN—-1

197 93 33 17
{‘PN 1— ¢N—2 + 7¢N_3 - ¢N_4] e+ (3.27)

{331% | —81¢n— 2+ ¢1v 3—*¢N 4] %Z—FO(h“)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)



238 ESTUDO DO COEFICIENTE DE DIFUSAO SECUNDARIA EM PROBLEMA DE DIFUSAOQ...

82
DeZTx? =1lexs(t) +[-20¢n_1 + 6Oy 2 +4Pyv_3 — On_4] €2
XN-1
Ton -4 = (3.28)
{3 On—1 7 On_2+230N_3 C On—4 I +
[370n—1 — 870x—2+630n—3 — 130y_a] 2 + O(I)
2
23 18ex3(t
Dezl _18en(t) +[—60¢n_1 +T72¢n—2 —36¢PNn—_3 + 6Py _4] 20
0x3 h h
S PV
[—530y_1 +96¢y_2 — 51dy_3 + 8y_4] %Jr (3:29)
e
[—19¢n_1 +39¢y_2 —21¢y_3+ On_4] % +0(h?)
*¢ 12ex3(t €20
Demg = hz( ) + [—480Nn-1+T2¢n—2 — 48¢N—3 + 12¢N—4] 2
XN-1
[—52¢n—1 + 1149y — B4PN_3 +22¢N_4] %Jr (3.30)
e
[—36¢0n_1 +96¢N_2 — 84n_3 +24¢Pn_4] % +O0(h)

Nas equagdes acima D,y = 10e20h2 4+ 25¢51h + 35e2, # 0. Substituindo-se estas expressdes na
Eq. (2.6) e rearranjando os termos segundo, obtém-se a equacgdo discretizada para o segundo né:

an—a9 S +an—_3 05T +an—204S +an— 195 = Sn—i (3.31)

em que os coeficientes a; sdo definidos por:

1 601\4 48/\44 €20 1 97/\2 7/\22
_1=—+|20A2 —10A0h— —— — —— — —-— 3.32
an-1 At+[ 2 S 12 }Dez { 6 3h 3-32)
_531\4 _ 52/\44 2 + _331/\2 . 37/\22 _ 191\4 _ 36/\44 €22
h? h3 | Des 6h h? h3 h* | Dep
T2A4  T2A44| e 93A;  41Axn
_o = |18A2h —6A — 3.33
an-—2 { 2 nt— =+ }Dez [ > T (3.33)
96As  114A44 | e 81A2  87A2  39A4  96A4s| exn
h? h3 D h h? h3 h* | Des
361\4 48/\44 €20 33/\2 23/\22
3= |—6Ash—4Ay — —2 - 22 - — - 34
ay-3 [62h 2=~ 7 ]Dez—'—[ 5 A (3.34)
51[\4 . 84/\44 €21 _63[\2 . 63[\22 . 21[\4 . 84/\44 €22
h2 B | Do 2h h2 3 h* | Do
6/\4 121\44 €20 171\2 29/\22
_4=|Moh+A —_— 3.35
“N4{2+22+h+h2}062 [ 6 6h (3.35)
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8/\4 22[\44 é21 17 A2 /\22 /\4 24/\44 €22
— — 13—
h? B | Dy MR R R Do

Ay A44] ex (1) (3.36)

Syv_1=|3hAy+11Ap — 18— — 12—
N—1 { 2+ 22 7 12 | Du
Novamente, os coeficientes A, e A4 foram calculados empregando a Eq. (3.26).

3.24 Ultimo né

A equacdo para o ultimo n6 € obtida utilizando procedimento andlogo ao empregado para obter a
equacdo do primeiro né. Neste caso, sdo feitas expansdes em Série de Taylor em torno dos quatro
pontos anteriores ao ultimo n6, obtendo-se as seguintes expressdes para as derivadas de primeira
e de segunda ordem:

99

250y 4Pv—1  30n—2  4dv—_3  On_4 4
— = — — O(h 3.37
dx Xy 12h h * h 3h + 4h + ( ) ( )
9%¢ 3508 260nv—1 | 199y 14¢nv_3  1ldy_4 3
— = — — O(h 3.38
2| T ae ae ae o PO 63

Substituindo estas duas derivadas na Eq. (3.8) obtém-se a equacdo discretizada para o primeiro:
an- 4@y +an-308 N +an-20y"S +an 194 +an g™ = Sy (339)

na qual os coeficientes a; sdo definidos por:

- + 256]1 n 35@12 o _4611 _ 26612
INZE0T o TR B A YA
3eq1 19e12 4eqy 14e12
= = 3.40
IN-2= T T N3 =73 T 32 (340
e;p | llep
4= — Sy = t
aN-4= 2o+ o N =en3(1)

Ao incorporar as condi¢des de contorno o sistema de equacdes discretizadas pode ser reescrito
na forma matricial:
A9 = (3.41)

na qual b contém as informagdes das condi¢des de contorno e do tempo anterior, coeficientes
Si;. A é uma matriz esparsa de dimensdo N X N e, por tanto, técnicas de armazenamento para
tais matrizes foram utilizadas quando da confecc¢io do c6digo elaborado para resolver a equagio
objeto deste estudo.

Em cada etapa de discretizagao foi realizada a andlise da consisténcia [7] das equacdes obtidas,
sendo verificado que tais equagdes sdo consistentes com a Eq. (2.6) e de ordem O(h?, At).
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4 RESULTADOS

Nesta secdo € apresentada a verificacdo numérica da rotina computacional desenvolvida em lin-
guagem C++ para a solucdo do modelo bi-fluxo pelo Método de Diferencas Finitas [11] conforme
discretizacdo apresentada na se¢@o anterior.

Sao tratados dois casos considerando condi¢des inicias e de contorno distintas descritas conforme
a seguir.

* Problema A: No primeiro problema foi considerada como condi¢do inicial uma
distribuicao normal expressa por:

1 —(x—p)?
2 .1

¢(x) = e
oV2r
em que U é amédia e o o desvio padrdo. Neste caso as condi¢des de contorno sio definidas
pelo valor da concentracdo e da derivada de segunda ordem em ambos 0s contornos.

* Problema B: Para o segundo problema optou-se pela utilizagdo de uma condicio de con-
torno jd tratada por diferentes métodos em situagdes com 3 constante [14, 19], tendo sido
verificados valores negativos da concentragao.

_ wnloo (X
¢ (x) =sin " 4.2)

Para este caso, considera-se que os valores da concentrag@o e do fluxo primario nos dois
contornos sejam nulos.

O método empregado para a solucdo do sistema de equagdes lineares Eq. (3.41) foi o método
do Gradiente bi-conjugado estabilizado [22]. Todas as simula¢des foram realizadas em um
computador com 4GB de meméria RAM e um processador Intel®Core i5-5200U, 2.20GHz CPU.

Os resultados apresentados nesta se¢do estdo divididos em duas partes. Inicialmente € realizada a
andlise de convergéncia do método para alguns casos a fim de certificar a qualidade do esquema
numérico adotado e do cédigo computacional desenvolvido. Em um segundo momento sdo rea-
lizados alguns testes com o intuito de investigar a ocorréncia de valores negativos na solucio da
equacdo de difusdo desenvolvida.

4.1 Analise de convergéncia

Para verificar o desempenho da discretizacao proposta na solucio da Eq. (2.2) foram utilizados
problemas testes com solucdes analiticas construidas utilizando a técnica de solu¢do manufa-
turada [17, 18]. Com este propésito inclui-se mais um termo na equacdo original resultando
em:

P d d d 9?
a?:ax<1<2ﬁai>—ax<1<4ﬁ(l—ﬁ)axf) +8(x,1) 4.3)
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A inclusdo de g(x,) na discretizagdo pode ser feita sem grandes alteracGes nas equagdes existen-
tes: ao termo independente de todos os nds, com exce¢do do primeiro e do dltimo, acrescenta-se

o valor g™,

A ordem de convergéncia do MDF foi avaliada através da seguinte expressio:

¢ —os5ll;
H¢—¢5/2Hj

ordem =log, j=2,00 4.4

em que @5 ¢ a solucdo numérica obtida com passo &, ou seja, & serd igual a i quando feita a
analise em rela¢do ao refinamento espacial da malha ou igual a Az para a andlise em relagdo ao
refinamento do passo no tempo empregado. A ordem de convergéncia considerando as normas
euclidiana, j = 2, e mdxima, j = oo.

Nesta etapa considerou-se um caso com solug@o analitica definida por:

1 —e=w?
—ec e (4.5)

(])(X,l‘) = =

cujas condigdes de contorno e inicial sdo definidas conforme o problema A.

A expressdo para g(x,) é obtida substituindo as Egs. (4.5) e (2.5) a (2.3) em:

d dapd B %9 o+
o =P -x (L2 pTe ) (0-m LI wpu-pTE) @

A solugdes foram obtidas no dominio espacial 0 <x < L, com L = 4 e no intervalo de tempo 0 <
t <ty,comty = 2. Os valores dos parimetros empregados nas simula¢des foram x, = 1 X 1072,
K =5x103, u=20=0.2.

Inicialmente apresenta-se os resultados para o caso em que 3 é constante, § = 0.8. As tabelas
a seguir apresentam a norma maxima e a norma euclidiana do erro, &, entre a solucio analitica
e a obtida pelo MDF, o custo computacional, bem como a ordem de convergéncia da solug@o
calculada com ambas as normas.

Verifica-se que as ordens de convergéncia encontradas estdo de acordo com os resultados
tedricos: na tabela 1 toma-se & fixo e observa-se que a ordem de convergéncia no tempo é apro-
ximadamente igual a 1, enquanto que na tabela 2 € feita a andlise com At fixo e a ordem de
convergéncia obtida é aproximadamente 2.

E realizada agora, uma segunda anlise com f§ = B(9) definido pela Eq. (2.3). Para este caso
empregou-se Buax = 1.0, Buin = 0.2, ¥=2500 & @i, = 1 x 1073, Novamente os erros e as ordens
de convergéncia encontradas utilizando a Eq. (4.4) estdo em acordo com a ordem esperada, como
pode ser verificado nas tabelas 3 e 4.
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Tabela 1: Andlise dos erros com B =0.8e h=1x 1072

At llell.. Ordem lell, Ordem CPU (s)
4x1072 2,12x 1072 - 4,24 x 107! - 9,09
2x 1072 1,09 x 1072 0.9499 2.24x107! 0.9195 14,09
1x1072 5.52x 1073 0.9892 1.12x 107! 1.0050  22.95
5x1073 2.88 x 1073 0.9401 5.81x1072 0.9437  26.82

Tabela 2: Anilise dos erros com B = 0.8 e At =2 x 1073
h |E2 Ordem lell, Ordem CPU (s)
2x 107! 2.03x 107! — 1.78522 — 0.079
1x 107! 3.83x 1072 2.40866 3.43 x 107! 2.37931 0.172
5x1072 9.45x 1073 2.01759 8,38 x 1072 2.03382  0.478
2.5%x 1072 2.35%x 1073 2.01004 2.24x 1072 1.94384  4.365
Tabela 3: Andlise dos erros com B(¢) e h=1x 1072

At lell.. Ordem llell, Ordem CPU (s)
4 %1072 1.91 x 1072 - 3.90 x 107! — 12,05
2x 1072 9.71 x 1073 0.9805 2.03x 107! 0.9401 22,43
1x102 5.00x 1073 0.9584 1.13x 107! 0.8443 32,3
5%1073 2.57% 1073 0.9585 5.81x 1072 0.9229 43,24

Tabela 4: Analise dos erros com B(¢) e At =2 x 1073

h lle]l Ordem llell, Ordem CPU (s)
1x107! 2.17x 107! - 2.1754 — 0.062
1x 107! 4.04 x 1072 24204 4.17x 107! 23811 0.114
5% 1072 9.98 x 1073 2.0188 1.05x 107! 1.9875  0.453

2.5%x 1072 2.50% 1073 1.9983 2.50x 1072 2.0036  6.641

4.2 Resultados numéricos

Nesta secdo sdo apresentados os resultados numéricos obtidos considerando as condi¢des de
contorno e inciais definidas na sec¢do anterior. Os casos analisados estdo dispostos na tabela 5.
Em todos os casos o valor de ., utilizado foi B = 1.

As Figuras de 2 e 3 ilustram o comportamento da solu¢do numérica para o problema A. Os
valores dos pardmetros que definem a condicdo inicial, dada pela Eq. (4.5), empregados nas
simula¢des numéricas foram ¢ = 0,03 e p = 2. Na Figura 2 observa-se o comportamento dos
casos 1 e 2. No primeiro caso tem-se k4 = 0, ou seja, somente a difusdo primaria é considerada
e a solugdo se comporta conforme esperado, uma distribui¢do simétrica ao longo do eixo x e
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Tabela 5: Descri¢do dos casos analisados

Variavel Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso4 Caso5 Casob6

Problema A A A B B B
o) 107! 10! 107! 1073 1073 1073
K4 0 5%x107% 5x1072 107 1073 1073
B 0.8 0.8 B(¢) 0.2 B(o)  B(e)
Brin — — 0.8 — 0.2 0.2
y — — 2500 — 1000 50
Omin — - 1073 — 1072 0.5
L 4.0 4.0 4.0 1.0 1.0 1.0
tr 1.0 1.0 1.0 10.0 10.0 10.0
h 8x1073 8x103 8x1073 1072 1072 1072
At 1073 10-3 1073 1072 1072 1072
14 14
Caso 1 — t=0 Caso 2 — =0
L | t001 2, t=0.01
10 --- t=0.1 10 --- t=0.1
------ t=1 e t=1
8 8
e 6 © 6
4 4
2 2
et/ B \ N S 0| sz Cnaa B G S,
1.0 1.5 2.0 25 3.0 1.0 5 2.0 2.5 3.0

Figura 2: Resultados para os casos 1 e 2.

com ¢ (x,¢) > 0. No segundo caso é o incluido o termo de difusdo secunddria e ¢ assume valores
negativos. Se esta equacdo representar algum problema de base fisica entdo resultados negativos

podem ser fisicamente inconsistente.

A Figura 3 apresenta os resultados para o caso 3, bem como uma comparagdo entre os trés casos
num mesmo instante de tempo. Os resultados para o caso 3 foram obtidos definindo B como a
fun¢do sigmoide, Eq. (2.3). Ao utilizar esta abordagem, ndo se observam valores negativos para
¢ (x,t). Na comparagdo entre os casos, esperaria-se que os valores de ¢ (x,¢) obtidos no caso 2
fossem mais préximos daqueles obtidos no caso 3.

Pode-se argumentar que talvez as contantes que geraram f(¢) no caso 3 nfo sdo as mais ade-
quadas para reproduzir o caso 2. Uma possivel solucio para essa situaciio consiste em resolver
o problema inverso associado a este problema, isto é, determinar ¥ e @,,;, que produzam uma

solucdo mais préxima da observada no caso 2.
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. Caso 3 t=0 300 o —— Caso 1
_____ t=0.01 25 ----- Caso 2
10 -o- =01 --- Caso3
------ t=1 2.0
8
o ©15
6
1.0
4
0.5
2
0.0 ==
0
1.0 15 2.0 25 3.0 0 1 ‘ 3 4
X X
Figura 3: Resultados para o caso 3 e comparagao entre os casos 1 a 3.
1.0 — t=0 1.0 — t=0
e Y & U N t=2.5 Caso5 [\ t=2.5
== t=5
------ t=10
0.6 0.8 10
X
1.0 — t=0
Caso6  f\ t=2.5 0.5 Caso 4
=0 /SN Caso 5
0.8 —==t=5
0.4 --- Caso 6
------ t=10
0.6 03
< S
0.4 0.2
0.2 0.1
0.0
0.0 N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Figura 5: Resultados para o caso 6 e comparacio entre os casos 4 a 6.

Nas Figuras 4 e 5 sio observados os resultados do problema B, casos 4 a 6. No caso 4, considerou-
se B constante e novamente foram observados valores negativos da concentra¢do ¢ (x,7). J4 no
caso 5, em que f varia de acordo com a fungdo sigmoide, tais valores ndo foram observados.

O mesmo se repetiu para o caso 6 apresentado na Figura 5 onde foram empregados outros valores
dos coeficientes da fungio (¢ ). Ao comparar os resultados de ¢ (x,7) nos casos 4, 5 e 6, observa-

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)



LUGON JUNIOR, RODRIGUES, BEVILACQUA, MARINHO, KNUPP, VASCONCELLOS e SILVA NETO 245

se que as curvas dos casos 4 e 5 sdo bem mais proximas do que aquelas obtidas no caso 6. Isto
indica que os coeficientes escolhidos, arbitrariamente, para o caso 5 sdo mais adequadas para
representar o fendmeno definido no caso 4.

5 CONCLUSOES

Este trabalho realizou uma andlise da equagdo de difusio bi-fluxo proposta por Bevilacqua e co-
autores [3], a qual utiliza uma equacéo diferencial com um termo de quarta ordem para modelar
problemas de difusdo andmala.

Os resultados demonstram que tal formulagdo, em determinadas circunstincias, apresenta re-
sultados fisicamente inconsistentes, como valores negativos, incompativeis com o fendmeno
simulado.

Foi proposto uma nova formula¢do para o modelo bi-fluxo na qual o parimetro de controle
B varia de acordo com a quantidade da propriedade em difusio. A formulagdo matemadtica
para a solucdo do problema em andlise pelo Método de Diferengas Finitas foi apresentada e
os resultados demonstram a convergéncia das solugdes, bem como a possibilidade de elimi-
nar a ocorréncia de valores negativos na solucdo. Os resultados apresentados mostraram que a
metodologia proposta funciona como esperado.

Observou-se ainda que, a escolha dos pardmetros estabelecidos para representar a variagéo de 3,
leva a diferentes efeitos na difusdo andmala, sendo o estudo de tais efeitos e dos valores 6timos
para os coeficientes que definem a fungio B(¢) objetos de trabalhos futuros.
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ABSTRACT. A recent formulation for anomalous diffusion problems, which envolves a
fourth-order differential term, has presented negative values in its solution for certain cases.
This paper presents a study of the effect of secondary diffusion coefficient in order to con-
tribute with the understanding of the solutions behavior in these situations. A function was
implemented to represent the variation in the parcel subject to primary and secondary diffu-
sion, according to the amount of the property in diffusion. The formulation for the solution
of this new model by the Finite Difference Method is presented. The results obtained are
compatible with those presented in previous works in the literature.

Keywords: anomalous difusion, Finite Difference Method, fourth-order differential
equation.
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