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RESUMO. Um sistema nuclear € dito subcritico quando os eventos responsaveis pela remocdo dos
néutrons (fugas pelos contornos estruturais do sistema e absor¢@o) acontecem em maior intensidade que
os eventos que promovem a producio destas particulas (fissdo). Quando isto acontece o sistema ndo con-
segue manter um nivel estdvel em relacdo a populagdo de néutrons e tende ao desligamento. Por outro
lado, qualquer sistema subcritico pode ser dirigido por uma ou mais fontes estaciondrias de néutrons. O
objetivo deste trabalho é apresentar uma metodologia para determinar as intensidades das fontes internas
estaciondrias, isotrépicas e uniformes de néutrons que devem ser inseridas em um sistema subcritico para
dirigi-lo a uma distribui¢do prescrita de poténcia. Para tanto, foi utilizada a equacdo unidimensional do
transporte de néutrons monoenergéticos com espalhamento isotrépico em meios multiplicativos, referen-
ciada como equacio fisica de transporte, e a equagdo que € adjunta a esta equagdo, ambas na formulacio
das ordenadas discretas (Sy). O método de malha grossa matriz resposta adjunto (RM") foi aplicado para
resolver numericamente as equagdes Sy adjuntas. O método RM' é um método da mesma classe do método
matriz resposta utilizado na solugdo das equacdes Sy fisicas de transporte. Resultados numéricos para dois
problemas-modelo tipicos sdo apresentados para examinar a metodologia proposta.

Palavras-chave: ordenadas discretas, problema adjunto, matriz resposta adjunto, sistemas subcriticos.

1 INTRODUCAO

Os reatores nucleares apresentam-se hoje como uma alternativa altamente viavel no que diz res-
peito a fontes de energia limpa. Fusdo e fissdo, reacdes nucleares que liberam uma significativa
quantidade de energia, ndo produzem diéxido de carbono (CO,). Junto a isto, o processo de
implantagdo das usinas termonucleares ndo altera em grande escala o ecossistema local onde a
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usina sera situada. Estes fatores, dentre outros, contribuem para que a energia nuclear possua um
interessante potencial sob a ética tecnoldgica.

Dentre o desenvolvimento de novas tecnologias na drea nuclear surge o reator ADS (Accelerator
Driven Systems). O ADS € um dispositivo que possui um niicleo subcritico, isto €, os eventos
que promovem a remog¢do de néutrons acontecem em maior quantidade do que os eventos que
promovem a producdo destas particulas. Diante disso, este reator necessita do auxilio de fonte(s)
externa(s) e uniforme(s) de néutrons para manter o seu funcionamento [12]. Esta caracteristica
gera um intrinseco ganho na perspectiva de seguranca, em relagdo aos atuais reatores nuclea-
res comerciais, devido a possibilidade de desligamento da fonte caso alguma irregularidade de
funcionamento ocorra. Como o sistema € subcritico, o desligamento da(s) fonte(s) externa(s) de
néutrons induzird o desligamento quase imediato do reator [11].

Neste contexto, o presente trabalho tem como objetivo apresentar uma metodologia que permite
determinar as intensidades das fontes internas estaciondrias e uniformes de néutrons que devem
ser inseridas em um sistema subcritico para dirigi-lo a uma distribuicdo prescrita de poténcia.
Para tanto, considera-se o problema unidimensional do transporte de néutrons monoenergéticos,
com espalhamento isotrépico e condi¢cdes de contorno reflexiva ou vidcuo como problema fisico
de transporte a ser tratado. Além disso, faz-se referéncia ao problema adjunto como um pro-
blema de valor de contorno onde os fluxos angulares adjuntos emergentes do sistema sao nulos e
as fontes adjuntas definidas no interior do dominio sdo conhecidas. A cldssica formulagdo das or-
denadas discretas (Sy) € aplicada nos problemas fisicos e adjuntos, onde ¢ utilizada a quadratura
de Gauss-Legendre [9] para aproximar os termos integrais existentes nas equacdes que modelam
matematicamente estes problemas.

Para resolver numericamente as equacdes Sy adjuntas foi aplicado um método de malha grossa,
inserido na classe dos métodos espectronodais, denominado matriz resposta adjunto (RM"). Fun-
damentado no método matriz resposta [15], utilizado na solucdo das equagdes Sy fisicas de trans-
porte, o método RM' faz uso de um conjunto completo de solugdes elementares das equagdes
Sn adjuntas em cada regido constituinte do dominio para construir o esquema iterativo adjunto
de inversdo por regiio (RBI") que converge resultados numéricos para os fluxos angulares ad-
juntos nas interfaces das regides constituintes do dominio, que sdo livres de erro de truncamento
espacial.

A seguir um breve resumo do conteido deste trabalho é exibido. Na secdo 2 é apresentado o
modelo matematico adotado, bem como o desenvolvimento de uma metodologia para determinar
as fontes estaciondrias e uniformes de néutrons que devem ser inseridas em um sistema subcritico
para dirigi-lo a uma distribui¢io prescrita de poténcia. Na secdo 3 é descrito o método RM' que
serd utilizado na obtengdo das solugdes dos problemas Sy adjuntos. Na se¢do 4 os resultados
numéricos de experimentos realizados em dois problemas-modelo sdo apresentados e na se¢io 5
uma breve discussdo sobre o trabalho com sugestdes para trabalhos futuros é realizada.
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2 MODELO MATEMATICO E A METODOLOGIA ADJUNTA

Dividimos esta secdo em duas partes. Na secdo 2.1, sdo apresentados os modelos matematicos
utilizados e na se¢do 2.2, a metodologia seguida para estimar as fontes de néutrons.

2.1 Modelo matematico

As equacdes que modelam matematicamente os problemas unidimensionais fisicos e adjuntos,
para um sistema subcritico estabilizado por fontes estaciondrias e uniformes de néutrons possuem
respectivamente as seguintes formas:

o, (x )+V6f

u%w(wwrcz(x)w(x,u) / y(x,pu)dp' +0(x) 2.1

( )+V0'f

0
W () + 6 () () = /'wxuMu+d<> 2.2)

onde por definicdo [4]:

U = cos(0) = dire¢do de migra¢do dos néutrons, onde 6 é o angulo polar medido em relagéo ao
€ixo x;

y(x, i) = fluxo angular de néutrons;

v (x, 1) = fluxo angular adjunto;

0;(x) = se¢do de choque macroscépica total;

0;(x) = se¢do de choque macroscépica de espalhamento isotrépico;
or(x ) = sec¢do de choque macroscépica de fissao;

v = niimero médio de néutrons liberados em um evento de fissdo;
O(x ) = fonte interna estaciondria e uniforme de néutrons;
QT

(x) = fonte adjunta.

As equagdes (2.1) e (2.2) aparecem na notacio de operadores como

Hy =0 23)

H'y" =0 (2.4)
Aqui sdo omitidas as varidveis independentes (x, 1) no fluxo angular de néutrons e no fluxo
angular adjunto e a varidvel independente (x) na fonte isotrépica de néutrons e na fonte adjunta,

apenas por questio de simplificacdo de notacio. Claramente, os operadores lineares H e H', que
aparecem nas equacdes (2.3) e (2.4), sdo respectivamente definidos como

=2 () a0 - FEVI [ gy @5)
ot —u%()%—@(@(-)— s(x) +2vcf(x) /_11(')0,#/’ 2.6)
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onde (-) é um simbolo de posicdo. Apesar de as equagdes (2.1) e (2.2) diferirem apenas no
sinal do termo de migragéo, elas possuem significados diferentes. Na equagdo (2.1), Q(x) é a
intensidade da(s) fonte(s) internas de néutrons e y(x, i) pode ser entendido como a populacdo
de néutrons estd distribuida no espago de fase. Na equagio (2.2), Q(x) é a fonte adjunta, uma
quantidade arbitraria que nio possui uma relaciio fisica com Q(x). A grandeza y'(x, ) pode
ser entendida no contexto deste trabalho como a importancia, ou provdvel contribuicdo que os
néutrons em um ponto do espago de fase tem para a constituicdo de uma certa quantidade in-
tegral mensuravel. Esta quantidade integral pode assumir um determinado significado fisico se
escolhermos Q7 (x) de modo adequado [8]. Sdo exemplos desta quantidade integral: a taxa de
absorcao dos néutrons em uma certa regido do dominio e a leitura de um detector de néutrons
posicionado em um ponto do sistema [16], [13] e [6].

Para obter as solugdes das equacdes (2.1) e (2.2) € preciso definir as condi¢des de contorno a se-
rem consideradas em cada tipo de problema. As condi¢des de contorno utilizadas em problemas
fisicos de transporte aplicados em fisica de reatores nucleares sdo convencionalmente de dois
tipos: vacuo ou reflexiva. No caso da condi¢do de contorno tipo vacuo, ndo hd a possibilidade
de nenhuma particula entrar pelos contornos estruturais do sistema, isto é, o fluxo angular de
néutrons em todas as dire¢des que incidem nos contornos do sistema € igual a zero. No caso
da condi¢do de contorno reflexiva, os valores dos fluxos angulares de néutrons que incidem no
sistema sdo iguais aos valores dos fluxos angulares de n€utrons que emergem do sistema. Esta
condicdo de contorno € utilizada em problemas que possuem simetria fisica e geométrica dos
materiais, onde neste caso os fluxos angulares de néutrons emergentes no ponto de simetria do
dominio sao refletivos de volta, gerando assim os fluxos angulares incidentes neste ponto. Desta
forma, ao invés de resolver o problema percorrendo o dominio espacial inteiro, é adotada a
condicdo de contorno reflexiva, que permite resolver o mesmo problema de forma reduzida par-
tindo do ponto de simetria do dominio. Assim, o esfor¢o computacional gasto na solu¢do de um
problema € reduzido.

No caso do problema adjunto as condi¢des de contorno tradicionalmente utilizadas sio a de fluxo
angular adjunto nulo nas direcdes emergentes dos contornos e a reflexiva. Na condi¢@o de con-
torno tipo fluxo adjunto emergente nulo, a importancia dos néutrons que emergem dos contornos
do sistema € nula, pois como nao hé possibilidade de esses néutrons retornarem ao sistema, eles
ndo irdo contribuir com a quantidade integral. Isto significa dizer que o fluxo angular adjunto,
nas direcdes emergentes dos contornos do sistema, € igual a zero. A condicdo de contorno re-
flexiva nos problemas adjuntos de transporte é similar a do problema fisico. Aqui cabe ressaltar
que, assim como a equacdo adjunta € vinculada a equacio fisica de transporte, as condi¢des de
contornos utilizadas nos problemas adjuntos sao vinculadas as condi¢des de contorno utilizadas
nos problemas fisicos. A mesma situacdo ocorre quando a condi¢@o de contorno adotada para o
problema fisico ¢é a reflexiva.
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2.2 Metodologia

Nesta secdio apresenta-se uma metodologia para estimar as fontes estaciondrias e uniformes que
devem ser inseridas em um sistema subcritico para dirigi-lo gerando uma distribui¢do prescrita
de poténcia. Para tanto, é descrita a seguir uma expressao que serd usada no desenvolvimento da
metodologia

(" Hy) = (y,H"y"). 2.7)

A equagio (2.7) é conhecida na literatura como relagdo de reciprocidade [4]. Aqui ((),(*))
€ o produto interno entre fungdes e significa a integracdo em todo o dominio das varidveis
independentes. Isto é,

L rl1
if) = [ [ A e w)duds,

onde fi e f> sdo duas fungdes definidas no mesmo espaco de fase de y e y' e L é o comprimento
do dominio espacial considerado neste trabalho (viz. Figura 1).

R, Ry Ry Ry
o —-r—r——— —— 0
x1/2=0cm *3/2 X5/2 Xe—1/2 Xewl2 Xk—12 Xkp12=Lem

Figura 1: Dominio unidimensional com k =1 : K.

Neste ponto, faz-se a observacdo que a equagdo (2.7) s6 € valida na forma apresentada devido
as condicdes de contorno adotadas neste trabalho para a solucdo das Egs. (2.1) e (2.2). Logo,
multiplicando a equagdo (2.4) por ¥, a equacio (2.3) por ¥, aplicando o produto interno nas
duas equagdes resultantes e considerando a equacao (2.7) obtém-se

(v,0") = (v",0). 2.8)

A varidvel Q" deve ser escolhida de modo a transformar a quantidade integral do lado esquerdo
da equacdo (2.8) em um valor de poténcia. Assim, temos uma relacdo entre o fluxo angular
adjunto, a distribui¢c@o de fontes e o valor de poténcia gerado. Com esta escolha, o fluxo angular
adjunto pode ser entendido como a importancia, ou provavel contribuicdo que os néutrons em
um ponto do espago de fase terdo para a geracio desta poténcia. Definindo Q' como

0" (x) = €0 (x) &(x), 2.9)

onde € representa a energia média liberada em uma reagdo de fisséo, i.e., € = 200MeV e & (x) =
1, X € Ry

0 rério com Ry, representando uma dada regiio combustivel do dominio, tem-se
caso contrario
b

(w,e07(x)5(x)) = (y/, 0). (2.10)
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O indice usado no fluxo angular adjunto remete a escolha da fonte adjunta; portanto, q/,j ¢ o fluxo
angular adjunto obtido através da equacio (2.2) com fonte adjunta dada pela equagao (2.9). Neste
ponto, analisaremos os termos que constituem a equacdo (2.10). No termo a esquerda tem-se

w0y ()80) = [ eoaty) [ wisuan'ax @i

onde a integral [ | W(x,1")dp' é definida como fluxo escalar de néutrons ¢ (x). A equagdo (2.11)
pode, portanto, ser reescrita como

L

(v.£0/(x)8(x)) = | €0/()6(x)9 (x)dx = P 2.12)
onde P, significa a poténcia gerada pela regido R;. Em continuidade, no termo a direita da
equacdo (2.10), tem-se

L 1
w0)= [ o [ vitu)duax, @13

onde a integral [ | l//,j (x,p")dp’ é definida como fluxo escalar adjunto ¢,: (x). Portanto,

. L .
O%®=AQ®%MM- (2.14)

Igualando as equagdes (2.12) e (2.14) obtém-se
L ;
a:AQ@%@m. 2.15)

Visando a simulacdo computacional deste problema discretiza-se a varidvel angular nas equacdes
(2.1) e (2.2). O método de discretizagado utilizado € a cldssica formulacao das ordenadas discre-
tas (Sn), que consiste na discretizacdo da varidvel angular 4 em N dire¢des e na utilizagdo de
conjuntos de quadraturas, que neste trabalho serdo as quadraturas de Gauss-Legendre, para apro-
ximar os termos integrais existentes nas equacdes que modelam os problemas fisicos e adjuntos.
Assim, em uma regido homogeneizada R; do dominio apresentado na Figura 1, as equagdes (2.1)
e (2.2) na formulag@o SN aparecem respectivamente como

_ Oy +Voy

d N
Hon =Y () + 0 Y () = =5} Ya(x) O+ O, (2.16)
n=1

m=1:N,x_12 <x<Xy1/2,

d + oy, +Vvor & .
—.Uma‘lfi(x) + Oy Y (x) = A RRALS Z v, (x) o, + QZ, (2.17)
n=1

2
m=1 :N,xk_1/2 <)C<Xk+1/2.
Aqui N é a ordem da quadratura, p,, as direcdes discretas de migra¢do dos néutrons e @, sdo

os pesos da quadratura. Por simplicidade € utilizado nas equagdes (2.16) e (2.17) as notacdes
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W (x) = w(x, ) e ¥l (x) = v (x, ty). Neste trabalho os parAmetros materiais, fontes de
néutrons e fontes adjuntas sdo considerados uniformes em relacdo a varidvel espacial no in-
terior das regides que compdem o dominio. Portanto, para x;_1/5 < x < Xy1/2: O (x) = oy,
oy(x) = oy, 07(x) = 07, O(x) = Ok, OF(x) = QZ. Com as aproximagdes apresentadas acima, a
equacdo (2.15) torna-se

K

P=Y 0 / T bt () d, (2.18)
=1 X1-1/2

Iy
hy
de valor médio de uma fung¢ao, obtém-se

Multiplicando a equacio (2.18) por onde A; € a espessura da regido R; e aplicando o conceito

K
=
P=Y 019, (2.19)
I=1
onde E « € definido como fluxo escalar médio adjunto na regidio R; gerado pela fonte adjunta na
regido Ry. Repetindo este processo e variando k = 1 : K, constréi-se o seguinte sistema matricial
P=L7Q, (2.20)

onde P é um vetor coluna de ordem K, composto pelas poténcias prescritas; Q € um vetor coluna
de ordem K, composto pelas fontes de néutrons; e L' é uma matriz quadrada de ordem K, definida
como

= = —
h1¢;71 hz%l o hBy
Mo, hady, ... hxd;
Lf— ?12 "?272 o df“ (2.21)
S
mox horx ... hkdgg

Repetindo este processo para k = 1 : K faz-se necessdario resolver K problemas adjuntos variando
a fonte adjunta de acordo com a regido k. Assim, as fontes de néutrons que devem ser inseridas em
um sistema subcritico para estabiliza-lo e, com isso, gerar uma distribui¢c@o prescrita de poténcia
sdo

Q=L""pP. (2.22)

3 0 METODO MATRIZ RESPOSTA ADJUNTO

Esta secdo € dividida em duas partes. Na sec@o 3.1 sdo construidas, em cada regido homoge-
neizada do sistema, um conjunto de solucdes elementares para o problema adjunto e na se¢@o
3.2 utilizam-se estas solug¢des para construir um conjunto especifico de matrizes que permitem
estimar os valores do fluxo angular adjunto nas interfaces de cada regido homogeneizada do
sistema.
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3.1 Solucdes gerais locais
A solucdo geral da equagdo (2.17) em uma regido Ry tem o seguinte formato [5]

+h p
Vi) =i 0+ 3.1

m=1:N, x5 <x<Xy1)2,

onde os superindices & e p indicam respectivamente as componentes homogénea e particular
da solugdo geral local. A auséncia do subindice m na componente particular da solucdo ge-
ral apresentada na equagdo (3.1) deve-se a caracteristica isotrépica da fonte de néutrons que
consideramos neste trabalho.

Para determinar a componente homogénea da solucdo geral local, deve-se resolver a seguinte
equacgao

d _ Oy +VOoy

N
W () F o v (1) = Yyl (e, (32)
X 2 =

mzl:N,xk_1/2 <)C<Xk+1/2.

Seguindo os trabalhos [2,6], a componente homogénea da equacdo (3.2) possui a seguinte forma

WL%(X) — g}, (9)e ", (3.3)

m=1:Nx_ 1/ <x <X/,

v >0
onde y= Me-1/2: g .NaEq. (3.3) € usada a estratégia do deslocamento na fungo expo-
Xk4-1/25 %<0

nencial como proposto na literatura [1,2,3,7,17]. Esta estratégia limita as N funcdes exponenciais
da solucdo apresentada na Eq. (3.3) no intervalo (0, 1), evitando assim overflow exceptions na
solugdo deste problema devido a aritmética finita computacional.

Substituindo a equagdo (3.3) na equacio (3.2) obtém-se

N
Oy, + VO, (o7 1 .
Z |:k2'umfkwn — #726”1771 Clj,; = 5&,!,” (34)

n=1

1
0, caso contrario
se um sistema matricial na forma de um problema de autovalor

, m=n

onde &, = . Na sequéncia, variando m = 1 : N na equagao (3.4), obtém-

.1
Xa' = Ea', (3.5)
onde a" é um autovetor de N componentes correspondente a cada autovalor % e X é uma matriz
quadrada de ordem N. Resolvendo o problema apresentado na equagio (3.5), obtém-se N autova-
lores reais e distintos e seus respectivos autovetores. Os autovalores obtidos possuem a seguinte
caracteristica: sdo compostos por N/2 valores positivos e N/2 valores negativos. Neste trabalho
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os autovalores foram ordenados em uma forma crescente. A componente homogénea pode ser
escrita como uma combinagdo linear das solugdes propostas na equagado (3.3), com os autovalo-
res e seus respectivos autovetores dados pela solucdo do problema apresentado na equagao (3.5).
Logo

(x=7)

+ h

h N N . _
Vi () =Y vy, (x) =Y cway(d)e 7, (3.6)
/=1 (=1
m=1 IN, Xk—1/2 <X<Xk+1/2,

onde oy sdo constantes arbitrarias.

O préximo passo € determinar a componente particular da solu¢do geral local. Devido ao fato
de a componente particular ser constante na regido Ry e independente da direcdo de propagacdo
dos néutrons, a sua determinacdo é uma tarefa mais simples. Substituindo w,j'p na equagdo (2.17)
tem-se

v Q0
= . 3.7
Vi Oy — (O-Sk + vcfk) G-D

De posse das componentes homogénea e particular, a solu¢do geral local aparece como

— i
(xww 0] i

+ , (3.8)
o, — (o5, +voy)

N

Yk (¥) = 3 ara),(Dr)e
/=1
m=1 :N,xk,]/z <X < Xpy1/2-

Neste ponto, faz-se a ressalva, que este procedimento deve ser realizado em todas as regides
constituintes do sistema.

3.2 A matriz resposta adjunta

Tendo encontrado a solucdo geral local em todas as regides do sistema, sdo determinados em
cada regido os coeficientes ¢, para o cdlculo dos valores do fluxo angular adjunto nessas regides.
O método RM" faz uso dos fluxos angulares adjuntos emergentes nas interfaces de cada regido
como forma de estimar os coeficientes ¢ e criar matrizes que serdo utilizadas para calcular os
fluxos angulares adjuntos incidentes iterativamente, varrendo da esquerda para a direita (L, < 0)
e da direita para esquerda (i, > 0) até que um critério de parada prescrito seja atingido.

Este procedimento € iniciado escrevendo a equacdo (3.8) na seguinte forma matricial

(=7

¥ (x) = A'diag (e_ % > o+l 3.9)
Xk—1/2 <x< Xk+1/2>

onde ‘I‘Z (x) é um vetor coluna composto pelos fluxos angulares adjuntos em cada direcéo discreta

m=1:N; AT é uma matriz quadrada de ordem N, composta pelos N autovetores obtidos através
_ b=
da solucdo da equacgdo (3.5); diag <e % > ¢ uma matriz diagonal de ordem N, composta pelos

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



434 DETERMINAGAO DE FONTES DE NEUTRONS

N C )
elementos ndo-nulos ¢ % , com ¢ =1:N; a é um vetor coluna de ordem N, composto pelos

coeficientes de expansao; e ‘I‘,tp € um vetor coluna descrito pela equacdo (3.7). A equacdo (3.9)
pode ser reescrita como

(=) . _ =y

W, () dl(d)e T .. dl(Oy)e ™ o
‘PT" s _ G- 4 _ 6=y
2x(%) | a(D)e Tt ay(On)e N (0] L (3.10)
. - . : k . .
0 =y _ =) .
‘I’N,k(x) a;{,(ﬁl)e Er a;rv(ﬁN)e Ty oy

Para os fluxos angulares adjuntos presentes na equagdo (3.10), considerando u,, < 0 e L, > 0,
faz-se, respectivamente x = x;_1 /3 € X = X 1 /2. Assim, a equagdo 3.10 assume a forma

_ AN
AJ{_’l AT72diag (e W)
(=(N/2+1)
\PT /=(N/24+1):N .
>0k (as1/2) | _ ]+, 31D
lI‘I'lm<07k (.Xk,]/2) e
A;] diag (e ‘95) A;z
L (=1:N/2 _

onde ‘PLm>0‘ € um vetor coluna de ordem N/2, composto pelos fluxos angulares adjuntos com
Um > 0; ‘PLm <04 € um vetor coluna de ordem N/2, composto pelos fluxos angulares adjuntos

com W, <0;e AL ,AJ{’Z,A;1 e A;,z sdo submatrizes quadradas de ordem N/2 que compdem a
matriz AT, Definindo

_ e\ 7
AL AJ{’Z diag (e L >
M= . =N | (3.12)
A;l diag (el’k> A;z
L (=1:N/2 ]

pode-se expressar o a partir das equagdes (3.11) e (3.12). Logo,

T‘+
o= M—l L+Lm>0,k (xk+1/2) _ \P]Zp . (3.13)
\Pum<0,k (xk*1/2)
Na sequéncia, substituindo a equagdo (3.13) na (3.10) tem-se

l W), ox(0) ] — () l Wi oxi1)2)

i lP;m<0’k (xk—l/Z)

) + Iy =T (3.14)
<0,k

onde Iy é uma matriz identidade de ordem N e T(x) é uma matriz quadrada de ordem N
denominada matriz resposta adjunta

_=
T(x)ATdiag(e 9 )M—l. (3.15)
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Fazendo x = x;, 1 » na equagdo (3.14), encontra-se

‘P;}Zﬂpo,k (xk+1/2) _ IN{_Z ON.I./z lp_;‘r_im>0$k(xk+l/2)
\F#m<07k(xk+1/2) G. G, \Pu,,,<0,k(xk71/2)

L] Onz Onp pi’ (3.16)

Na equagdo (3.16) O/, € a matriz nula de ordem N/2 e Iy, € a matriz identidade de ordem
N/2. As matrizes Gi e G sdo matrizes quadradas de ordem N/2 que serdo usadas para estimar
os fluxos angulares adjuntos nas dire¢des incidentes na interface a direita da regido Ry, isto é, os
fluxos angulares adjuntos com {1, < 0 no ponto x; ;1 /». Entao,

W okrr) = GLWL o (o) +GLW, o () +FL (3.17)
onde F}: =(In2— Gi )‘I‘I.T: kT G- ‘P‘T: e ‘I‘:}f o« € ametade superior ‘Pj}: 1 x € ametade inferior

do vetor coluna ‘I‘Zp. Aqui vale a pena ressaltar que devido a aplicacdo da quadratura de Gauss-
Legendre na aproximacdo dos termos integrais existentes nas equagdes Sy fisicas e adjuntas,
temos necessariamente N como um niimero par. O mesmo procedimento deve ser realizado para
estimar os fluxos angulares adjuntos nas dire¢des incidentes na interface a esquerda da regido Ry,
isto €, os fluxos angulares adjuntos com (i, > 0 no ponto x; 1 . Fazendo x = x;_ , na equagio
(3.14), obtemos

‘PLm>0-,k (Xk—1/2) = GZ\PLm>0,k(xk+1/2) + Gilpz,,1<0,k(xk—1/2) + FZ (3.18)

Impondo condig¢des de continuidade nas interfaces das regides € feita uma varredura no dominio
espacial da esquerda para a direita, através da equacdo (3.17) iniciando com as condi¢des de

T

contorno ‘I‘”m ~0(0) e depois é executada essa varredura da direita para a esquerda através da

+
Um>0

é realizado sucessivamente até que um critério de parada seja satisfeito. O critério de parada

equacdo (3.18) iniciando com as condi¢oes de contorno ¥ (L). Este esquema de varredura
adotado neste trabalho requer que o desvio relativo entre duas estimativas consecutivas dos fluxos
escalares adjuntos sejam menores ou iguais a € = 1 x 107>, Este esquema iterativo é denominado
esquema iterativo adjunto de inversdo por regiio (RBI").

Um esquema iterativo similar € aplicado para resolver o problema fisico e encontra-se descrito na
referéncia [14]. Uma vantagem na aplicacio do método RM' neste tipo de problema é que a fonte
adjunta ndo faz parte do processo construtivo das matrizes G"jr e G . Portanto, se conservado os
pardmetros materiais do problema, pode-se realizar varias simula¢des computacionais alterando
a fonte adjunta, sem a necessidade de calcular as matrizes Gl e G em cada simulagdo.

4 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo sdo apresentados dois problemas-modelo unidimensionais e heterogéneos: o pri-
meiro problema é composto por cinco regides multiplicativas; e o segundo problema é constituido
por trés regides ndo multiplicativas e duas multiplicativas.
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No primeiro problema-modelo serdo realizados quatro ensaios numéricos. Este problema € ilus-
trado na Figura 2, onde C.C.V indica que as condi¢des de contorno utilizadas foram do tipo vacuo
para o problema fisico e do tipo fluxo adjunto nulo nas dire¢des emergentes dos contornos para
o problema adjunto. Os parametros materiais das trés zonas que constituem esse dominio estao
listados na Tabela 1. A quadratura escolhida foi a S4 de Gauss-Legendre e a poténcia total ser
gerada neste problema-modelo foi considerada como 800 MW. O fator de multiplicacdo efetivo
deste sistema € k.rr = 0,89157 que o insere no contexto dos reatores ADS [11].

Regido 1 Regido 2 Regido 3 Regido 4 Regido 5

ZQ1 | ZQ2 5 ZQ3 ; ZQ4 5 ZQs |
CCV ® ona * ona ° ona * ona ° ona e CCV
0 P 10 P, 25 P 35 Py 50 P; 60

Figura 2: Problema-modelo 1.

Tabela 1: ParAmetros materiais do problema-modelo 1.

Parimetros materiais | o;(cm™ ') | og(em™!) | voy(em™!)
Zona 1 1,10 0,60 0,46
Zona 2 1,00 0,44 0,48
Zona 3 0,90 0,50 0,33

No primeiro ensaio numérico € definida uma distribui¢do simétrica de poténcia, onde as regides 1
e 5 geram 10% da poténcia total cada uma, as regides 2 e 4 geram 20% da poténcia total cada uma
e aregido 3 gera 40% da poténcia total. Com essa distribui¢do de poténcia as fontes determinadas
foram: Q; = Qs = 1,49814 x 10'° néutrons/cm’s, Oy = Q4 = 1,86195 x 10'® néutrons/cm’s
e Q3 =1,31933 x 1017néutr0ns/ cm?s. Para confirmar se esta distribuicdo tnica de fontes guia
o sistema subcritico a distribuicao de poténcia informada, foi simulado e resolvido um problema
S4 fisico com a distribuicdo de fontes determinada e calculada as poténcias geradas por cada
regido do dominio. Os valores das poténcias geradas em cada regido neste caso foram: 80 MW
para cada uma das regides 1 e 5, 160 MW para cada uma das regides 2 e 4, e 320 MW para a
regido 3.

No segundo ensaio numérico a distribui¢@o de poténcia é definida do seguinte modo: as regides
1 e 5 geram cada uma 5% da poténcia total; as regides 2 e 4 geram cada uma 10% da
poténcia total e a regido 3 gera sozinha 70% da poténcia total. Com essa distribuicao de
poténcia as fontes geradas foram: Q1 = Qs = 9,31416 x 10'3 néutrons/cm®s, Q» = Q4 =
—5,67535 x 10" néutrons/cm’s e Q3 = 2,40531 x 10'7 néutrons/cm3s. Do ponto de vista
prético essa distribuicdo de poténcia € fisicamente absurda, pois ndo existe fonte negativa de
néutrons. Isto é um indicativo que a distribui¢do de poténcia deve ser mais suave para fazer
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sentido, pois para que se gere 70% da poténcia total na regido 3, € necessario que uma grande
quantidade de néutrons esteja confinada nesta regido. Esses néutrons, quando nio induzirem
fissdes poderdo migrar para as regides vizinhas que geram uma poté€ncia muito baixa (10%);
portanto, a fonte negativa é um indicativo de que néutrons devam ser retirados destas regides
para que se possa conseguir os 10% de poténcia, que é um valor muito baixo em comparagao
a regido central. Para ilustrar esta assertiva, suavizamos a distribuicdo de poténcia no terceiro
ensaio, onde agora é definida da seguinte forma: as regides 1 e 5 geram cada uma 5% da
poténcia total; as regides 2 e 4 geram cada uma 15% da poténcia total e a regido 3 gera 60%
da poténcia total. Neste caso ndo ocorreu a determinacdo de fontes negativas, que foram de va-
lores: Q1 = Qs = 7,94424 x 10" néutrons/cm’s, Q2 = Q4 = 5,49804 x 10" néutrons/cm’s
e Q3 = 2,03557 x 10" néutrons/cm’s. Realizando o mesmo procedimento do primeiro ensaio
para confirmar a validade numérica das fontes encontradas, tem-se que as poténcias geradas por
regido sdao: 40 MW para as regides 1 e 5, 120 MW para as regides 2 e 4, e 480 MW para a
regido 3.

Concluimos o primeiro problema-modelo com o quarto ensaio numérico, onde considera-se
uma distribuicdo de poténcia uniforme; neste caso 20% da poténcia total gerada em cada
regido. As fontes geradas foram: Q1 = Qs = 3,17956 x 1016néutr0ns/cm3s, O) =04 =
2,25157 x 10" néutrons/cm3s e Q3 = 6,26305 x 10'° néutrons/cm?s. Aqui, foi observado que
distribui¢cdes uniformes de poténcia ndo implicam necessariamente em distribui¢des uniformes
de fontes para dirigirem o sistema subcritico. Esta caracteristica se deve ao fato do dominio ser
composto por regides com espessuras e se¢des de choques macroscOpicas diferentes.

Regido 1 Regido 2 Regido 3 Regido 4 Regido 5

ZQI . ZQz 5 ZQ3 3 ZQ4 5 ZQs X
CCV . ona ° ona . ona ° ona . ona ° CCV
0 P 3 P, 13 P 28 Py 38 Ps 41

Figura 3: Problema-modelo 2.

Tabela 2: Pardmetros materiais do problema-modelo 2.

Parimetros materiais | o;(cm™!) | og(em™!) | vop(em™!)
Zona 1 1,00 0,45 0,00
Zona 2 0,90 0,30 0,50
Zona 3 1,10 0,90 0,00

No segundo problema-modelo foi realizado apenas um ensaio numérico. Este problema encontra-
se ilustrado na Figura 3 e os pardmetros materiais das trés zonas que constituem este dominio
estdo listados na Tabela 2. Neste experimento foi utilizada a quadratura S4 de Gauss-Legendre
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e a poténcia total a ser gerada neste problema-modelo foi considerada, assim como no primeiro
problema-modelo, como 800 MW. Com esta configuragdo o fator de multiplicacdo efetivo k,rr =
0, 80238, resultado que nos insere no contexto dos reatores ADS [11].

Neste ensaio numérico foi definida uma distribuicdo de poténcia, onde a regido 2 gera 1% da
poténcia total e a regido 4 gera sozinha os 99% restantes. Com essa distribui¢do de poténcia
as fontes uniformes geradas foram: Q; = Q3 = Qs = 0 néutrons/ cm’s, Q) = 3,24577 x
10'3 néutrons/cm3s e Q4 = 3,21375 x 10'7 néutrons/cm3s. Para confirmar se esta distribuicio
de fontes guia o sistema subcritico a distribuicdo de poténcia informada foi solucionado um pro-
blema S, fisico utilizando as fontes determinadas e calculamos as poténcias geradas por cada
regido combustivel do dominio. Os valores das poténcias geradas em cada regido foram: 0 MW
para as regides 1, 3 e 5; 8 MW para aregido 2 e 792 MW para a regido 4. Pode ser observado que,
apesar da distribui¢do de poténcia ndo ser nada suave, nao foram gerados valores negativos para
as fontes internas. Isso se deve a alta secdo de choque de espalhamento da regido 3, o que faz
com que grande parcela dos néutrons que migram para esta regido sejam refletidos de volta para
a regido de origem. Sendo assim, a parcela de néutrons que migram da regido 4 e que chegam na
regido 2 é muito pequena. Entdo poucas fissdes serdo induzidas por esses néutrons, o que gera
um valor positivo de fonte interna necessdria para esta regido.

5 CONCLUSOES

Foi apresentada e analisada neste trabalho uma metodologia para estimar as intensidades das
fontes isotrépicas e uniformes de néutrons que devem ser inseridas em um sistema subcritico
para dirigi-lo a uma distribui¢@o prescrita de poténcia. Para tanto, foram apresentados na se¢io
2 os modelos matematicos utilizados para os problemas fisico e adjunto e descrito uma meto-
dologia que permite estimar as fontes a partir da entrada das poténcias geradas por cada regido
combustivel do dominio. Devido & complexidade da obtencdo da solucdo analitica das equacdes
que modelam os problemas fisicos e adjuntos, foi utilizada a formulagdao Sy para discretizar a
varidvel angular 4 em N direcdes e assim transformar as equagdes analiticas, que modelam os
problemas deste trabalho, em sistemas de equag¢des mais simples de serem resolvidos numeri-
camente. Para resolver numericamente estes conjuntos de equagdes, foi detalhado na secdo 3 o
método matriz resposta adjunto que faz uso de um completo conjunto de solu¢des elementares
em cada regidao homogeneizada do dominio. Com as condi¢des de contorno e de continuidade, o
método RM' em conjunto com o esquema iterativo RBI' estima os valores dos fluxos angulares
adjuntos nas interfaces de cada regidao. Na secdo 4 foram realizados 5 ensaios numéricos com o
intuito de analisar a aplicabilidade da metodologia desenvolvida.

Para trabalhos futuros, sugerimos a inclusdo da dependéncia energética, que leva em
consideracdo as transferéncias de energia cinética entre néutrons e niicleos-alvo nos eventos de
espalhamento e fissdo nuclear [10]. Outro ponto interessante a ser trabalhado, reside na extensao
do modelo matematico adotado considerando uma geometria multidimensional cartesiana. Por
fim, a realiza¢@o de uma andlise focada nos aspectos computacionais da metodologia é necessaria
e deve aguardar trabalhos futuros. Considerando principalmente problemas multidimensionais,
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o processo de constru¢do da matriz-importancia deve se tornar computacionalmente custoso, o
que fomenta a necessidade da utilizag¢ao de algoritmos paralelizados na sua construgao.
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ABSTRACT. A nuclear system is referred to as subcritical when neutron removal events
(leakage through the boundaries of the system and absorption) occur at a rate which is
greater than the events that promote the production of these particles (fission). When this
occurs the system cannot maintain a stable level of the population of neutrons and tends
to shutdown. On the other hand, any subcritical system may be driven by one or more
stationary sources of neutrons. The purpose of this work is to present a methodology to
determine the intensities of the stationary and uniform sources of neutrons that must be
inserted in a subcritical system to drive it to generate a prescribed power distribution. To
achieve this goal, we use the time-independent, slab-geometry, one-speed neutron transport
equation as a mathematical model in multiplying media, referred to as forward problem, and
the equation which is adjoint to it, both in discrete ordinates (Sy) formulation. The coarse-
mesh adjoint response matrix (RM') method is applied to numerically solve the adjoint Sy
problems. The RM' method is a companion method of the response matrix method used to
solve forward Sy equations. Numerical results for two typical model problems are presented
to verify the offered methodology.

Keywords: discrete ordinates, adjoint problem, adjoint response matrix, subcritical
systems.
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