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RESUMO. Os fenômenos que envolvem a dinâmica de gases rarefeitos para fluxo de gases em micro-
canais têm sido fonte de estudo em várias pesquisas. A Equação de Boltzmann descreve tais fenômenos
sendo que a partir da sua simplificação surge a teoria cinética para a dinâmica dos gases rarefeitos. Os mo-
delos cinéticos apresentam resultados sólidos e é abordado, neste estudo, em uma versão analı́tica através
do método de ordenadas discretas. Dessa maneira, exploramos um modelo mais próximo da realidade,
comparando os valores numéricos gerados por quatro modelos cinéticos derivados de maneira unificada da
Equação Linearizada de Boltzmann. Em termos de viscosidade e condutividade térmica os modelos são
confrontados baseados na estatı́stica não paramétrica para problemas da dinâmica de gases rarefeitos resul-
tantes do movimento de transferência de massa. Além disso, utiliza-se a interação gás-superfı́cie definida
pelo núcleo de Cercignani-Lampis ao longo de um canal para placas heterogêneas.

Palavras-chave: dinâmica de gases rarefeitos, método de ordenadas discretas, modelos cinéticos, núcleo
de Cercignani-Lampis.

1 INTRODUÇÃO

Os fenômenos que envolvem a dinâmica de gases rarefeitos para fluxo de gases em microcanais
têm sido foco de muitos pesquisadores devido a inúmeras aplicações nesta área. Para descre-
ver tais fenômenos, utiliza-se como base as Equações de Boltzmann (EB), que mesmo com a
grande evolução computacional, ainda se mostra de difı́cil resolução, pois é uma equação dife-
rencial parcial não linear com sete variáveis independentes e que contém um complexo operador
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de colisão. Nesse sentido, a fim de possibilitar o trabalho com a equação, foram desenvolvidos
métodos de simplificação, nos quais, inicialmente visam uma versão linearizada. Mas, o traba-
lho com a Equação Linearizada de Boltzmann (ELB), conhecida como equação do transporte
integro diferencial, ainda é muito restrito devido ao seu núcleo sintético visto que simulações
numéricas na área de termodinâmica [4, 11], por exemplo, somente apresentaram resultados
aceitáveis recentemente apesar dos esforços aplicados.

Diversos estudos [1,28,29,32,39] foram desenvolvidos visando uma simplificação da equação in-
tegro diferencial e mais recentemente com ênfase na utilização de gases nobres e suas aplicações
[17, 18, 35, 38]. Mas para isso, é necessário manter as caracterı́sticas matemáticas e fı́sicas fun-
damentais da EB [23]. Dessa maneira, foram definidas diversas equações modelo, onde o termo
integral de colisão é simplificado, e entre esses os modelo estudados neste trabalho, são: Mo-
delo BGK proposto por Bhatnagar, Gross e Krook [5], Modelo S proposto por Shakhov [27,30],
Modelo Gross-Jackson (Modelo GJ) proposto por Gross e Jackson [15] e abordado por Sche-
rer [25], Modelo MRS proposto por Garcia e Siewert [13]. A maioria dos trabalhos que abordam
os modelos cinéticos apresentam um foco individual, ou seja, estudam equações modelo separa-
damente, com prioridade ao Modelo BGK, modelo mais simples [6, 18, 20]. Para uma melhor
metodologia de estudo, propõe-se neste trabalho uma alternativa de descrever quatro modelos
cinéticos unificadamente, proposto inicialmente por Garcia (2006) [13] para três modelos. Essa
proposta define um núcleo de espalhamento geral que possui parâmetros que, conforme sua es-
colha, descrevem um modelo cinético em particular. Dessa maneira, tem-se a possibilidade de a
partir de um único desenvolvimento analı́tico mais elaborado, reproduzir um maior número de
resultados numéricos, visando assim, comparações e análises entre os modelos.

Para termos a possibilidade de reproduzir resultados numéricos de grandezas fı́sicas de inte-
resse, inicialmente deve-se definir um canal por onde irá ocorrer o fluxo de gás, que neste es-
tudo será caracterizado por duas placas paralelas e não simétricas. Assim, é necessário observar
que a escolha dessa superfı́cie irá interferir no fluxo gasoso, dessa maneira, deve-se considerar
ainda as condições de contorno para caracterizar esta ação juntamente com a EB simplificada.
A condição de contorno mais utilizada atualmente é a de Maxwell, pela sua simplicidade. Con-
tudo, esta condição de contorno não representa condições reais totalmente legı́timas, pois possui
apenas um coeficiente de acomodação, ou seja, define apenas uma propriedade fı́sica do gás.
No entanto, o gás possui mais de uma propriedade fı́sica, isto é, necessita-se uma condição de
contorno que ofereça a possibilidade de utilizarmos mais de uma propriedade do gás. Em busca
de uma interação do gás com a superfı́cie mais voltada para a realidade, utiliza-se as Condições
de Contorno de Cercignani-Lampis (CL) [10]. Essas condições de fronteira são descritas como
generalizadas, já que abrange dois coeficientes de acomodação que podem descrever até duas
propriedades fı́sicas do gás, ou seja, permite uma melhor descrição fı́sica para fenômenos de
transporte de gases.

Por fim, para concluir o problema do nosso estudo, ainda é necessário definir o que irá provo-
car o movimento do gás que serão representados na parte não homogênea da equação ı́ntegro-
diferencial ou da Condição de Contorno de CL. Nesse sentido, serão abordados três proble-
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mas clássicos da dinâmica de gases rarefeitos: Poiseuille, Creep Térmico e Couette. A partir
da definição do problema, a metodologia escolhida para resolução foi o método de ordenadas
discretas (ADO), que deriva do modelo proposto por Wick G.C.(1984) [36], o qual difere pelo
esquema de quadratura do tipo half-range, além da determinação das constantes de separação a
partir da resolução de um problema de autovalores.

Nesse sentido o presente trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de solução uni-
ficada para Modelos cinéticos derivados da ELB através de placas paralelas heterogêneas. O
método proposto é capaz de gerar resultados para vários modelos, de forma simplificada e com
resultado satisfatório ao considerar equiparidade numérica quando comparado a ELB. Tais re-
sultados numéricos são confrontados estatisticamente afim de encontrar o modelo com solução
mais adequada com base na convergência dos dados de forma não paramétrica, em termos de
qualidade do resultado e tempo de execução para os problemas de Poiseuille, Creep-Térmico e
Couette.

2 FORMULAÇÃO DO MODELO

2.1 Modelo Cinético

Devido a ELB possuir uma estrutura ainda muito complexa de se trabalhar [8], uma alternativa
para desmembrar esta equação é fazer uso das equações modelo, ou seja, equações cinéticas que
definem uma expressão simplificada para desenvolver o núcleo de espalhamento da ELB em
termos de uma perturbação, sem perder as caracterı́sticas fı́sicas do processo de colisão, e podem
ser agrupadas considerando a frequência de colisão.

Neste trabalho, são desenvolvidos modelos definidas com frequência de colisão constante, com
origem da ELB e que derivam da equação cinética para um canal plano da seguinte forma [3,37]:

cx
∂

∂τ
h(τ,c)+ εh(τ,c) = επ

−3/2 +
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

ec′2h(τ,c′)F(c′ : c)dc′xdc′ydc′z +S(c) (2.1)

sendo a função h(τ,c) a perturbação causada por situações fracamente fora de equilı́brio, c e
c′ variáveis adimensionais da velocidade derivado da linearização da EB, c′ = (c′x,c

′
y,c
′
z) e c =

(cx,cy,cz) as velocidades, ambas respectivamente, antes e depois da colisão.

Para introduzir a questão de adimensionalização da ELB, usa-se o livre caminho médio (µ), que
é a distância percorrida por uma partı́cula sem sofrer colisão [12]. Logo, define-se a variável
adimensional τ = x∗/µ e o parâmetro ε = τ2

0 n0π1/2µ onde x∗ é a variável espacial e n0 é a densi-
dade de equilı́brio das partı́culas de um gás. Segundo [3], após algumas manipulações algébricas,
pode-se assim, calcular o livre caminho médio de duas maneiras, em termos de viscosidade
(ε = εp) e condutividade térmica (ε = εt ), tendo como base os estudos de [22] e [21], nessa
ordem.

Além disso, o núcleo de espalhamento é dado por

F(c′ : c) = 1+2(c′ · c)+ 2
3

(
c′2− 3

2

)(
c2− 3

2

)
+βM(c′ : c)+ϖN(c′ : c)
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com

M(c′ : c) = 4/5(c′·c)
(
c′2−5/2

)(
c2−5/2

)
e

N(c′ : c) = 2
[
(c′·c)2−1/3c′2c2] .

Define-se ainda, o termo de fonte, dado por

S(c) =−cy(kP + kT (c2
x + c2

y + c2
z −5/2))

sendo que kP e kT são os gradientes constantes de pressão e temperatura respectivamente.

Serão desenvolvidas, neste estudo, as equações modelo definidos como Modelo BGK [5], Mo-
delo S [27, 30], Modelo GJ [15] e Modelo MRS [13]. Segundo Garcia [13], para descrever
matematicamente cada modelo cinético considera-se os parâmetros apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Valores dos parâmetros para cada equação modelo.

Modelo Cinético β ϖ εp εt

Modelo BGK 0 0 1 1
Modelo S 1/3 0 1 3/2
Modelo GJ 5/9 1/3 3/2 9/4
Modelo MRS 1− (16/15)21/2 1− (8/5)21/2 (5/16)21/2 (15/32)21/2

2.2 Condição de Contorno

O modelo de CL [31] é utilizado no processo de interação entre o gás e a parede que é defi-
nido em termos dos coeficientes de acomodação normal e tangencial. Geralmente, a função de
distribuição é definida pela função de distribuição relativa f (v′) e pelo núcleo de espalhamento
R(v′ : v) [9], que delimita a forma de interação que ocorre entre o gás e a superfı́cie sólida e é
expresso por

|vn| f (v) =
∫

v′n<0
|v′n|R(v′ : v) f (v′)dv′, vn > 0

onde as variáveis ilustradas na Figura 1 são denominadas como velocidade molecular da partı́cula
de incidência (v′), vetor unitário normal à superfı́cie (n) e componente normal da velocidade (vn),
ou seja, vn = v ·n.

Além disso, de acordo com Cercignani [9], o núcleo de espalhamento precisa satisfazer a
condição de normalização, não-negatividade e relação de reciprocidade.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)
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Figura 1: Interação gás-superfı́cie [16].

O núcleo de CL para coordenadas retangulares, em termos da velocidade adimensional (c =

v[m/(2kBT0)]
1/2) derivado da linearização da EB é dado por

Rl(v′ : v) =
m2vn

2παnl αtl (2−αtl )(kBTw)2 Î0

(
(1−αnl )

1/2mvnv′n
αnl kBTw

)

exp

[
−

m[v2
n +(1−αnl )v

′2
n ]

2kBTwαnl

−
m[vt − (1−αtl )v

′
t ]

2

2kBTwαtl (2−αtl )

]
(2.2)

sendo vt o vetor bidimensional de velocidade tangencial e vn a componente normal da velocidade
v, m a massa molecular, kB a constante de Boltzmann e T0 a temperatura constante de referência.
Além disso, l = 1,2 define as placas inferior e superior do canal. É possı́vel observar que o núcleo
de CL pode representar placas heterogêneas, ou seja, paredes da superfı́cie com propriedades
fı́sicas diferentes.

Além disso, para fins computacionais utiliza-se uma função de Bessel modificada definida como

Î0(w) =
e−w

2π

∫ 2π

0
ewcosΦdΦ. (2.3)

Nota-se que o núcleo dado pela Eq. 2.2 possui dois parâmetros que segundo Sharipov e Seleznev
[30] são definidos como coeficiente de acomodação tangencial em 0 ≤ αtl ≤ 2 e coeficiente de
acomodação da energia cinética devido a componente normal da velocidade em 0≤ αnl ≤ 1.

Salienta-se que o núcleo de CL pode ser considerado como um caso geral do núcleo difuso-
especular, ou seja, assumindo αtl = αnl = 1, o núcleo torna-se difuso e quando αtl = αnl = 0, o
núcleo coincide com o núcleo especular [28].

A condição de contorno cujo o núcleo de espalhamento é proposto por CL dado pela Eq. 2.2,
linearizada e adimensional para o vetor velocidade (c) escreve-se em coordenadas retangulares
para placas diferentes [34] como

h(∓a,±cx,cy,cz) = 2uwl αtl cy +
∫

∞

0

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

h(∓a,∓c′x,c
′
y,c
′
z)

Rl(∓c′x,c
′
y,c
′
z :±cx,cy,cz)dc′xdc′ydc′z (2.4)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)
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onde

Rl(c′x,c
′
y,c
′
z : cx,cy,cz) =

2c′x
παnl αtl (2−αtl )

T (c′y : cy)S(c′x : cx)T (c′z : cz)

com

T (x : z) = exp

[
−[(1−αtl )z− x]2

αtl (2−αtl )

]
e

S(x : z) = exp

[
−[(1−αnl )

1/2z− x]
αnl

]
Î0

[
2(1−αnl )

1/2|xz|
αnl

]

para cx ∈ (0,∞), cy, cz ∈ (−∞,∞) e Î0 dado pela Eq. 2.3. Além disso, o termo não homogêneo
da condição de contorno é dado pelo parâmetro uwl para l = 1,2 que representa a velocidade da
placa inferior e superior.

2.3 Problemas da dinâmica de gases rarefeitos

Conforme Figura 2 é mostrado os problemas da dinâmica de gases rarefeito para transferência de
massa entre placas heterogêneas. Considera-se dois reservatórios contendo o mesmo gás rarefeito
interligados por duas placas paralelas de comprimento l e largura x ∈ [−a,a] tal que l� a, não
necessariamente compostas pela mesma composição quı́mica. As paredes estão separadas por
uma distância 2a, localizadas em τ = a e τ = −a, no qual, o gás está fluindo na direção y.
O fluxo do gás dentro dos reservatórios ocorre devido a uma pressão (Pi), concentração molar
(Ci) e temperatura (Ti), para i = 1,2, sendo que P1 > P2, C1 > C2 e T1 > T2, para que ocorra
movimento do gás (apenas na direção y paralela as placas). Ainda, pode ocorrer fluxo de gás a
partir do movimento das placas. Nota-se que, devido ao gradiente de pressão (kP), temperatura
(kT ) ou velocidade das placas (uw) ocorre fenômenos de transferência de massa, definidos no
modelo cinético e condição de contorno através do termo não-homogêneo. Estaremos dando
ênfase aos seguintes problemas: Poiseuille, Creep Térmico e Couette.

Definido os problemas de dinâmica de gases rarefeitos é possı́vel definir as quantidades fı́sicas
de interesse, que neste caso será o perfil de velocidade e perfil fluxo de calor.

A formulação analı́tica do perfil de velocidade [31] é dada por

u(τ) =
1

π3/2

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

e−c′2h(τ,cx,cy,cz)cxdcxdcydcz (2.5)

e o perfil fluxo de calor [31] dado pela seguinte expressão

q(τ) =
1

π3/2

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

e−c′2
(

c2− 5
2

)
h(τ,cx,cy,cz)cxdcxdcydcz. (2.6)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)
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Figura 2: Escoamento de um gás em um canal plano.

2.4 Formulação Vetorial

Ao analisar as equações que descrevem as grandezas fı́sicas de interesse nota-se que são definidas
a partir de momentos da função h(τ,c). Além disso, deve-se escrever a ELB em uma forma veto-
rial utilizando equações auxiliares para resolução do problema original. Dessa maneira, baseado
nos trabalhos [19] e [18] define-se as seguintes equações auxiliares:

h1(τ,cx) =
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

cyπ
−1e−(c

2
y+c2

z )h(τ,cx,cy,cz)dcydcz

e

h2(τ,cx) =
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

2−1/2
πcy(c2

y + c2
z −2)e−(c

2
y+c2

z )h(τ,cx,cy,cz)dcydcz.

A partir de manipulações algébricas na Eq. 2.1 e assumindo cx = ξ , obtém-se a equação vetorial

ξ
∂

∂τ
H(τ,ξ )+ εH(τ,ξ ) = ε

∫
∞

−∞

Ψ(ξ ′)K(ξ ′,ξ )H(τ,ξ ′)dξ
′+S(ξ ) (2.7)

em que,

Ψ(ξ ) = π
−1/2e−ξ 2

,

H(τ,ξ ) =
[

h1(τ,ξ ) h2(τ,ξ )
]T

,

K(ξ ′,ξ ) =

[
1+(2β/5)(ξ 2−1/2)(ξ ′2−1/2)+2ϖξ ′ξ (23/2β/5)(ξ 2−1/2)

(23/2β/5)(ξ ′2−1/2) 4β/5

]
e

S(ξ ) =−kP

[
1/2 0

]T
− kT

2

[
ξ 2−1/2 21/2

]T
. (2.8)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)
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Além disso, de maneira análoga as condições de contorno são reescritas baseadas na Eq. 2.4 na
forma

H(∓a,±ξ ) = αtl uwl

[
1 0

]T
+Al

∫
∞

0
H(∓a,∓ξ

′) fl(ξ
′,ξ )dξ

′ (2.9)

com

fl(ξ
′,ξ ) =

2ξ ′

αnl

exp

[
−[(1−αnl )

1/2ξ −ξ ′]2

αnl

]
Î0

[
2(1−αnl )

1/2ξ ξ ′

αnl

]
(2.10)

e

Al =

[
(1−αtl ) 0

0 (1−αtl )
3

]
(2.11)

para ξ ,ξ ′ ∈ (0,∞), l = 1,2 e Î0 dado pela Eq. 2.3.

Ainda, das Eqs.2.5 e 2.6, as quantidades fı́sicas de interesse, em termos da solução H, para o
perfil de velocidade e fluxo de calor são dadas por

u(τ) =
∫

∞

−∞

Ψ(ξ )
[

1 0
]

H(τ,ξ )dξ

e

q(τ) =
∫

∞

−∞

Ψ(ξ )
[

ξ 2−1/2 21/2
]

H(τ,ξ )dξ .

2.5 Solução em Ordenadas Discretas

A princı́pio será manipulado a forma vetorial (Eq. 2.7) da equação cinética (Eq. 2.1). A solução
do problema H(τ,ξ ) é dado a partir da soma de uma solução homogênea Hh(τ,ξ ) com a solução
particular Hp(τ,ξ ) a partir do método ADO.

Inicialmente, trabalha-se com a solução homogênea. Para isso, a partir da Eq. 2.7 é definido um
esquema de quadratura com ξ =±ξi para i = 1, ...,N, obtendo a seguinte equação:

±ξi
∂

∂τ
Hh(τ,±ξi)+ εHh(τ,±ξi) = ε

N

∑
k=1

wkΨ(ξk)[K(ξk,±ξi)Hh(τ,ξk)+

K(−ξk,∓ξi)Hh(τ,−ξk)]

onde ξk e wk são os conjuntos dos N pontos de quadratura e pesos para [0,∞).

Propõe-se então, soluções exponenciais da forma Hh(τ,ξ ) = Φ(ν ,ξ )e−ετ/ν onde o vetor
Φ(ν j,±ξk) possui dimensão 2N × 1, com N componentes 2× 1 redefinidas por Φ±(ν j) ao
considerar a simetria de ξ e ξ ′ para a matriz K(ξ ′,ξ ).

A partir de manipulações algébricas detalhadas em [24], obtém-se um problema de autovalores e
autovetores onde as constantes de separação são dadas por ν . Portanto, a solução para a equação
homogênea, usando o princı́pio da superposição é dada por

Hh
±(τ) =

2N

∑
j=1

[
A jΦ±(ν j)e−ε(a+τ)/ν j +B jΦ∓(ν j)e−ε(a−τ)/ν j

]
. (2.12)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)
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Além disso, A j e B j são os coeficientes de superposição, as chamadas constantes arbitrárias.
Outrossim, os problemas de gases rarefeitos são conservativos [4], logo, um dos autovalores
tende a zero quando N tende ao infinito. Dessa forma, negligencia-se a constante de separação
entre as ν j de maior valor e reescreve-se a Eq. 2.12 como

Hh
±(τ) = A1Φ

1 +B1Φ
2
±(τ)+

2N

∑
j=2

[
A jΦ±(ν j)e

−ε(a+τ)
ν j +B jΦ∓(ν j)e

−ε(a−τ)
ν j

]
(2.13)

onde Φ
1 e Φ

2
±(τ) são soluções exatas de dimensão 2N × 1 definidas por um vetor de N

componentes da seguinte forma

Φ
1 =

[
1 0

]T
e Φ

2
±(τ) =

[
ετ∓

(
ξ

1−ϖ

)
0
]T

.

A fim de resolver o problema, ainda faz-se necessário desenvolver a solução particular descrita
da seguinte forma:

Hp(τ,ξ ) = Bτ
2 +Cτξ +Dξ

2 +Eξ +F (2.14)

em que B, C, D, E e F são vetores 2×1 com componentes constantes.

Substituindo-se então a Eq. 2.14 na Eq. 2.7 e usando a Eq. 2.8 tem-se a solução particular dada
por

Hp(τ,ξ ) = kP

[
ε
(1−ϖ)τ2

2 − τε + (5−4β )ξ 2

5ε(1−β )
21/2β

5ε(1−β )

]T
+

kT

2ε(β −1)

[
ξ 2 21/2

]T
.

Assumindo para o Problema de Poiseuille kP = 1 e kT = 0, problema Creep Térmico, kP = 0 e
kT = 1. Note que para o Problema de Couette a solução particular é nula e portanto temos que
Hh(τ,ξ ) = H(τ,ξ ).

Portanto, encontrada a solução homogênea e particular do problema pode-se escrever a solução
geral como

H±(τ) = Hp
±(τ)+A1Φ

1 +B1Φ
2
±(τ)+

2N

∑
j=2

[
A jΦ±(ν j)e−ε(a+τ)/ν j +B jΦ∓(ν j)e−ε(a−τ)/ν j

]
.

Ainda, partindo da condição de contorno dada pela Eq. 2.9, define-se um esquema de quadratura
para o intervalo [0,∞) com ξ =±ξi. Após discretizar a integral tem-se:

H(∓a,±ξi) = Al

N

∑
k=1

wkH(∓a,∓ξk) fl(ξk,±ξi)+αtl uwl

[
1 0

]T
(2.15)

onde ξk e wk são os conjuntos dos N pontos de quadratura e N pesos obtidos para o intervalo
[0,∞), para l = 1,2 com fl(ξ

′,ξ ) e Al dado pelas Eqs. 2.10 e 2.11, respectivamente. Salienta-se
que a solução particular da condição de contorno de CL é dada por:

Rl(ξi) = αtl uwl

[
1 0

]T
+Al

N

∑
k=1

wkHp(∓τ,∓ξk) fl(ξk,ξi)−Hp(∓τ,±ξi),
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tal equação engloba de maneira unificada os problemas da dinâmica de gases rarefeitos propostos
neste estudo.

Uma vez calculadas as soluções exatas, o próximo passo é determinar os 4N coeficientes da Eq.
2.13. Para isso, é necessário substituir a Eq. 2.13 na Eq. 2.15 e obter um sistema de equações
diferenciais ordinárias 4N×4N.

Portanto, a partir das soluções tem-se que as grandezas fı́sicas de interesse dadas pelo perfil de
velocidade e perfil fluxo de calor são definidos, respectivamente por

u(τ) = A1 +B1ετ +

+
2N

∑
j=2

[A je
− ε(a+τ)

ν j +B je
− ε(a−τ)

ν j ]
N

∑
k=1

wkΨ(ξk)

[
1
0

]T

[Φ+(ν j)+Φ−(ν j)]

e

q(τ) =
2N

∑
j=2

[A je
− ε(a+τ)

ν j +B je
− ε(a−τ)

ν j ]
N

∑
k=1

wkΨ(ξk)

[
ξ 2

k −
1
2

21/2

]T

[Φ+(ν j)+Φ−(ν j)].

3 ASPECTOS COMPUTACIONAIS E RESULTADOS NUMÉRICOS

Inicialmente deve-se definir o esquema de quadratura juntamente com a versão analı́tica do
ADO. Destaca-se que o aumento do número de pontos de quadratura oferecem uma melhor con-
vergência numérica [2]. Para a modelagem apresentada, será utilizado 45 pontos de quadratura
para obtenção de quatro dı́gitos significativos, um valor dentro do padrão utilizado na literatura
que de modo geral, varia entre 30 a 80 [14, 18, 26, 33, 34]. Além disso, neste caso, o tempo de
processamento é irrelevante, ou seja, inferiores a 1 segundo para pontos de quadratura menores
que 90. A fim de calcular integrais no intervalo [1,∞), usa-se a seguinte transformação não-linear
u(ξ ) = e−ξ para mapear os pontos ξ no intervalo [0,∞) sob u ∈ [0,1]. Em seguida, utiliza-se o
esquema de quadratura Gauss-Legendre [7] mapeado linearmente no intervalo [0,1].

Os valores escolhidos para gerar os resultados numéricos das grandezas fı́sicas são fornecidos
na Tabela 2. Considera-se a grandeza fı́sica perfil de fluxo de calor e velocidade, levando em
consideração as placas heterogêneas, ou seja, com coeficientes de acomodação tangencial e nor-
mal diferentes. Além disso, a largura do canal também define-se diferente a cada tabela e o
parâmetro de livre caminho médio (ε) oscila entre viscosidade (εp) e condutividade térmica (εt ).

Destaca-se que para os casos dos Modelos BGK e S para ε = εp a validação é realizado com os
trabalhos [19] e [31], respectivamente ao considerar nos testes os coeficientes de acomodação
iguais. Consequentemente, em virtude do modelo ser unificado, obtém-se a validação de
resultados dos demais modelos abordados neste trabalho.

Ainda, a maioria dos trabalhos utilizam a simetria das superfı́cies, ou seja, o eixo x no centro do
canal já que as placas são homogêneas. Neste trabalho, propõe-se a utilização de coeficientes de
acomodação diferentes e portanto a simetria das superfı́cies não ocorre. Neste sentido, afim de
comparações, utiliza-se o recurso de translação do eixo. Dessa forma, o centro do canal para uma
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Tabela 2: Valores definidos para validação do modelo.

Caso αt1 αn1 αt2 αn2 uw1 uw2 2a1

“A” 0.25 0.50 0.75 0.25 1.0 -2.0 1.0(X)
“B” 0.50 0.75 0.25 0.25 0.0 1.0 2.0(X)

Figura 3: Disposição espacial das superfı́cies do canal: eixo transladado.

placa homogênea é dado no ponto x = 0.0 e as extremidades em a e −a, enquanto que para uma
placa heterogênea o centro é dado em η = 0.5 e as extremidades em η = 0.0 e η = 1.0. Essa
localização espacial pode ser verificada na Figura 3.

A fim de validar a concordância dos modelos, será utilizado estatı́stica não-paramétrica através da
análise de variância de dois fatores de Friedman por postos. Para isso, define-se α = 0.05, o nı́vel
de significância, o procedimento no uso das análises de variância de dois fatores de Friedman por
postos consiste em primeiramente considerar os escores em uma tabela de dupla entrada tendo
N linhas (sujeitos) e k colunas (condições ou variáveis). Tem-se então, que N = 11 é o número
de posições no canal em cada um dos modelos cinéticos que totalizam k = 8. Em seguida, será
atribuı́do os postos aos dados de cada linha de 1 a k e então somá-los em cada coluna. Tem-se
também, a hipótese nula (H0) que define-se como que os modelos cinéticos não tem diferença
entre si, enquanto que a hipótese alternativa (H1) é de que os modelos cinéticos diferem entre si
significativamente.

3.1 Problema de Poiseuille

São tratados no Problema de Poiseuille os perfis de fluxo de calor (qp) e velocidade (up). A
velocidade das placas (uw1 e uw2 ) será desconsiderada neste problema.

Nas Tabelas 3 e 4, são apresentados os valores numéricos para perfil fluxo de calor, no qual
observa-se inicialmente que não ocorre simetria entre as fronteiras superiores e inferiores já que
trata-se de placas heterogêneas. Analisando numericamente os resultados, tem-se que o Modelo
GJ tem maior valor absoluto ao comparar com os demais modelos abordados. O Modelo BGK
considerando εp e Modelo MRS para εt tem menor valor em módulo. Nesse sentido, tem-se que
o modelo cinético que mais aproxima seus resultados numéricos da ELB, isto é, que comparado
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Tabela 3: Problema de Poiseuille: qp(−a+2aη) para Caso “A” com ε = εp.

η BGK S GJ MRS ELB [14]
0.0 1.2476(-1) 1.6431(-1) 1.6755(-1) 1.6094(-1) 9.5650(-2)
0.2 1.8637(-1) 2.3631(-1) 2.5250(-1) 2.1695(-1) 1.5862(-1)
0.4 1.9851(-1) 2.5121(-1) 2.7000(-1) 2.2957(-1) 1.7148(-1)
0.6 1.8763(-1) 2.3752(-1) 2.5262(-1) 2.2168(-1) 1.6197(-1)
0.8 1.5069(-1) 1.9228(-1) 1.9668(-1) 1.9157(-1) 1.2678(-1)
1.0 4.1982(-2) 6.8671(-2) 4.6411(-2) 1.0616(-1) 1.9727(-2)

Tabela 4: Problema de Poiseuille: qp(−a+2aη) para Caso “B” com ε = εt .

η BGK S GJ MRS ELB [14]
0.0 2.7700(-1) 3.0219(-1) 3.3321(-1) 2.5602(-1) -1.9451(-1)
0.2 2.7914(-1) 3.0327(-1) 3.3317(-1) 2.5784(-1) 1.6753(-1)
0.4 2.7155(-1) 2.9214(-1) 3.1799(-1) 2.5176(-1) 2.1371(-1)
0.6 2.5203(-1) 2.6589(-1) 2.8389(-1) 2.3592(-1) 2.1962(-1)
0.8 2.1376(-1) 2.1587(-1) 2.1989(-1) 2.0459(-1) 1.8979(-1)
1.0 1.1234(-1) 8.9549(-2) 6.0825(-2) 1.2324(-1) 5.2614(-2)

aos modelos cinéticos, é o que apresenta os menores valores absolutos, ou seja, é o Modelo BGK
para εp e Modelo MRS para εt , sendo que este último se compararmos ambos os modelos, é o
que possui menor valor absoluto, o que significa que é o que mais se aproxima dos valores da
ELB.

Aplicando a matemática estatı́stica não-paramétrica, mostra-se a Tabela 5 que apresenta o resul-
tado para este caso. A hipótese nula de que não havia diferença entre os modelos cinéticos1 foi
rejeitada devido p = 0.0, e portanto, conclui-se que há uma diferença entre os modelos cinéticos.
Contudo, mesmo concluindo que há uma diferença, ainda não sabemos se há uma diferença
entre os modelos cinéticos e a ELB. Para saber se ocorrem diferenças, devemos determinar as
comparações múltiplas para todos os modelos cinéticos e a ELB.

Primeiramente, vamos trabalhar com qp(−a+2aη) para o Caso “B” no qual iremos determinar
a diferença entre os modelos cinéticos e a ELB. Utilizando estatı́stica conclui-se que qualquer
diferença que exceda c = 36.42 indicará uma diferença significante entre o modelo cinético e
a ELB. Como somente as diferenças da RELB com o RSεp (c = 45) e RGJεp (c = 51) excedem
a diferença crı́tica, concluı́mos que somente a diferença entre os Modelos S e GJ para ε = εp

com a ELB são significantes. Note que RMRSεp , apesar de grande (c = 35), não é uma magnitude
grande o suficiente para nos permitir concluir que Modelo MRS para ε = εp e ELB são diferentes
quando usamos o nı́vel de significância que escolhemos.

1Quando refere-se aos modelos cinéticos das hipóteses nula, está sendo incluı́do, nestes casos, a ELB. Isso significa que
não está sendo afirmado que há diferença da ELB com os demais modelos, mas sim que algum dos modelos, podendo
ser a ELB, é diferente dos demais.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)
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Tabela 5: Problema de Poiseuille: Soma dos Postos (R j) para qp(−a+2aη).

BGK S GJ MRS ELB [14]
εp = εt εp εt εp εt εp εt

Caso “A” 35 76 40 82 58 66 28 11
Caso “B” 36 77 45 85 52 63 27 11

Para a análise do qp(−a+2aη) para o Caso “B” a partir da Tabela 5 obtém-se que as diferenças
dos modelos cinéticos |RSεp −RELB| = |77− 31| = 46 > 36.42 e |RGJεp −RELB| = |85− 31| =
54 > 36.42 são os que excedem o valor de c. Em virtude disso, a diferença dos Modelos S e GJ
para ε = εp com a ELB é significante.
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Figura 4: Problema de Poiseuille: up(−a+2aη) para Caso “A”.

Ao analisar os perfis de velocidade gerou-se a Figura 4, nas quais pode-se comparar visualmente
os modelos cinéticos abordados neste trabalho. Inicialmente observa-se que devido as proprie-
dades assimétrica das paredes a intensidade do fluxo não esta centralizado no centro, com maior
tendência de deslocamento na placa superior (η = 1) onde os coeficientes de acomodação de
energia cinética devido a componente normal da velocidade são mais altos. Destaca-se, neste
caso, que a transferência de massa se desloca de maneira mais rápida através do perfil de
velocidade em relação ao perfil de calor.
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Nota-se ainda que, utilizando o parâmetro ε = εt os perfis estão mais próximos do que com
ε = εp. Mas isso não auxilia no aumento de concordância do Modelo MRS que diverge em
até um dı́gito dos demais modelos abordados. Contudo, visualmente, observa-se que o Modelo
MRS com εt dentre os modelos cinéticos é o que mais se aproxima dos valores da ELB.

3.2 Problema Creep Térmico

Serão tratados no Problema Creep Térmico os perfis de fluxo de calor (qt ) e velocidade (ut ). A
velocidade das placas (uw1 e uw2 ) será desconsiderada neste problema.

Tabela 6: Problema Creep Térmico: qt(−a+2aη) para Caso “A”.

η BGK S GJ MRS ELB [14]
εp = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt

0.0 -0.6862 -0.8715 -0.6685 -0.8490 -0.6481 -0.9176 -0.4956 -0.4956
0.2 -0.8291 -1.0585 -0.8326 -1.0640 -0.8419 -1.0706 -0.8304 -0.6539
0.4 -0.8600 -1.1010 -0.8687 -1.1138 -0.8858 -1.1063 -0.8581 -0.6870
0.6 -0.8425 -1.0754 -0.8489 -1.0845 -0.8641 -1.0882 -0.8432 -0.6733
0.8 -0.7708 -0.9749 -0.7661 -0.9683 -0.7684 -1.0122 -0.7810 -0.6057
1.0 -0.5475 -0.6858 -0.5069 -0.6330 -0.4658 -0.7917 -0.5876 -0.3590

A Tabela 6 mostra os resultados numéricos para perfil fluxo de calor no Caso “A”. Destaca-se
que os maiores valores absolutos estão no centro do canal em termos de condutividade térmica.
Nota-se que, para ε = εp, o modelo cinético que possui o maior valor absoluto está no Modelo
GJ quando η = 0.4 mas, o modelo que possui a maior quantidade de valores com maior valor
absoluto encontra-se no Modelo MRS. Já o modelo que possui o menor valor absoluto é o
Modelo BGK e consequentemente é o que mais se aproxima dos valores da ELB. Por outro
lado, a análise para ε = εt é contrária pois os valores oscilam entre dois modelos cinéticos, já
que os maiores e menores valores absoluto estão nos Modelos GJ e MRS respectivamente. Para
o Modelo GJ, os maiores valores em módulo estão na parte central do canal enquanto que os
menores valores estão nas extremidades e para o Modelo MRS ocorre o inverso.

Partindo da matemática estatı́stica, considera-se o nı́vel de significância de 5%, para encontrar
os valores da soma dos postos. Tem-se que p = 0.0, ou seja, a hipótese nula foi rejeitada e isso
nos faz interpretar que há uma diferença entre os modelos cinéticos comparados entre si. Con-
tudo, ainda não é possı́vel afirmar se os modelos diferem da ELB. Para resolver esta questão,
determina-se as comparações múltiplas para todos os modelos cinéticos e a ELB. Ao desenvol-
ver, conclui-se que os Modelos S, GJ e MRS para ε = εp comparados com a ELB possuem
diferença significativa e portanto pode-se rejeitar os três modelos cinéticos. Ainda com o auxı́lio
gráfico, conclui-se então que para o perfil fluxo de calor que o modelo que melhor se aproxima
da ELB é o Modelo MRS com ε = εt .

Para analisar o perfil de velocidade apresenta-se a Figura 5. Nota-se que as extremidades das pla-
cas tem melhor convergência entre os modelos do que o centro. Além disso, é possı́vel observar
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que os modelos tem maior convergência entre si se considerarmos o mesmo livre caminho médio,
sendo que o Modelo BGK mostra uma tendência de se agrupar ao parâmetro de condutividade
térmica apesar de não apresentar distinção dos valores neste modelo. O perfil de velocidade plo-
tado detecta facilmente que o Modelo MRS para ε = εt é o que mais está se aproximando da
ELB com exceção da extremidade da placa inferior no qual Modelo BGK apresenta melhor
comportamento.
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Figura 5: Problema Creep Térmico: ut(−a+2aη) para Caso “A”.

Novamente, o teste estatı́stico matemático rejeita os seguintes modelos cinéticos: S e MRS para
ε = εp, além disso, recusa-se o Modelo GJ para εp e εt . Em consequência, temos assim como
para o Problema de Poiseuille, tanto para o perfil fluxo de calor como para o perfil de veloci-
dade, que o Modelo MRS para ε = εt para o Problema Creep Térmico é o modelo que mais se
aproxima da ELB.

3.3 Problema de Couette

Ao analisar o Problema de Couette, o modelo foi validado através dos resultados numéricos do
trabalho [19] para o Modelo BGK, restritos inicialmente, apenas para placas iguais e consequen-
temente, em virtude do modelo ser genérico, para placas heterogêneas. Como demais problemas,
será dado ênfase ao perfil fluxo de calor (qc) e velocidade (uc) ao Problema de Couette.
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Tabela 7: Problema de Couette: qc(−a+2aη) para Caso “B” na ordem de 10−3.

η BGK S GJ MRS ELB [14]
εp = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt

0.0 13.134 13.985 14.144 16.427 16.315 9.784 10.117 8.101
0.2 4.113 4.793 4.488 5.761 5.237 3.339 3.155 2.567
0.4 0.348 0.163 0.449 0.292 0.633 0.155 0.262 0.400
0.6 -2.980 -4.112 -3.161 -4.817 -3.455 -2.716 -2.270 -1.421
0.8 -7.410 -9.494 -8.063 -1.135 -9.251 -6.273 -5.596 -4.294
1.0 -19.226 -21.501 -21.243 -25.888 -25.133 -14.153 -14.399 -12.114

A partir do Caso “B”, tem-se a Tabela 7 para o perfil fluxo de calor, no qual o deslocamento
da vazão ocorrerá apenas pelo movimento gerado pela velocidade de uma placa, ou seja, uma
das paredes ficará em repouso. Observa-se que os maiores valores absolutos são apresentados no
Modelo GJ enquanto que os menores valores absolutos para o Modelo MRS, ambos conside-
rando ε = εt e portanto esse modelo é o que esta em maior concordância com a ELB já que a
mesma apresenta os menores valores numéricos. Tal conclusão pode ser confirmada ao analisar
a Figura 6 no qual é possı́vel observar uma boa concordância entre os modelos cinéticos para
o perfil fluxo de calor. Além disso, em uma análise mais detalhada no intervalo 0.6 < η < 0.9
nota-se que o Modelo MRS para εt é o mais próximo ao perfil da ELB.
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Figura 6: Problema de Couette: qc(−a+2aη) para Caso “B”.
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Além disso, da Figura 6 é possı́vel observar que o perfil do fluxo de calor tende a ter uma simetria
que se desloca do perfil negativo para o positivo já que a placa superior está em repouso, causando
o maior intensidade de calor perto da prancha móvel. Ao considerar o caminho livre médio, nota-
se que os modelos são congruentes entre si, com pouca divergência na definição do parâmetro
tendendo a um melhor desempenho da viscosidade.

Baseado na estatı́stica não paramétrica é possı́vel definir com maior clareza a convergência entre
os modelos. Para o Caso “A” foi obtido p = 0.71524 > 0.05 e para o Caso “B”, p = 0.77628 >

0.05, ou seja, como o valor do posto é maior do que o nı́vel de significância, a hipótese nula
não é rejeitada e isso implica que os modelos cinéticos não diferem entre si, o que confirma a
concordância visualizada na Figura 6. Portanto, o Modelo MRS para ε = εt é considerado o
modelo mais preciso para o problema de Couette no perfil fluxo de calor.

Para a grandeza fı́sica perfil de velocidade apresenta-se a Tabela 8. Nela é possı́vel destacar
alguns resultados diferentes aos obtidos nos problemas anteriores. Para os valores ε = εt tem-se
que o Modelo MRS é o de maior valor absoluto e o Modelo GJ é o que possui menor valor
absoluto, já para ε = εp, o Modelo BGK maior valor absoluto e o Modelo GJ é o que possui
menor valor absoluto. Portanto, o modelo cinético que melhor se aproxima da ELB é o Modelo
GJ com ε = εt . Essa conclusão pode ser verificada na Figura 7.

Tabela 8: Problema de Couette: uc(−a+2aη) para Caso “A”.

η BGK S GJ MRS ELB [14]
εp = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt

0.0 -1.0296 -1.0286 -0.9065 -1.0120 -0.8929 -1.0623 -0.9371 -0.7703
0.2 -1.1532 -1.1522 -1.0661 -1.1468 -1.0641 -1.1671 -1.0766 -0.9737
0.4 -1.2496 -1.2490 -1.1906 -1.2453 -1.1887 -1.2582 -1.1975 -1.1261
0.6 -1.3420 -1.3420 -1.3103 -1.3388 -1.3073 -1.3472 -1.3156 -1.2724
0.8 -1.4376 -1.4380 -1.4338 -1.4361 -1.4304 -1.4380 -1.4362 -1.4233
1.0 -1.5588 -1.5592 -1.5895 -1.5670 -1.5957 -1.5420 -1.5743 -1.6204

Nota-se que o Modelo MRS para εt que vinha se destacando como modelo cinético que mais
se aproxima da ELB para os problemas proposto, no caso do perfil velocidade no Problema de
Couette, se mostrou uma das opções menos adequadas.

Ao analisar os resultados obtidos para perfil de velocidade na Tabela 9, confirma-se que o Mo-
delo GJ e Modelo MRS apresentam valores significativamente menores em módulo do que os
demais modelos para alguns pontos η , considerando tanto o parâmetro de viscosidade como de
condutividade térmica, sendo que estes modelos oscilam em quem tem o menor valor absoluto.
Dessa forma, o Modelo GJ e MRS são os que mais se aproximam da ELB, onde destaca-se nas
extremidades o Modelo GJ e no centro do canal o Modelo MRS, tal resultado fica evidente na
Figura 7. Ainda, no perfil de velocidade, é possı́vel observar que no Caso “A”, todo o perfil está
em uma área negativa e no Caso “B” em uma área positiva. Essa percepção sugere que a veloci-
dade das placas está dominando o perfil de velocidade. Além disso, tem-se que para os valores
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Tabela 9: Problema de Couette: uc(−a+2aη) para Caso “B”.

η BGK S GJ MRS ELB [14]
ε = εp = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt

0.0 0.2224 0.2222 0.2025 0.2204 0.2013 0.2269 0.2060 0.1821
0.2 0.2763 0.2761 0.2707 0.2768 0.2718 0.2761 0.2698 0.2660
0.4 0.3197 0.3198 0.3265 0.3199 0.3266 0.3195 0.3263 0.3345
0.6 0.3623 0.3626 0.3812 0.3621 0.3804 0.3624 0.3821 0.4019
0.8 0.4070 0.4076 0.4384 0.4068 0.4368 0.4066 0.4395 0.4713
1.0 0.4665 0.4671 0.5133 0.4705 0.5156 0.4587 0.5069 0.5625
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Figura 7: Problema de Couette: uc(−a+2aη) para Caso “A” e “B”.

de εp que o modelo com maiores valores em módulo é o Modelo MRS, enquanto que para εt é o
Modelo BGK. Confirma-se então que, o Modelo MRS, que nos demais problemas era o modelo
que mais se aproxima da ELB, neste caso é o de menor concordância.

Contudo, ao considerar matemática estatı́stica tem-se do Caso “B” que p = 0.07768 > 0.05, ou
seja, não tem diferença entre os modelos cinéticos. Já para o Caso “A” tem-se que p = 0.00005
e como é menor que o nı́vel de significância α = 0.05, pode-se rejeitar a hipótese nula e isso
implica que há diferença entre os modelos cinéticos. Trabalha-se inicialmente determinando-se
a diferença entre os modelos cinéticos e a ELB. Observa-se que três modelos cinéticos excedem
o valor de c e então indicam uma diferença significativa entre o modelo e a ELB. Como somente
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as diferenças da RELB com o RBGK (c = 39.5), RSεp (c = 36) e RMRSεp (c = 25.5) excedem
a diferença crı́tica, conclui-se que somente a diferença entre as condições Modelos BGK, S e
MRS para ε = εp com a ELB são significantes.

Quando analisa-se apenas as tabelas e as figuras para perfil de velocidade conclui-se que o Mo-
delo GJ para ε = εt é o que melhor se aproxima dos valores numéricos da ELB. Contudo, com o
resultado estatı́stico conclui-se que para o Caso “B” os modelos não diferem, e que para o Caso
“A” alguns modelos diferem, mas que o Modelo S com εt , Modelos GJ e MRS com εt não di-
ferem significativamente entre si. Em virtude disso, e como para o perfil fluxo de calor o modelo
cinético escolhido é o Modelo MRS para ε = εt , pode-se concluir que o Modelo MRS para εt é
uma escolha adequada tanto para o perfil fluxo de calor como para o perfil de velocidade.

4 CONCLUSÃO

Neste artigo, apresenta-se resultados numéricos para perfil fluxo de calor e perfil de veloci-
dade para três problemas da dinâmica de gases rarefeitos, que são: Problema de Poiseuille,
Creep Térmico e Couette que foram obtidos pelo método ADO. Esse método mostrou-se de
grande eficiência computacional, já que possibilitou a resolução de uma variedade de proble-
mas, principalmente quando trata-se o desenvolvimento unificado das equações modelo em
tempo de processamento irrelevante para o número de dı́gitos significativos comparados com
a literatura [14, 18, 26, 33, 34].

De modo geral, os quatro modelos cinéticos analisados estatisticamente mostraram-se uma boa
alternativa, conforme observado na Tabela 10, que mostra o resumo dos resultados obtidos no
qual indica com “x” os modelos rejeitados nos respectivos testes realizados.

Tabela 10: Modelos Cinéticos Rejeitados para cada quantidade fı́sica de interesse.

BGK S GJ MRS
ε = εp = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt ε = εp ε = εt

qp - x - x - - -
up x - - x - - -
qt - x - x - x -
ut - x - x x x -
qc - - - - - - -
uc x x - - - x -

Logo, tem-se que dois modelos cinéticos destacaram-se a partir da matemática estatı́stica, são
eles, Modelos S e MRS para ε = εt que não foram rejeitados por nenhuma quantidade fı́sica e
o Modelos S e o GJ para εp como os modelo mais rejeitados. Portanto, o Modelo MRS com o
parâmetro de livre caminho médio é o modelo que mais se aproxima da ELB, por outro lado, o
Modelo GJ é o pior modelo. Ainda, na análise dos resultados através da matemática estatı́stica
foi analisado o comportamento de cada modelo em relação a ELB. Somente no Problema de
Couette, no perfil fluxo de calor nenhum modelo foi rejeitado, ou seja, foi o problema no qual
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os modelos apresentaram maior concordância. Além disso, a influência do parâmetro ε é signi-
ficativo, ou seja, quando toma-se o parâmetro ε = εt , obtém-se resultados numéricos melhores
quando comparados aos valores da ELB e também observou-se os modelos tinham uma maior
concordância entre si quando utilizado o parâmetro de livre caminho médio para condutividade
térmica, conforme Tabela 10, onde os modelos rejeitados eram os que consideraram εp.

Destaca-se ainda, que para o Problema de Poiseuille e Creep Térmico, o centro do canal é que
possui os maiores valores numéricos absolutos se considerarmos o perfil fluxo de calor e perfil de
velocidade. Já para o Problema de Couette, os maiores valores numéricos para os perfis ocorrem
nas extremidades do canal, o que fisicamente é esperado já que o que provoca o fluxo de gás é
o movimento das placas. Analisando o Problema de Couette para o perfil fluxo de calor tem-se
que na proximidade do centro do canal o fluxo é praticamente nulo próxima ao centro do canal,
sendo que aumenta conforme se aproxima das extremidades do canal. Quando analisa-se o perfil
de velocidade este perfil não se anula no centro do canal mas sim, na metade superior do canal
(η = 0.8) ou na metade inferior do canal (η = 0.3).

Além disso, neste trabalho, foram demostrados novos resultados numéricos. Salienta-se, os re-
sultados gerados para o Problema de Couette para placas diferentes. Isso decorre em virtude do
problema ser homogêneo, ou seja, do seu termo fonte ser igual a zero. Logo, este problema foi
resolvido acrescentado um termo não homogêneo na condição de contorno de CL, onde fisi-
camente isso é possı́vel, bastando analisar que o fluxo de gás ocorre devido ao movimento das
placas. O canal onde ocorre o fluxo de gás foi analisado de forma completa, isto é, foram obtidos
resultados numéricos de uma extremidade a outra da superfı́cie em virtude de considerar placas
com propriedades fı́sicas diferentes. Isso, nos trabalhos atuais não era necessário já que como as
placas eram homogêneas elas eram simétricas e bastava apenas a análise da metade superior ou
inferior do canal.

ABSTRACT. The phenomena that involve the rarefied gas dynamics for gas flow in micro-
channels have been a source of study in several studies. The Boltzmann Equation describes
such phenomena, and from its simplification comes the kinetic theory for the dynamics of
rarefied gases. The kinetic models present reliable results and are analyzed in this study un-
der an analytical version using the discrete ordinate method. Therefore, we explore a model
closer to reality, comparing the numerical values generated by four kinetic models derived
in a unified way from Boltzmann’s Linearized Equation. In terms of viscosity and thermal
conductivity, the models are compared based on non-parametric statistics for problems with
rarefied gas dynamics resulting from the mass transfer movement. Also, the gas-surface
interaction defined by the Cercignani-Lampis nucleus along a channel for heterogeneous
plates is used.

Keywords: rarefied gas dynamics, analytical discrete ordinates method, kinetic model,
Cercignani-Lampis scattering kernel.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



i
i

“A10-1421-7802” — 2020/11/6 — 10:37 — page 579 — #21 i
i

i
i

i
i

ROSA, ROSSI, JACOBI e KNACKFUSS 579

REFERÊNCIAS
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