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RESUMO

Este texto problematiza relagdes do ensino de equidifferenca e propor¢ao com outros contetidos
no ensino elementar. A partir de base tedrico metodolégica da histéria cultural foram analisados
livros didaticos do final do século XIX e inicio do século XX e dois relatdrios estadunidenses.
Observou-se a relacdo destes conteidos com o tema de progressoes e saberes algébricos, sem
que estes se estabelecessem como uma preparacio para a abordagem da Algebra no ensino
secundario.
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EQUIDIFERENCIA Y PROPORCION: ;CUAL ES LA
RELACION DE ESTOS CONTENIDOS CON LA
ENSENANZA DEL ALGEBRA EN LA INSTRUCCION
PRIMARIA DEL FINAL DEL SIGLO XIX Y EL INICIO DEL
SIGLO XX?

RESUMEN

Este texto problematiza las relaciones entre la ensefianza de la equidifferencia y la proporcion
con otros contenidos en educaciéon primaria. Com la base tedrica y metodolégica de la historia
cultural, se analizaron libros de texto de finales del siglo XIX y principios del siglo XX y de los
informes estadounidenses. Se observd la relaciéon de estos contenidos con el tema de las
progresiones y el conocimiento algebraico, sin que estos se establecen como una preparacién
para el enfoque de la dlgebra en la educaciéon secundaria.

Palabras clave: ensefianza de algebra, historia de la educacién matemaética, resoluciéon de
ecuaciones, libro did4ctico.

EQUIDIFFERENCE AND PROPORTION: WHAT
ISTHERELATIONOF THESE CONTENTS TO THE
TEACHING OF ALGEBRA IN ELEMENTARY EDUCATION
IN THE END OF THE 19™ CENTURY AND BEGINING OF
THE 20™ CENTURY?

ABSTRACT

This text problematizes the relations between the teaching of equidifference and proportion
with other contents of the elementary education. From the theoretical and methodological basis
of cultural history, textbooks from the late 19th and early 20th centuries and two American
reports were analyzed. The relation of these contents with progressions and algebraic knowledge
was observed, without these being established as a preparation for the approach to Algebra in
secondary education.

Keywords: algebra teaching, history of mathematics education, equation’s solving, textbook.

EQUIDIFFERENCE ET PROPORTION: QUELLE EST LA
RELATION DE CES CONTENUS AVEC
L'ENSEIGNEMENT DE L'ALGEBRE DANS
L'INSTRUCTION ELEMENTAIRE DE LA FIN DU XIXe.
SIECLE ET DU DEBUT DU XXe. SIECLE?

RESUME

Ce texte problématise la relation entre 1'enseignement de 1'équidiférence et la proportion avec
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les autres contenus de I'enseignement élémentaire. Les manuels scolaires de la fin du XIXe
siécle et du début du XXe siécle, ainsi que deux rapports américains, ont été analyses d'un point
de vue théorique et méthodologique de l'histoire culturelle. On peut voir la relation de ces
contenus avec le théme des progressions et des connaissances algébriques, sans ces s'imposer
comme une préparation pour approche 1'Algébre dans 1'éducation secondaire.

Mots-clés: enseignement de I'Algebre, histoire de l'enseignement des mathématiques,
résolution d'équations, manuel scolaire.
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INTRODUCAO

A ideia de razao entre dois nimeros €, em geral, uma ideia que perpassa
diversos niveis no ambito do ensino da matematica. Buscando colocar de forma
simples, uma razao é uma constante que estabelece uma relacao entre dois
nimeros. Em geral, podem ser caracterizadas por uma relacdo de
soma/diferenca, chamadas também de razdes aritméticas; ou de
multiplicacao/quociente, denominadas de razoes geométricas. Deste modo, se
forem tomados os nameros 12 e 3, pode-se exemplificar que uma razao por
diferenca dos dois ¢ 9, uma vez que 12 — 3 = 9, o que implica que ha 9 unidades
entre 3 e 12, ou seja 3 + 9 = 12. De forma semelhante, uma razao por quociente
dos nuimeros ¢ 4, representada como 12: 3 = 4, indicando assim que é possivel,
adicionando o namero 3 quatro vezes, obtermos o resultado 12, ou seja3 x 4 =

12.

Disso é possivel compreender o que siao proporcoes aritméticas e

geométricas. Segundo Euler,

Quando duas razbes aritméticas, ou relagbes, sdo iguais, esta
igualdade é chamada de proporcao aritmética.

Portanto, quandoa — b = d, e p — g = d, de modo que a diferenca dos
nameros p e g € a mesma que dos numeros a e b, dizemos que estes
quatro nimeros formam uma proporcao aritmética; para a qual entao
escrevemos a — b = p — q, expressando claramente que a diferenca
entre a e b é igual a diferenca entre p e q. (1828, p. 129, traducao pelos
autores)

Assim, como 12—3=9 e 15—-6=9, se estabelece a proporcao
aritmética 12 — 3 = 15 — 6.De modo semelhante Euler apresenta as proporcoes

geométricas

Duas relagdes geométricas sdo iguais quando suas razoes sdo iguais; e
esta igualdade de duas relacoes é chamada de proporcdo geométrica.
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Portanto, por exemplo, escrevemos a:b =c:d, ou a:b :: c:d!, para
indicar que a relacdo a:b é igual a relacdo c:d; mas isto é mais
facilmente explicado dizendo que a est4 para b assim como c esta para
d(1828, p. 152, traducdo pelos autores).

Do fato que 12:3 =4 e que 28:7 =4, fica entdo caracterizada a
proporcao geométrica 12:3 = 28:7, ou ainda, utilizando a notacdo da época,
12:3 :: 28: 7. Igualmente a proporc¢ao aritmética vista, 12 — 3 = 15 — 6, pode ser

representada como 12.3 : 15.6.

A partir de um estudo histérico que buscou discutir a origem dos termos
progressao, ou proporcao, aritmética/geométrica, Cojori (1922) aponta que
certos autores teriam utilizado o termo “proporcao” sem designar se estas
seriam “aritmética” ou “geométrica”. No Brasil, um movimento semelhante
ocorre, uma vez que uma analise sobre alguns livros do ensino de aritmética
apresenta que, em titulos como Proporcoes (TRAJANO, 1922, p. 99) ou Razoes
e proporcoes (L. L., 1916, p. 87; SILVA, 1923, p. 39), e, como destaca Silva

(1923, p. 39-40, grifos do autor), as razées podem ser

[...] por differenca ou por quociente. [...] Se as razdes forem por
differenca a proporcdo sera por differenca ou arithmetica ou ainda
equidifferenca. Se as razoes forem por quociente a proporgao sera por
quociente ou geometrica ou proporgdo propriamente dita.

Ou ainda, nas “razoes por differenca, a propor¢ao toma o nome de
equidifferenca, reservando-se o termo proporcao propriamente dita para a razao
por quociente” (L. L., 1916, p. 87, grifos do autor). O mesmo pode ser constatado
no livro de Trajano (1922), que se refere apenas a proporcao quando trata de

proporcoes geométricas. Deste modo, no Brasil, os termos equidifferenca e

t De forma semelhante uma notacao propria para equidifferencas € utilizada em alguns livros da
época, como Silva (1923), L.L. (1916) ou Souza (1910), na qual se a — b = ¢ — d, entdo, escreve-
se a equidifferenca a.b: c. d. Vale ressaltar que estas notagdes nio sdo mais utilizadas.
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proporcao 2 foram, ao que parece, utilizados para denotar proporcoes

aritméticas e proporcoes geométricas, respectivamente.

Apos apresentar a ideia de equidifferenca e proporcao, alguns livros de
Aritmética lancam outro destaque para a aplicacao deste conceito, sendo este a
determinacao de um ou mais termo(s) para que a proporcao esteja estabelecida.
Nesse sentido, Silva (1923) apresenta a ideia para determinar um “termo
desconhecido” (p. 40), sem indicar o que é esse elemento. Ja Trajano, indica que
se pode determinar um termo de uma proporcao se os outros trés forem
conhecidos e segue dizendo que “O termo desconhecido é representado na
proporcao pela lettra x, e chama-se a incognita da proporcao” (1922, p. 100,

grifo do autor).

Segundo Chervel (1990), a disciplina escolar é constituida para além da
abordagem de um contetdo, tem também, como elemento de seu “nicleo” (p.
205), os exercicios. Além de tomar parte no processo de aprendizagem, os
exercicios também denotam tendéncias adotadas na historia da disciplina
escolar (CHERVEL, 1990). Neste caso, é possivel notar duas abordagens acerca
do tratamento dado ao contetido escolar de proporcoes: uma voltada aos
processos aritméticos pela realizacao de contas, como a verificacao de que os
dois lados da igualdade em uma proporcao apresentam o mesmo resultado; a
outra, em que se busca determinar um valor desconhecido, de modo que seja
satisfeita a condicao de proporcionalidade, assumindo assim uma perspectiva

algébrica, mas que ainda tende aos processos aritméticos.

Isto ressalta a existéncia de saberes que poderiam fazer parte da Algebra
ou da Aritmética, ndo s6 pela dupla abordagem observada no ensino de
Aritmética, pertencente a instrucido elementars, mas por também ser possivel
constatar que ha livros nas duas areas com a presenca desses conteudos.

Contudo, ser4 que este ensino toma a forma de uma preparacio para a Algebra

2 Optou-se aqui por utilizar o termo “propor¢ao” para delimitar a separacao entre equidifferenca
e propor¢ao, e o termo “proporc¢des” para designar ambos os contetdos.

3 Considera-se, aqui, o ensino elementar como o ensino anterior ao ensino secundario.
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presente no ensino secundario? A partir das perspectivas da época, seria o
ensino deste suficiente como preparaciio para esta Algebra secundarista? Além
disso, quais relacoes deste contedo podem ser estabelecidas com os demais da

época?

De maneira semelhante ao desenvolvido na pesquisa de Neves e Soares
(2019), que buscaram perceber a finalidade do ensino de progressoes na
instrucao secundaria do século XIX, no Colégio Pedro II, a partir da analise de
livros didaticos de Aritmética e Algebra, este estudo tem como objetivo
responder as questOes levantadas anteriormente acerca do ensino de
proporcoes. Assim, objetiva-se compreender quais as relacoes podem ser
observadas entre o ensino de equidifferencas e proporcoes com outros temas da
instrucao, bem como a relacao deste ensino com os saberes algébricos que nela
podem ser observados. Para isto, buscou-se compreender a finalidade do
conteido de proporcoes no ensino elementar e das discussOes acerca da
preparacdo para o ensino de Algebra na escola secundaria no final do século
XIX e inicio do século XX. Cinco livros de aritmética do inicio do século XX
foram utilizados com fontes da pesquisa, que assume um viés historiografico.
Além destes, os relatorios de duas comissoes estadunidenses, a Comissao dos
dez4 e a Comissao dos quinzes, que, segundo Rodrigués e Costa (2019), propoem
mudancas para o ensino secundario e elementar do pais, respectivamente,
fomentaram as discussoes acerca da relacdo entre equidifferenca e proporc¢ao
com a Algebra, bem como quanto a uma possivel preparacdo para o ensino de

Algebra da instrucdo secundaria.

Este artigo se encontra estruturado da seguinte forma: primeiro é
apresentado(s) o referencial teérico metodologico que guia(m) a pesquisa
desenvolvida; em seguida sdo analisadas as relacdes do ensino de proporcoes a
partir dos livros e dos relatérios estadunidenses, de forma a buscar respostas

aos questionamentos levantados; por fim, tém-se as conclusées do estudo e as

4 “Committee of ten”. Recebeu esse nome por ter dez membros.
5 “Committee of fifteen”. Analogamente, possuia quinze membros.
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perspectivas para pesquisas futuras.

REFERENCIAL TEORICO-METODOLOGICO

Esta pesquisa toma como base as perspectivas da historiografia, na
historia cultural, com base nas perspectivas de Certeau (2013). Através de uma
aproximacao semelhante, para Le Goff (1990) os documentos sao o resultado de
uma sociedade que os constitui a partir de relacées de forcas da época, sendo
assim frutos dos vestigios deixados por uma cultura e por memorias coletivas
registradas, que sao produzidas pelo cotidiano. Partindo disso, segundo Le Goff

(1990, p. 472), pode-se considerar que

O documento néo é inécuo. E antes de mais nada o resultado de uma
montagem, consciente ou inconsciente, da histéria, da época, da
sociedade que o produziram, mas também das épocas sucessivas
durante as quais continuou a viver, [...] continuou a ser manipulado,
ainda que pelo siléncio. [...] O documento é monumento. Resulta do
esforco das sociedades histdricas para impor ao futuro — voluntaria ou
involuntariamente — determinada imagem de si proprias.

Segundo Chervel (1990), a questdo principal a ser feita no ambito dos
estudos historicos, acerca das disciplinas escolares, é “Por que a escola ensina o
que ensina?” (p. 190). Nesse sentido, para Chervel (1990), “a tarefa primeira do
historiador das disciplinas escolares é estudar os contetdos explicitos do ensino
disciplinar” (p. 203) e, para isso, “Nao podemos, pois, nos basear unicamente
nos textos oficiais para descobrir as finalidades do ensino” (p. 190). E, para
Schubring (2005), os principais determinantes da realidade do ensino sdo, em
primeiro lugar, os manuais e, em segundo lugar, os professores, sendo que as
“pesquisas da educacdo matematica tém mostrado que a realidade de dia-a-dia
do ensino é determinada decisivamente pelos manuais” (p. 9). E por meio desta

perspectiva que os livros didaticos, principalmente do inicio do século XX, sao
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tomados aqui como documentos de forma a assumirem o papel de fontes

privilegiadas para a pesquisa historica.

Tais documentos, segundo Choppin (2004, p. 553), “exercem quatro
funcoes essenciais, que podem variar consideravelmente segundo o ambiente
sociocultural, a época, as disciplinas, os niveis de ensino, os métodos e as
formas de utilizacao”. Tais funcoes, segundo o autor, sdo: a funcao referencial,
em que o livro didatico reflete o programa de ensino, de forma integral ou como
uma interpretacdo, que “constitui o suporte privilegiado dos contetdos
educativos, o depositario dos conhecimentos, técnicas ou habilidades que um
grupo social acredita que seja necessario transmitir as novas geracoes”
(CHOPPIN, 2004, p. 553); a funcdo instrumental, no qual o livro didatico faz
uso de certas praticas de aprendizagem; a funcao ideoldgica e cultural, em que
se busca a aculturacao ou doutrinacdo do estudante da cultura e valores da
sociedade; a funcdo documental: em que o livro didatico, ao fornecer

documentos, pode vir a desenvolver a criticidade do estudante.

Deste modo, com base em Choppin (2004), tomar os livros como
documentos de andlise possibilita que questdes como programa de ensino,
praticas de aprendizagem e os propositos do ensino possam ser investigados.
Sendo assim, alguns livros didaticos de Aritmética, encontrados no Repositorio
de Contetidos Digitais (RCD — UFSC) ¢, foram utilizados neste estudo:
Arithmetica Pratica e Formulario (SILVA, 1923), que, como é apresentado por
Barbaresco (2019), foi utilizado no ensino priméario da Escola de Aprendizes
Artifices de Santa Catarina; Arithmetica Elementar Illustrada (TRAJANO,
1922), uma vez que, segundo Oliveira (2019), Trajano foi autor de livros
escolares amplamente difundidos no Brasil; Elementos de arithmetica (L.L.,
1916), por ser uma obra voltada ao ensino normal e gymnasios, formando o
professor para o ensino elementar; e Arithmetica Elementar (SOUZA, 1910),

voltado para as escolas primarias e o primeiro ano do curso normal do

6 Espaco virtual em que sio alocadas fontes digitais, como as do Grupo de Pesquisa de Historia
da Educacao Matematica (GHEMAT), na comunidade Histéria da Educacdo Matematica,
disponivel em: https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/1769.
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Amazonas. Os livros didaticos supracitados foram empregados como fontes
para a discussao acerca das abordagens de ensino de equidifferenca e proporcao

no final do século XIX e inicio do século XX.

Além destes, o livro Traité D’Arithmétique: Théorique et Pratique
(LEYSSENNE, 1911) também foi utilizado para anélise. Apesar de o livro de
Leyssenne (1911) nao ser brasileiro, ganha destaque uma vez que é possivel
observar que tal obra circula pelo pais por meio dos discursos de Cabrita (1917)
e Reis (1918a), apontando a relevancia deste para o ambito educacional
brasileiro, bem como para as discussdes acerca de uma Algebra para o ensino
elementar?. Outro livro, Elements of Algebra (EULER, 1828), também compos o
corpo de fontes desta pesquisa por se tratar de uma obra de referéncia ou livro
elementar que, na visao de Schubring (2003), “visa ao projeto de tornar
elementar o saber, de fazé-lo ensinavel, sem privilegiar um determinado nivel
de ensino” (p. 4), de forma a contribuir para as discussdes aqui levantadas. E
necessario destacar, contudo, que a obra de Euler (1828), talvez nao tenha sido
escrita com vista ao ensino elementar ou secundario, mas permite a busca por
relacées do contetido de proporcoes com outros saberes matematicos. De modo
semelhante, a conferéncia “Os dois ultimos annos de arithmetica, na escola
primaria, segundo a Comissao dos quinze” (REIS, 1918a; REIS, 1918b), que
depois constitui o prefacio do livro do autor (REIS, 1919), também corroborou

para a investigacao.

7O autor destina o capitulo X de sua obra para falar dos “Principios elementares da algebra, e
aplicagdo de seus principios na resolucao de problemas de aritmética”.
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AS PROPORCOES E AS PROGRESSOES
ARITMETICAS E GEOMETRICAS

Progressdes aritméticas e geométricas8 estdo presentes em antigos
registros matematicos [...]. Séries finitas desses dois tipos podem ser
encontradas cerca de dois mil anos antes dos nomes proporcoes e
progressdoes “aritméticas” e “geométricas” fossem introduzidas
(COJORI, 1922, p. 734, traducao pelos autores).

E assim que Coroji (1922) inicia seu texto, no qual busca abordar a
origem dos termos proporgao, ou progressao, Aritmética ou Geométrica. O
autor possibilita questionar uma associacao entre proporcoes e progressoes.
Antes de qualquer outra discussao, talvez seja necessario determinar
exatamente o que sao as Progressdes Aritméticas e Geométricas, de forma a
tentar verificar se existem relacées com proporcoes que a elas possam, talvez,

ser associadas.

Uma progressao pode ser definida% como uma sequéncia de termos
ordenados, com uma quantidade finita ou infinita© destes, na qual existe uma
constante, chamada de razao, que estabelece uma relacao entre um termo e o
proximo. Na Progressao Aritmética (PA), a relacao entre termos é dada pela
soma da razao, assim se na PA (a, b, ...), em quea e b sdo termos consecutivos,
se r € a razao da progressao, entao, deve-se satisfazer a soma do primeiro termo
(a) com a razao deve resultar no segundo termo (b), de modo queb = a + r ou,

subtraindo a dos dois lados da igualdade,b — a = r. De forma geral, se a e b sdo

8 O contetdo de Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas pode(m) ser observado(s)
nos dias de hoje no curriculo e nos livros do primeiro ano do ensino médio brasileiro. Ja os
titulos “Proporgdes Aritméticas” ou “Proporgdes Geométricas” ndo fazem mais parte do ensino
escolar brasileiro, de forma explicita, como é possivel observar em documentos normativos
como Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) ou a Base Nacional Comum
Curricular (BRASIL, 2018).

9 Na Matemética, algumas vezes, uma definicdo pode ser apresentada em diversas formas. As
apresentadas aqui foram elaboradas pelos autores deste artigo.

1o Uma progressao € finita se possuir um namero finito de termos. De modo semelhante sera
infinita se possuir infinitos termos.
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termos de uma PA de razao r e de modo que a é o antecessor!! de b, entao é
verdade que b —a =r. Por exemplo, a sequéncia (1,4,7,10,13,...) é uma PA
infinita, pois é possivel observar que existe uma razao estabelecida entre seus
termos, r =3, uma vez que 1+ 3 =4,4+ 3 =7, e assim por diante. A razao
também pode ser observada pela subtracao de um termo com o seu antecessor:
13—-10=3,10—7=3,7—4=,3e4—-1=3.

De modo semelhante, a Progressao Geométrica (PG) se estabelece como
uma sequéncia de termos em que o proximo termo é igual ao anterior
multiplicado por uma razao. Assim, dada a PG (a, b, ...), sendor a razdo da PG, o
produto de a com a razao deve ter como resultado b, com issob = a X r ou,
dividindo os dois lados da igualdade por a, b:a = r. Por exemplo, a sequéncia
(5,10,20,40) é uma PG finita em que se observa uma razao r = 2 visto que
5% 2 =10, 10 x 2 = 20, e assim sucessivamente. A raziao também pode ser

observada pela divisao dos termos:40:20 = 2,20:10 = 2e 10:5 = 2.

A partir das definicoes de proporcoes aritméticas e geométricas
apresentadas e cotejadas com as enunciadas em Euler (1828) na introducao
deste texto, é possivel perceber que se a sequéncia (a, b, c,d, ...) formar uma PA
de razao r, entao deve-se satisfazer qued —c=r,c—b =reb —a =r. Deste
modod —c= ¢c—b =b—a, no que é possivel observar equidifferencas, ou
proporcoes aritméticas, como d —c=b—a ou c—b =b—a. De maneira
analoga, se a sequéncia (a,b,c,d ...) forma uma PG de razdo r, entdo d:c =
r,c:b =reb:a=rno que se observa que d:c = c:b = b:ano que é possivel
destacar proporcoes geométricas como, por exemplo, c:b =d:couc:b = b:a.

Logo, pode-se estabelecer que

Termos em progressao geométrica podem ser considerados como
termos que estdo em proporcao geométrica continua. Sendo assim, na
progressao 1, 2, 4, 8, 16 temos 1:2 = 2:4 = 4:8 = 8:16. A forma de

1 O que significa dizer, em outras palavras, que a é um termo da progressao e que b é o proximo
termo da sequéncia.
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expressao utilizada por Euclides repousa nesta perspectiva. Termos
que eram ditos [...] estar em “progressdo geométrica” ele descrevia
como termos “em proporcao continua” (COJORI, 1922, p. 736,
traducdo pelos autores).

Seguindo a mesma linha de raciocinio, pode-se dizer que uma PA
descreve termos que estao em proporcao aritmética continua. Assim, percebe-se
uma relacao muito proxima entre o ensino de proporcoes e de progressoes. Nao
é possivel encontrar a presenca do ensino de progressoes nos livros de Trajano
(1922), L.L. (1916), Leyssenne (1911) ou Souza (1910), mas, contudo, no livro de
Silva (1923, p. 42) é apresentado o topico Series de razoes eguaes. Nele o autor

2»

apresenta esta série na forma “a:b::c:d::e:f ::---7, contudo a notacao
utilizada pelo autor nao torna possivel que se estabeleca um relacao da série
apresentada com uma PG. Isto pode ser observado da seguinte forma: dada a
série a:b ::c:d ::e:f, que pode ser expresso na forma a:b=c:d=e:f,
entende-se que os termos que possuem a mesma razao, mas se forem tomados
a=12,b=2,c=30e d=5 tem-se que 12:2=6 e 30:5=6 mas que a
sequéncia (2,12,5,30) nao forma uma PGumavezque2 X 6 = 12mas 12 X 6 =
72 e nao 512. Silva (1923) exibe também algumas propriedades que sao

satisfeitas pela série por ele apresentada, mas nao utiliza o termo progressao.

Ja no livro de Euler (1828) encontra-se a abordagem dos dois tipos de
proporcoes e dos dois tipos de progressao. Vale ressaltar ainda que, na
exposicao do contetido, Euler (1828) apresenta os temas proporcao aritmética,
PA, proporcao geométrica e PG, nesta ordem. Isto denota, principalmente, que
o ensino de proporc¢oes serviria como base para o de progressoes, do ultimo
fazer parte do ensino elementar ou de outro nivel de ensino, uma vez que a obra

de Euler seria um livro elementar:s (SCHUBRING, 2003), ou seja, que busca

12 Jsso mostra que nao sao todas as propor¢des que formam uma PA ou uma PG. No caso da PA
isso pode ser observado a partir da equidifferenca 7.4 :: 5.2, em que os termos (2, 5,4, 7) ndo
formam uma PA. Mesmo que a ordem dos termos fosse alterada, como (2,4,5,7), a
equidifferanca ainda nao iria caracterizar uma proporcao.

13 Livros denominados “elementos” possuem a caracteristica de apresentar as unidades
constituintes de uma ciéncia. Nesse sentido, “[...] a palavra "elementos" designa as partes
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evidenciar os elementos da Algebra. Outro componente importante a ser
destacado, é que o fato do livro de Euler (1828), como seu titulo bem expoe,
tratar dos Elementos de Algebra, indica assim uma relacdo das proporcdes, bem
como das progressoes, com esta area do conhecimento/ensino. Contudo, como

destacam Neves e Soares (2019, p. 316), em relacao ao ensino secundario,

Entre os anos de 1850 e 1856, as Progressoes estavam presentes tanto
em Aritmética quanto em Algebra; nos programas de 1858 até 1892
eram abordadas somente em Aritmética; entre os anos de 1893 e 1898,
voltam a serem estudadas simultaneamente em Aritmética e Algebra.
De 1899 até 1912, eram vistas somente no campo da Aritmética; [...] a
partir do ano de 1915, [...] se consolidam em Algebra.

Assim, o0 mesmo pode ser dito sobre as proporc¢oes, que podem ser
observadas nos livros didaticos de Aritmética, como, por exemplo, Silva (1923) e
Souza (1910), e em livros de Algebra como o de Euler (1828), considerado uma

obra de referéncia.

A RELACAO DO ENSINO DE EQUIDIFFERENCA E
PROPORCAO COM A ALGEBRA

Como ja foi apontado anteriormente, é possivel observar o uso de
expressoes como “termo desconhecido” ou “incognita” na abordagem de
equidifferenca ou proporcao em livros didaticos de Aritmética. Isto pode
ressaltar uma relacio deste ensino com o ensino de Algebra da instrucio
secundaria, haja vista que a determinagcdo de uma incognita geralmente esta

ligada ao processo de resolucdo de equacoes. A presenca dos dois tipos de

primitivas e originais de que uma entidade & constituida [...]” e, com isso, a “[...] nocao de
elementos tem como conseqiiéncia que existe uma seriacdo légica e continua de todas as
proposicoes de uma dada ciéncia as quais todos os elementos podem ser integrados muito
naturalmente” (SCHUBRING, 2003, p. 63). Assim, estes livros trazem consigo um “verdadeiro
conjunto basico das proposicoes-germes” (SCHUBRING, 2003, p. 68) que se constituem como
os elementos de uma ciéncia.
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proporcdes no livro Elementos de Algebra de Euler e a relacio com os
conteidos de progressao que, aparentemente, nao faziam parte do ensino

elementar ajudam a fortalecer ainda mais esta inquietacao.

Antes de continuar a discussao aqui pretendida, é importante

apresentar a nomenclatura sobre os termos de uma proporcao.

Figura 1 - Nomenclatura empregada aos termos de uma proporcao.

v
A

27.13:19.5 15: 3:25:5

Fonte: elaborado pelos autores.

Deste modo, termos sao considerados como de mesma espécie quando
ambos sao “meios” ou “extremos” de uma proporcao. Semelhantemente, se um
termo é de uma espécie, os “outros termos” sdao os da espécie a qual ele nao
pertence, por exemplo, se um termo é um “meio” entao os “outros termos” sao

os “extremos” da proporcao.

A partir disso Silva (1923) apresenta duas regras: regra 1 — “Numa
equidifferenca a somma dos meios é egual a somma dos extremos” (p. 40); regra
2 — “Numa proporg¢ao o producto dos meios é egual ao producto dos extremos”

(p. 41). Em outros termos, dada a equidifferenca a.b :: c.d e a proporcao e: f ::

g: h,aregra de Silva (1923) indicaque b+ c=a+deque f X g = e X h14

A partir desta regra, Trajano (1922) apresenta o procedimento para a

14 Estas duas expressoes advém do fato de que: a equidifferenca a.b::c.d implicaquea — b = ¢ —
d, no que somando b e d aos dois lados da igualdade se obtéma —b+b+d=c—d +d +b,
ou seja,a + d = ¢ + b; ja na proporcao e:f::g:h, tem-se que e: f = g: h, disto basta multiplicar
ambos lados da igualdade porf e h que se obtém (e X f X h): f = (g X f X h): h, que € igual a
eXh=gXxf.
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resolucdo da questdao 9:3 :: 18: x, em que o produto dos extremos é 9x15 e dos
meios € 3 X 18, no que se tem que 9x = 3 x 18. Segundo o autor “Como o
producto dos dois meios é igual ao producto dos dois extremos, dividindo o
producto dos meios por um extremo, teremos o outro extremo” (TRAJANO,
1922, p. 100), o que significa dizer que ao dividir 3 X 18 = 54 por9 ira se obter o
valor de x, ou seja, x = 54:9 = 6. Trajano (1922, p. 100) continua dizendo que

“Escrevendo-se os tres termos [...] e fazendo-se o cancellamento, obtem-se mais
. . , 3X18 . ,
rapidamente o mesmo resultado”, isto é, escrever x = —5 > 40 invés da regra de

Silva (1923), toma menos tempo no processo de resolucao.

Trajano (1922) usa, de forma implicita, a ideia de operacgoOes inversas
. . 3x18
uma vez que a passagem da expressao 3 X 18 = 9xpara a igualdade =X leva

em consideracao a divisao dos dois lados da igualdade por 9. Este processo pode

ser observado explicitamente no livro de Leyssenne (1911) na Figura 2.

Figura 2 - Resoluciao de uma propor¢ao com um termo desconhecido.
12 21
&
ns laquelle le deuxiéme extréme est inconnu.
)n a s =14 >< 21

4 >< 24
&0y Nl

Fonte: Leyssenne (1911, p. 313).

A resolucao de uma equidifferenca ou proporcao, quando um dos
quatro termos é desconhecido, proposta por Silva (1923) se da a partir da ideia
de que “O termo desconhecido de uma equidifferenca é egual 4 somma dos
outros dois menos o termo conhecido de mesma especie” (SILVA, 1923, p. 40) e

que “O termo incognito de uma proporc¢ao discontinua é egual ao produto dos

5Para evitar confusdo, o produto 9 X x sera denotado aqui como 9x.
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outros dois dividido pelo termo conhecido da mesma especie” (SILVA, 1923, p.
41). Assim, abordagem de Silva (1923) é um pouco mais direta, uma vez que nao
perpassa a ideia de operacOes inversas. Nesta perspectiva, a resolucao da

proporcao 9:3 :: 18:x, sob a o6tica do autor, se da pela forma: como x é um
. , . 3x18 ~
extremo, o produto “dos outros dois” é 3 X 18 e assim x = — > 110 que néo se

observa a divisao pelo niimero 9 como resultado de uma divisao por 9 dos dois

lados da igualdade

Ao contrario de Silva (1923), Leyssenne (1911) primeiro traz um
exemplo para depois apresentar esta ultima regra. Tais enunciados advém das
regras 1 e 2 expostas por Silva, a partir do uso de operacoes inversas, mas isto
nao € apresentado em seu livro. A Figura 3 mostra um exemplo de resolucao de
uma proporc¢ao segundo a regra apresentada por Silva (1923) e a qual, Trajano

(1922) indica chegar mais rapido ao resultado.

Figura 3 - Exemplo da determinacido do termo desconhecido em uma proporcao.

_12x5

Y 15 é a quarta proporcional de 12,4 e 5.

Exemplo.—12: 4 2 x: 5; x

Fonte: elaborado¢ a partir de Silva (1923, p. 41).

A obra de Leyssenne (1911) e a de Silva (1923) contribuem também para
mostrar que as abordagens deste conteddo ndo sdo unicas, em que algumas,
como a de Silva, tendem a um enfoque mais pratico, um viés aritmético, e
outras, como a de Leyssenne, em uma perspectiva voltada a apresentacao de
saberes algébricos, como se observa na Figura 2. O livro de Souza (1910)
demonstra que um ponto de vista semelhante ao de Leyssenne também pode ser
observado nos livros didaticos brasileiros. A Figura 4 mostra a abordagem de

Souza (1910), na qual é possivel observar que o autor enuncia os procedimentos

16 O arquivo que se teve acesso a obra de Silva (1923) fornecia imagens de baixa qualidade, de
modo que se optou por refazer as figuras retiradas do texto seguindo exatamente a forma
apresentada pelo autor.
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algébricos, vinculados as operacoes inversas, para se determinar o valor de x.

Figura 4 - Exemplo da determinacao de um termo desconhecido em uma proporcao na qual se
destacam os procedimentos algébricos.

Seja a proporgio 24:8::2:90

A : ; 2 9.
Vamos provar que o termo desconhecido = — t X

Pela propriedade fundamental temos 8 X x =24 X 9.

Um igualdade nio se altera quando se divide ambos os
/\membros pelo mesmo numero, por isso vamos dividir ambos
g o_s .membros desta igualdade por 8 que é o termo que estd mul-
; _t’phcando a incognita x e assim teremos :

/ 8Xz = 24%X9
8 « 8
Porém, no primeiro membro, ués temos 8 que multiplica
e 8 que divide, simplifica-se, isto ¢, o quociente sendo a uni-
dude, corta-se este numero do dividendo e divisor o que da :
g8 Xx 34 X9
&L A
24 X9

ou Q=

COmo se queria provar.

Fonte: Souza (1910, p. 152).

De maneira similar, ao se resolver a equidifferenca 12 .4 : 15 .x, deve-se
relembrar que esta é equivalente a expressao 12 — 4 = 15 — x e que a resolucao
de tal equidifferenca é, entao, o mesmo que resolver uma equacao do primeiro
grau. Contudo, utilizando a regra apresentada por Silva (1923) a solucdo é
obtida fazendo x = 4 + 15 — 12 = 7, sem que se passe pela notacdo da equacao
do primeiro grau ou utilize saberes como operacgoes inversas na resolucao da

questao.

Outras regras vinculadas ao contetido também sao apresentadas. Silva

(1923, p. 40) indica que “Se, numa equidifferenca [..], o termo incognito for o
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repetido, elle sera egual a semi-somma dos outros dois e recebera a
denominacdo de media arithmetica”. O autor logo segue com um exemplo,

apresentado na Figura 5.

Figura 5 - Exemplo da determinacao do termo desconhecido em uma proporcao.

12 + 4

Exemplos. —12. x:x.4; x = — = 8; 8 é a media arithmeticade 12 e 4.

Fonte: elaborado a partir de Silva (1923, p. 41).

Se a “somma dos meios € egual a somma dos extremos” (SILVA, 1923, p.
40) for aplicada ao exemplo da figura anterior, obtém-se que x + x = 12 + 4 ou
ainda 2x =12 + 4. Novamente, pode-se observar que o autor propde a
resolucao de uma equacao do primeiro grau que faria uso da operacao inversa
de dividir ambos os lados da igualdade por 2, mas sem que isto seja explicitado

ao leitor.

Uma segunda regra € apresentada por Silva (1923, p. 41): “Se, numa
proporcao continua, o termo incognito for o repetido, ele sera egual a raiz

quadrada do producto dos outros dois. Recebera o nome media proporcional”.
Ao que o autor exibe o exemplo x:4 :: 9:x e que a solugdo seriax = V4 X9 =

V36 = 6. Leyssenne (1911) expOe a mesma regra, mas antes expoe o seguinte

exemplo:

Figura 6 - Exemplo da determinacao de um termo desconhecido repetido em uma proporgao.
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Soit la proportion : v
R
® kg
dans laquelle  est moyenne proportiGanelle entre 9 et 4.
On a:
8 =_95es
d'ou :

r =y 9xi=8

Fonte: Leyssenne (1911, p. 314).

No exemplo de Leyssenne (1911), que na notacao de proporcao € 9: x ::
x: 4, pode-se verificar, mais uma vez, que o autor utiliza propriedades algébricas
para obter a segunda equacao a partir da regra que indica que o produto dos
meios é igual ao produto dos extremos, dado que o produto de x e x seria igual
a9 X 4 e, com isto, que x2 = 9 x 4. Ap0s obter a equacio do segundo grau, para
chegar a terceira equacao o autor faz uso da operacao inversa do quadrado de
um numero, que €é a raiz quadrada, sem, no entanto, enunciar este
procedimento. Novamente é possivel perceber que Leyssenne (1911) e Silva
(1923) apresentam a mesma regra, mas sob abordagens distintas, sendo que o
primeiro busca mostrar o processo que leva a regra, assim destacando saberes
algébricos no decorrer da resolucgao, e o segundo prezando para uma explanacao
mais pratica do processo, focando mais nos aspectos aritméticos do que
algébricos. A abordagem de Souza (1910) mescla a abordagem utilizada pelos
dois autores, primeiro a resolucao pratica se assemelha a perspectiva aritmética
e, em seguida, a explicacdo desse desenvolvimento, destacando os saberes
vinculados ao procedimento, aproximando-se entdo de uma apresentacao

algébrica.
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Figura 7 - Exemplo da determinacio de um termo desconhecido repetido em uma proporcao
na qual se destacam os procedimentos algébricos.

o o Exexrro
16:z::2: 4
ce=V 16 X4

= V 64

=§

‘810 porgae pela propriedade fundamental : * Xz =16 X 4
Yorém >y z=—z2 logo.
22=10X4
Extrahindo a raiz quadrada de ambos os membros da igual-
dade, o que niio altera o sen valor, vem

V=V 15x1
mas V 22 = & logo
z=V 16 X 1 como se queria provar.

Fonte: Souza (1910, p. 153-154).

Uma abordagem que mais se aproxima da Algebra pode ser observada
no livro de L. L. (1916), que tem como foco a formacao do professor do ensino
elementar. Para mostrar o enunciado “Em toda equidifferenca, um meio é egual
a somma dos extremos menos o outro meio”, o autor (L. L., 1916, p. 89) aponta
que a equidifferenca x — a = b — d poderia ser reescrita, segundo a propriedade
que diz que a soma dos meios € igual a soma dos extremos, na forma x + d =
b+ a e que ao se subtrair d de ambos os lados da equacdo seria obtida a
igualdade x = b + a — d. Neste processo, é possivel notar o movimento de
transformacao de uma regra enunciada, para determinar o termo desconhecido
da equidifferenca, em uma formula, sem a utilizacao de ntimeros e fazendo uso
da propriedade algébrica da subtracao de ambos os lados da igualdade na busca

por demonstrar a regra.

Nesse sentido, outros contetdos que poderiam ser ligados ao ensino de
Algebra, por fazerem uso de saberes algébricos, também sdo observados em
livros de Aritmética para o ensino elementar. Um exemplo disso é o contetido de

regra de trés, no qual Silva (1923) apresenta a solucdo através do mesmo
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método utilizado na resolucao de proporcoes. Com isso, a determinacao de um
valor desconhecido fica atrelada a utilizacao de uma férmula e nao aos saberes

algébricos, como € possivel observar na Figura 8.

Figura 8 - Exemplo de regra de trés simples.

“Q termo relativo incognito € egual ao producto do segundo termo
principal pelo relativo conhecido dividido pelo primeiro fermo principal .
M'x N
—

Exemplo. — Para determinada viagem um navio com 100 tripulantes necessita de

150 kilos de varios alimentos. Se a tripulacdo fosse augmentada para 120
homens quantos kilos seriam necessarios?

Formula: N =

Termos principaes: Termos relativos:
1? - 100 tripulantes 150 kilos de alimentos
2°- 120 ” x v ”
x = Mz 12 x 15 = 180 kilos
100

Fonte: elaborado a partir de Silva (1923, p. 42).

Nesta perspectiva, contudo, ndo sao apresentadas abordagens
usualmente associadas ao ensino de equacoes, como a ideia da igualdade a
partir do “equilibrio de uma balanca”, que leva a entender que uma operagao
pode ser realizada de um lado da igualdade desde que também seja efetuada no
outro. O livro de Smith (1904), ao propor uma Algebra para o ensino elementar,
traz essa discussdo ao questionar o que aconteceria, em uma balanca em
equilibrio, “se os multiplicarmos os pesos pelo mesmo ntimero? Dividi-los pelo
mesmo numero? Adicionarmos pesos iguais a ambos os lados? Subtrair pesos
iguais nos dois lados?” (p. 4). Desta forma, o método empregado se mostra
apropriado para a disciplina Aritmética, ou seja, saberes algébricos abordados
sob uma perspectiva da Aritmética, para a solucao implicita de equacgoes pelo

uso de formulas estipuladas e ndo com base em saberes algébricos.
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EQUIDIFFERENCA E PROPORCAO COMO UMA
PREPARACAO PARA O ENSINO DE ALGEBRA?

Segundo Rodrigués e Costa (2019), no final do século XIX um
movimento pela reestruturacao do ensino secundario estadunidense tem inicio.
O movimento leva a constituicio da Comissao dos dez, que deveria estudar e
propor mudancas para a melhoria da instruciao secundaria do pais. Dentre os
apontamentos feitos pela comissao, foi indicado que a reestruturacao do ensino
secundario necessitaria que também se reformulasse o ensino elementar do
pais. Nesta reorganizacio da instrucio elementar, a Algebra deveria ser

instituida nos dois altimos anos deste ensino (NEA, 1894).

Com objetivo semelhante ao da Comissao dos dez, uma Comissao dos
quinze é entao formada para propor mudancas para o ensino elementar
estadunidense (RODRIGUES; COSTA, 2019). O relatério da Comissio dos
quinze foi subdividido em trés partes, sendo que as discussoes em relacao aos
conteidos e disciplinas do ensino sao apresentadas no Relatério da
subcomissdo de correlacao de estudos na educacdo elementar (HARRIS et al.,
1895). Bem como a Comissao dos dez apontou, a Comissao dos quinze também
chega a conclusio de que o ensino de Algebra deveria ser instituido nos dois
ultimos anos da instrucao elementar, de forma a auxiliar no processo de
resolucao de problemas complexos da Aritmética e como uma introducao a

Algebra do ensino secundario.

O primeiro registro que aponta a chegada destas discussoes ao Brasil,
em 1918, da-se com Othello de Souza Reis, que realiza uma conferéncia
intitulada Os dois ultimos annos de arithmetica, na escola primaria, segundo a
Comissdo dos quinze (REIS, 1918a; REIS, 1918b). Nesta conferéncia, Reis
(1918a, 1918b) mostra principalmente quais seriam as visoes da comissao acerca
da aplicacdo dos contetidos algébricos para a resolucdo de problemas de
Aritmética e como estes poderiam aliviar processos que, sem o uso de saberes
algébricos, seriam longos e exaustivos. Além disso, a conferéncia de Reis, bem

como sua publicacdo na revista A Escola Primaria e, posteriormente, sua
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publicacao no prefacio do livro de Reis (1919) Algebra — Primeiros Passos, leva

a concluir que estas discussoes também eram necessarias no ambito brasileiro.

No que se refere ao ensino de Algebra para a instrucio elementar,

segundo a Comissao dos quinze (HARRIS et al., 1895)

No sétimo ano do curso elementar deveriam ser ensinados equagoes
do primeiro grau e a solucdo de problemas de aritmética que recaem
sobre o tema de proporcoes ou da chamada “regra de trés,” junto com
outros problemas contendo solucées complexas [...]. No oitavo ano
equagdes do segundo grau poderiam ser aprendidas, e outros
problemas avancados de aritmética resolvidos de maneira mais
satisfatéria do que por métodos numéricos (p. 245-246, traducao
pelos autores).

Ha uma grande relacdo entre o que é estipulado para o ensino
elementar de Algebra segundo a comissdo e o que se observou, implicitamente,
na abordagem de equidifferenca e proporcao na Aritmética, uma vez que
equacoes do primeiro e segundo graus surgem como proposta para este nivel de
ensino. Na citacao anterior, do relatério da comissao (HARRIS et al., 1895),
pode-se ainda perceber que proporcoes e regra de trés fazem parte de possiveis
aplicacoes da Algebra do ensino elementar na Aritmética. Estas duas
observagoes ressaltam que mesmo com a presenca do ensino de equidifferenca
e propor¢ao, na Aritmética, foi necessario propor a instituicao de um ensino de

Algebra para a instrucio elementar.

Nesse sentido, é possivel concluir que mesmo que no ensino de
proporcoes exista a possibilidade da abordagem de saberes algébricos, sendo o
professor, talvez, o principal responsavel pelo nivel de explicitacio desses
saberes aos estudantes, isto ainda nao se constituiria como uma preparacao
para a Algebra do ensino secundario. Deste modo, um ensino introdutério para
a Algebra secundarista seria necessério, uma vez que o ensino de equidifferenca
e proporcao devesse assumir uma perspectiva mais préoxima da Aritmética do

que da Algebra, voltada a praticidade do uso de férmulas na determinacio de
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valores desconhecidos e aplicacao de operacoes.

CONCLUSAO

Ao se debrucar sobre o ensino de equidifferenca e proporcao, buscou-se
compreender como este ensino se relacionava com outros contetidos presentes
na instrucdo. Inicialmente, foi possivel estabelecer uma relacdo com
progressoes, aritméticas e geométricas, de modo que a abordagem de
propor¢oes pode se caracterizar como introdutéria para o estudo de

progressoes.

Além disso, um olhar mais aprofundado nos livros didaticos possibilitou
destacar que uma relacdo também poderia ser estabelecida com saberes
algébricos. Na busca por determinar o valor de uma incégnita, ou um valor
desconhecido, em uma equidifferenca ou proporcao, as resolucdes acabam por
perpassar conteudos como equacoes do primeiro grau e segundo grau. Contudo,
nao é toda abordagem que permite a observacao explicita desses temas no
processo de resolucao, uma vez que o foco, aparentemente, desse ensino estava
em uma perspectiva Aritmética, voltada a aplicacao de formulas e das quatro

operacoes basicas na resolucao de problemas.

Ainda assim, é possivel observar que, historicamente, mesmo no ensino
de Aritmética, pode-se encontrar a presenca do ensino de saberes algébricos.
Estes elementos destacam que os contetidos de equidifferenca e proporc¢ao, bem
como as progressdes, transitam entre um ensino de Algebra e Aritmética. Por
estarem presentes em livros das duas areas, sao as escolhas de abordagens dos

autores que podem determinar uma maior aproximagao com uma area ou outra.

O movimento observado nos Estados Unidos para a introducao do
ensino de uma introducdo & Algebra na instrucio elementar chegaria anos
depois nas discussoes acerca do ensino brasileiro. As propostas ressaltam a

importancia da abordagem dos contetdos de equacoes do primeiro e segundo
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graus para simplificar a resolucao de problemas complexos da Aritmética, mas
também para uma preparacio para a Algebra do ensino secundario. A
necessidade dos saberes algébricos na instrucao elementar levanta dois pontos
relevantes quanto ao ensino de proporcées: em primeiro lugar, que as
abordagens de equidifferenca e proporc¢ao nao levavam a discussao dos saberes
algébricos implicitos na resolucdo de seus problemas, sendo necessaria uma
discussdo explicita destes no ensino de Algebra; em segundo lugar, que a
abordagem implicita desses saberes algébricos na Aritmética nao seria(m)
suficiente(s) para a introducao ou preparacao do estudante para o ensino de

Algebra na instrugao secundéria.

Contudo, ha ainda outros temas importantes que podem ser tratados
em pesquisas acerca desta tematica, como a insercao do ensino de proporc¢oes
na Aritmética da instruco elementar, ou ainda, a analise de livros de Algebra do
ensino secundario na busca em saber como as proporcoes aqui apresentadas se

relacionam com esta Algebra.
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