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RESUMO. Neste trabalho introduzimos os conceitos de colorag@o total absolutamente equilibrada e
composicdo de grafos. Provamos que para n,k € N, se (k+ 1)|n, existe um grafo k-regular conexo com
n vértices que admite uma colorag@o total absolutamente equilibrada com no maximo A+ 2 cores. Esse
resultado mostra que existe uma relacdo entre a regularidade e o nimero de vértices do grafo que possibilita
a construcdo de uma familia de grafos regulares, denominados grafos harmonicos. Em seguida, mostramos
que todo grafo harmonico de grau k pode ser obtido como composicdo sucessiva de grafos completos de
grau k. Finalizamos, provando que os grafos harmdnicos ndo possuem vértice de corte, fato que implica que
todo grafo desta familia possui conectividade de vértices k(G) > 2.

Palavras-chave: grafos harmonicos, composi¢ao de grafos, conectividade de vértices.

1 INTRODUCAO

Em 2011, Friedmann et al [3] mostraram que se um grafo G(V,E) possui uma colora¢do de
vértices com folga de ordem A com ¢ cores, entdo essa coloragdo pode ser estendida para uma
coloragdo total de G com no maximo ¢ + 1 cores. Posteriormente, Lozano et al. [8] provaram
que se um grafo regular admite uma coloragcdo com folga de ordem A com A+ 1 cores, entdo a
coloracdo de vértices pode ser completada para uma coloracao total equilibrada com no maximo
A+ 2 cores. Em 2016, Lozano, Siqueira e Mattos [5] apresentaram uma heuristica, baseada
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no conceito de familias consistentes, para coloracdo total de grafos, que satisfaz a conjectura
de Vizing-Behzad. O objetivo geral do presente trabalho é apresentar duas formas distintas de
se obter familias de grafos regulares que admitem coloragao total absolutamente equilibrada, e
apresentar uma importante propriedade desta familia de grafos.

Este texto estd organizado da seguinte forma: inicialmente revisamos conceitos basicos de grafos
e coloracdo, e apresentamos alguns resultados referentes a colora¢do de vértice com folga de
ordem A que garantem uma extensdo natural para coloragdo total com no maximo A+ 2 cores,
que no caso dos grafos regulares é absolutamente equilibrada [3, 8]. Em seguida, mostramos
como construir a familia dos grafos harmdnicos sem utilizar o conceito de produto funcional
de grafos [10]. Finalizamos, apresentando um resultado relacionado ao invariante conectividade,
mostrando que os grafos harménicos possuem conectividade de vértices k(G) > 2.

2 CONCEITOS BASICOS

Nesta secao, apresentamos defini¢des basicas e terminologias da teoria dos grafos utilizadas no
decorrer do trabalho, e que podem ser encontradas em [1,2].

Um grafo simples G(V,E) é uma estrutura composta por um conjunto V de vértices e um con-
junto E de arestas, tais que V € finito ndo vazio e E € formado por subconjuntos de dois elemen-
tos de V. Representamos, respectivamente, por |V| ou n e por |E| ou m, os nimeros de vértices
e arestas de um grafo. Dados u e v, vértices quaisquer de G(V,E) se existir a aresta {u,v}, es-
creveremos uv. Se {u,v} € E(G), entdo dizemos que a aresta é incidente a u e v, que u e v sdo
adjacentes, e que u € vizinho de v. Para cada vértice v, o nimero de arestas incidentes em v é
dito grau do vértice e é representado por d(v). O conjunto de vizinhos de um vértice v de G
é denotado por Ng(v) ou simplesmente N(v). O nimero A(G) = max{dg(v) : v €V} é o grau
maximo de G. Se todos os vértices de um grafo G tem o mesmo grau k, entdo G € k-regular ou
simplesmente regular. Se um grafo G com n vértices é (n-1)-regular, entdo ele é denominado
grafo completo de ordem n e denotado por K. Um caminho em um grafo G é uma sequéncia
finita e ndo nula § = vpejvies ... ek, Vi cujos os termos sdo alternativamente vértices e arestas,
tais que os extremos de e; s3o v;_; e v;, com i = 1 ...k, e nenhum elemento de S se repete.

Dados dois grafos G(V,E) e G'(V',E’), dizemos que G’ é subgrafo induzido de G, se V' C V
e para todo par de vértices u,v € V' tem-se que uv € E’, se e somente se uv € E. Um grafo
G(V,E) é dito conexo se para todo par de vértices x,y € V, existe um caminho que liga x e y,
caso contrdrio, dizemos que G € desconexo. Se para cada par de vértices x,y € V, existem pelo
menos k caminhos disjuntos ligando x com y, entdo G(V,E) é dito k-conexo. Uma componente
conexa de um grafo é qualquer subgrafo induzido conexo. Um vértice v em um grafo conexo é
um vértice de corte, se ao remové-lo o grafo torna-se desconexo.

3 COLORACAO EM GRAFOS

Nesta secdo, apresentamos as definicdes de coloracdo de vértices, de arestas, coloragdo com
folga, coloracdo total e introduzimos o conceito de coloragdo total absolutamente equilibrada,
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que servirdo de suporte para o restante do trabalho. Estes conceitos, assim como propriedades
e resultados referentes a essas coloracdes, podem se encontrados com maior profundidade e
detalhamento em [3,9,11,12].

A coloracéo é um problema cldssico em teoria dos grafos. Dado um grafo G(V, E), e um conjunto
C ={c1,c2,¢3,...,¢c1}, k € N, uma coloragdo de G com os elementos de C é uma aplicagdo
¢:AC (VUE) — C, tal que dois elementos adjacentes ou incidentes de A possuem sempre
imagens distintas. Se A =V é dita coloracao de vértices, se A = E € dita coloracio de arestas
e se A= (VUE) é dita coloracao total.

Uma coloragdo de G(V,E) com as cores de C = {cj,c2,¢3,...,¢k}, k € N é equilibrada se, para
todo par de cores ¢; € ¢;, tal que i # j, tem-se |a(c;) —a(cj)| < lcomi,j=1,...kea(c)ea(c;)
representam, respectivamente, os nimeros de apari¢Oes das cores ¢; € ¢; na coloragao.

Definicao 3.1. Dado um grafo G(V,E), um conjunto de cores C = {c1,c2,¢3,...,c1}, k€ Ne
uma coloragdo ¢ : S C (EUV) — C de G. A coloracdo c¢ é absolutamente equilibrada se, para
todo par de cores tal que i # j, tem-se a(c;) = a(c;).

(a) Coloragdo Equilibrada (b) Coloragao Absolutamente Equilibrada

Figura 1

Definicio 3.2. Seja um grafo G(V,E) e um conjunto de cores C = {c1,c2,c3,...,cp} com p €N,
seja ainda |c(N(v))| a cardinalidade do conjunto de cores da vizinhanga de v, uma aplicagdo
f:V — C é uma coloragdo de vértices com folga de ordem k de G se para todov € V:

e sed(v) <k, entdo |c(N(v))| =d(v);

e sed(v) >k, entdo |c(N(v))| > k.

Observe que na coloracao de vértices com folga de ordem k, os vértices com grau menor que a k
devem ter todos os vizinhos coloridos com cores distintas; j4 os de grau igual ou maior do que k
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Coloragéo com folga 1 Coloracéo com folga 2

Coloragéo com folga 3 Coloragdo com folga 6=A(G)

Figura 2: Coloragdo com folga de ordem 1, 2, 3 ¢ 6 = A(G), respectivamente.

devem utilizar pelo menos k cores na coloracio de sua vizinhanga. Para k = 1, temos a coloracgao
usual de vértices e para k = A temos a coloragdo 2-distante [9].

4 RELACAO ENTRE COLORACAO COM FOLGA E COLORACAO TOTAL
ABSOLUTAMENTE EQUILIBRADA EM GRAFOS REGULARES

Nesta se¢do, apresentamos trés teoremas que t€m como objetivo mostrar que se um grafo regular
pode ser colorido com folga A com A+ 1 cores, entdo existe uma extensdo da coloragdo com
no maximo A+ 2 cores e essa extensdo € absolutamente equilibrada. Esses resultados podem ser
encontrados em [3, 8].

Teorema 4.1. [8] Sejam G(V,E) um grafo regulare ¢ :V — C ={1,2,...A+ 1} uma coloragdo
com folga de ordem A. Entdo:

(a) A+ 1 divide |V

s

V]

(b) Cada cori € C, é usada exatamente 377 vezes.

Teorema 4.2. [3] Sejam G(V, E) um grafo com grau mdximo Aec:V — C={1,2,3,...k}, uma
coloragdo com folga de ordem A de G. Entdo, existe uma coloragdo total de G com no mdximo
k+1 cores.

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 1 (2021)



LOZANO, SIQUEIRA, MATTOS e NEGREIROS 3D

Teorema 4.3. [8] Sejam G(V,E) um grafo regulare ¢ :V — C={1,2,...A+ 1} uma colora¢do
com folga de ordem A. Entdo, existe uma coloragdo total absolutamente equilibrada de G com
no mdximo A+ 2 cores.

5 GRAFOS HARMONICOS

Em 2013, Lozano et al. [4] introduziram o conceito de produto funcional de grafos e de grafos
k-suporte para auxiliar na costru¢do dos grafos harmonicos. Mais tarde, Lozano et al. [6] mos-
traram que o produto funcional permite gerar infinitos grafos harmdnicos, a partir de qualquer
grafo regular. Nesta sec@o, apresentamos uma forma de se obter os grafos harmdnicos sem utili-
zar o produto funcional de grafos [10], mostramos que existe uma relacio entre a regularidade e
nimero de vértices do grafo que possibilita a construg¢ao dos grafos harmonicos. Em seguida, pro-
vamos que todo grafo harmonico de grau k pode ser obtido como composi¢do sucessiva de grafos
completos de grau k. Finalizamos, provando que os grafos harmdnicos ndo possuem vértices de
corte.

Definiciio 5.3. [8] Um grafo G(V,E) regular é dito harménico, se admite uma coloragdo de
vértices com folga A com A+ 1 cores.

Teorema 5.4. [10] Sejam n e k €N, se (k+1)
k-regular com n vértices.

n, entdo existe um grafo conexo harménico

Proof. Sejamn, ket € Ntaisquen=1-(k+1),set =1, entdo o grafo K, é o grafo procurado.
Caso contrdrio, vamos construir o grafo G(V, E) como se segue:

Seja V.= {vio,.-,V1k, V205« s V2ks««+ V105 - - -, Vik - Definimos o conjunto E de arestas da
seguinte forma:

Dois vértices v;j e vy, com i,i' € {1,2,...,t} e j,j’ €{0,1,2,...,k}, sdo adjacentes quando:

« Parai=1i,se j=0,entio j #1;

e Parai =i+ 1 (mod t), se j =0, entdo jl =1.

A cada vértice v;;, damos a cor j do conjunto {0,1,2,...,k}. O resultado ¢ uma colora¢do com
folga A(G) que utiliza A+ 1 cores. Logo, o grafo G é harmdnico. O

As figuras 3, 4, 5 e 6 ilustram a prova do Teorema 5.4. Para exemplificar, adotamos n = 15, k =4
et=3.

Observe que todo grafo harmonico, por defini¢do, satisfaz o Teorema 4.1. Nesse sentido, o re-
sultado oferece uma condi¢@o necessdria para existéncia dessa familia de grafos regulares. Na
sequéncia, introduzimos o conceito de grafo composto e apresentamos um resultado que mos-
tra que todo grafo harmdnico de grau k pode ser obtido como composi¢ao sucessiva de grafos
completos de grau k.

Trends Comput. Appl. Math., 22, N. 1 (2021)



36 COLORAGAO TOTAL ABSOLUTAMENTE EQUILIBRADA EM UMA FAMILIA GRAFOS REGULARES
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(=)
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Figura 3: Conjunto de Vértices V = {vlo, ey V143 V20, e e 3 V24 e ey Vi e e ,V34}.

@)
(2

Figura 4: Conjunto de arestas de G(V, E), de acordo com a primeira condig@o.

Figura 5: Conjunto de arestas de G(V, E), de acordo com a primeira e a segunda condig¢des.
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Figura 6: Grafo harmdnico (4-regular) colorido com folga 4 com 5 cores.

Definicdo 5.4. Dados dois grafos harmoénicos k-regulares G\(Vi,E) e G2(Va,E»), duas
coloragdes com folga ¢y : Vi - C=1{0,1,2,...A} e cy : Vo = C={0,1,2,...A} e dois subcon-
Jjuntos de arestas S; = {uvi,...upvi } CEp e So = {x1y1,...xyx} C En, tais que ¢y (u;) = ca(xi)
e c1(vi) = c2(yi). O grafo G(V,E), tal que V = (Vi UV,) e ab € E se, somente se, uma das
seguintes afirmagoes for verdadeira:

1. abeE eab¢ Eyouab € Eyeab ¢ Ey;

2.a=ujeb=yioua=x;eb=v;paraalgumic {1,2,...k}.
é chamado grafo composto por G1(V1,E|) e G2(V2,Ey).

Teorema 5.5. Para todo grafo harménico G(V,E) ndo completo, existem dois grafos harmonicos
G1(V1,E1) e G2(Va, E») (ndo necessariamente conexos), tais que G é composto por Gy e Gj.

Proof. Seja ¢ : V — C = {0,1,2,...A} uma coloragdo de G com folga A. Sejam V| =
{vo,v1,...va} um subconjunto de vértices, tal que c(v;) # c¢(vj) para todo i,j € C =
{0,1,2,...A}. Sem perda de generalidade, podemos supor que c(v;) =i; i = {0,1,2,...A}. Seja
G1(V1,E) o grafo induzido por V; e seja Ga2(Va, E,) o grafo induzido por V — V. Escolhemos
um par de vértices v;,v; € Vi, tal que v;v; ¢ E;. Como o grafo G(V,E) ¢ harménico, existe um
emparelhamento que satura os vértices com as cores i, j € C e existem vértices x,y € Ey, tais que
c(x)=j,c(y)=ievix € E, vjy € E. Agora incorporamos uma aresta em E| e outra em E; da
seguinte forma: E; — E; U {v;v;} e E» — E> U {xy}. Repetimos esse processo até que G; seja
um grafo completo. Logo, por constru¢do G; e G, sdo os grafos procurados. O

Do Teorema 5.5 se obtém, de forma imediata, o seguinte colordrio.

Corolario 5.5.1. Todo grafo harménico de grau k pode ser obtido como composicdo sucessiva
de grafos completos de grau k.
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Vale destacar que os grafos harmdnicos apresentam propriedades relacionadas ao invariante
conectividade que favorecem sua aplicacdo em sistemas computacionais multiagentes [7]. O
proximo Teorema prova que os grafos harmdnicos ndao possuem vértices de corte, tem como
consequéncia que todo grafo harmonico possui conectividade de vértices x(G) > 2.

Teorema 5.6. Os grafos harménicos ndo possuem vértices de corte.

Proof. Sejam G(V,E) um grafo harménico e ¢ : V — C = {0,1,2,...,A} uma coloragdo com
folga A dos vértices de G. Suponhamos por absurdo que G possui um vértice de corte u € V e sem
perder a generalidade suponhamos que o vértice u foi colorido com a cor 0. Seja G'(V',E’) uma
das componentes conexas obtidas ao se retirar # do grafo G. Observe que as cores de C — {0} =
{1,2,...,A} sdo usadas o mesmo ndimero de vezes em G’, pois em uma coloragdo com folga A
todos os vértices adjacentes sdo coloridos com cores distintas, logo dadas duas cores arbitrarias
i€ C—{0} e j € C—{0} todo vértice de V' com a cor i possui um e somente um vizinho
com a cor j. Denotemos por V! o conjunto de vértices de G’ coloridos com a cor i € C , seja
q =1|Vi|, i € C—{0} se |V;| = g, entdo todos os vértices de V' coloridos com cor diferente de 0
tém um vizinho em V{j, logo nenhum deles pode ser vizinho de u, o que é um absurdo. Se |V{| < g,
entdo existem pelo menos A vértices de G’ com cor diferente de 0 que ndo possuem vizinho em
V- Mas o nimero de vizinhos de u em G’ é menor que A, logo existem vértices de V' com cor
diferente de 0 que ndo tem vizinho com a cor 0, o que é um absurdo. O

Desse resultado se obtém o seguinte colorario.

Corolario 5.6.2. Sejam u,v € V dois vértices quaisquer de G(V,E), se G é um grafo harménico,
entdo existe um ciclo em G que contém u e v.

6 CONCLUSOES

Neste trabalho, introduzimos os conceitos de coloragdo total absolutamente equilibrada e
composicdo de grafos. Mostramos que existe uma relacdo entre a regularidade e o nimero
de vértices do grafo que possibilita a constru¢do de uma familia de grafos regulares, deno-
minada grafos harmdnicos. Provamos que todo grafo harmonico de grau k pode ser obtido
como composicdo sucessiva de grafos completos de grau k. Por fim, mostramos que os gra-
fos harmonicos ndo possuem vértice de corte e obtemos como consequéncia desse resultado o
fato de que todo grafo harmdnico possui conectividade de vértices k(G) > 2.

ABSTRACT. In this work we introduce the concepts of absolute equitable total coloring
and graph composition. We prove that for n,k € N, if (k+ 1)|n, there is a connected & -
regular graph with n vertices that admits a absolute equitable total coloring, with at most
Delta + 2 colors. This result shows that there is a relationship between regularity and the
number of vertices of the graph that makes it possible to build a family of regular graphs,
called harmonic graphs. Then, we show that every harmonic graph of degree k can be obtai-
ned as successive composition of complete graphs of degree k. We conclude by proving that
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the harmonic graphs do not have a cut vertex, that implies that every graph of this family
has vertex connectivity k(G) > 2.

Keywords: harmonic graphs, graph composition, vertex connectivity.
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