Trends in Computational and Applied Mathematics, 22, N. 4 (2021), 559-573
Trends Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional
in COmpututionuI and Online version ISSN 2676-0029

. o www.scielo.br/tcam
Applled Mathematics doi: 10.5540/tcam.2021.022.04.00559

Solucao Exata e Estabilizacao Exponencial para a Equacao de Allen-Cahn

D. S. ALMEIDA JUNIOR!, A.J. A. RAMOS?2, L. M. RIBEIRO?" e E. D. P. TEIXEIRA*

Recebido em 30 de junho de 2020 / Aceito em 29 de margo de 2021

RESUMO. Neste trabalho estudamos algumas propriedades qualitativas da equagdo de Allen-Cahn. Esta
equagdo tem sido amplamente estudada em diversas dreas da ciéncia e principalmente na evolu¢ao de micro-
estruturas durante o processo de solidificacdo de um metal puro ou liga metélica. Os principais resultados
obtidos sdo: a solucdio exata, a energia de Ginzburg-Landau e a propriedade de decaimento exponencial da
energia total do modelo. A solugdo exata do problema foi obtida pelo método da separagdo de varidveis,
gracas a uma escolha adequada do coeficiente de reacdo. Em relagdo a estabiliza¢do exponencial da ener-
gia total das solugdes, usamos técnicas multiplicativas para estabelecer a lei de dissipa¢do da energia e,
em seguida, usamos algumas desigualdades classicas da andlise matemadtica para construir a estimativa de
decaimento exponencial.

Palavras-chave: equacio de difusdo, equacdo de Allen-Cahn, solugdo exata, estabilizaciio exponencial.

1 INTRODUCAO

A evolugdo de microestruturas durante o processo de solidificacdo de um metal puro ou liga
metdlica pode ser estudada com o auxilio de modelos mateméticos de campo de fase “phase-
field”, que consideram que a transicdo entre uma fase e outra, ocorre de forma continua e gradual,
através de uma regido reduzida chamada interface difusa [5]. Dentre os modelos que utilizam o
método de campo de fase, destacamos o modelo de Allen-Cahn [1]. A equagdo abaixo, postulada
por Allen e Cahn

9 _ 3G

ar = Mse (1.1)
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560 SOLUGAO EXATA E ESTABILIZAGAO EXPONENGIAL PARA A EQUAGAO DE ALLEN-CAHN

em que ¢ = @(x,#) é a varidvel de fase, G/ ¢ é a derivada funcional da energia livre em relagdo
a varidvel de fase, M é a mobilidade da interface (ou a facilidade com que ¢ varia com o tempo) —
garante a evolucdo do sistema (1.1). Em certas ocasides, a mobilidade é considerada anisotrépica,
como adotado por [4], mas também pode ser considerada como uma constante (isotrépica), como
adotado por [5].

Usando o modelo de Allen-Cahn, Xinfu Chen [2] considerou o seguinte problema de valor inicial

ut = e*uf, — f(uf), xR, >0,

us(x,O) :uo(x), x€1R, (1.2)

relacionado com o estudo de movimentos no limite de fase de materiais cristalinos, genética
de populacdo e também com a propagacdo de pulsos nervosos, onde € > 0 € um pequeno
pardmetro e f(-) é uma fungdo suave tendo exatamente trés zeros {—1,0,1} e satisfazendo
F(£1)>0,f(0)<0e [', f(s)ds = 0. Um exemplo tipico de f ¢ a fungio f(s) = s> —s. Na
dindmica do problema estudado pelos autores, foram observados quatro estigios. No primeiro
estdgio, observa-se a fase de separa¢do com ordem de grandeza O(|Ing|), no segundo estdgio,
nota-se a geragio de padrdes metaestdveis de ordem O(£~!), no terceiro, a propagagio em movi-
mento super cdmera lenta das interfaces, é de ordem O(e!/) e por tltimo, a fase de aniquilacdo
da interface é de ordem O(1).

Em [6], Uzunca e Karasozen consideraram a equagao de Allen-Cahn dada por
w=EAu— f(u), (x,1)eQx(0,T], (1.3)

onde & > 0 é uma constante que define a espessura da interface e QUIR? (d =1, 2) é um dominio
limitado. A norma em L? é induzida por

(1.4)

caracterizada pela minimizacdo do funcional energia de Ginzburg-Landau

& (u) = /Q <§Au|2+F(u)>dx, (1.5)

com potencial F(u). Segundo os autores a principal caracteristica da equacdo de Allen-Cahn
(1.3) é a rdpida formagdo das camadas transientes e a formacdo exponencialmente lenta das
camadas terminais para valores muito pequenos de £. Isto € interessante porque nos faz pensar
na possibilidade de existir um limite inferior para &. Portanto, baseado nesta afirmagio fazemos
0 seguinte questionamento:

“Existe uma constante ¢ > 0 tal que a taxa do decaimento exponencial da energia da equagdo
de Allen-Cahn (1.3) enfraquece quando & — c?”

Acerca deste questionamento, ressaltamos que nao temos conhecimento de nenhum trabalho na
literatura que fagca uma investigacdo nesta dire¢do e muito menos acerca do valor limite de &
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que enfraqueca a taxa de decaimento exponencial da energia total associada a equacao de Allen-
Cahn. Outro fato que também merece ser investigado € como explicitar uma solucdo exata para
tal problema.

E bem conhecido que em problemas lineares a solucio exata pode ser obtida em muitos casos
pelo método da separacdo de varidveis [3], no entanto, em problemas ndo lineares s@o raros os
casos em que conseguimos explicitar a solu¢ao exata.

Para o caso de solucdes exatas de problemas ndo lineares destacamos o trabalho de Zemskov e
Loskuto [7]. Neste artigo os autores estudaram a equagdo de Fisher-Kolmogorov dada por

u

ut—Duxx—<a— >u:0, com a>0. (1.6)

COS x

Usando o método da separag@o de varidveis e supondo u(x,7) = X (x)T (¢), os autores encontraram
as equacdes diferenciais ordindrias dadas por

T,—qT+T*=0 e DXu—(q—a)X =0, 1.7)

onde g € IR é o parAmetro de separacdo desconhecido. Eles obtiveram as solu¢des gerais da

forma q
T+ ecoat’ se q#0,
T(t)= (1.8)
1
=0
CO _ t7 Se q 9
e ainda,

ArM 4 Aye? com Ap=+\/(¢—a)/D se ¢ >a,

X(x) =4 Bicos(Ax)+Bysen (Ax) com A =/(a—q)/D se qg<a, (1.9)

Cix+Cy, se g=a,

onde a constante ¢ € definida pelas condi¢des iniciais. Com isto, eles mostraram que a solugao
exata do problema é dada por

—D)cos
(a )cos x se g=a—D com g¢g<a,

w(x,) =4 1FelortaDie (1.10)

(a+D)coshx B
1o @D ¢ g=atD com g>a

Na Figura 1 observamos as solucdes exatas referentes as equacdes dadas em (1.10).

Analisando a Figura 1 (a) percebemos que a solucdo exata se estabiliza no zero quando t —
—oo. Mas por outro lado, quando # — o notamos a presenca de oscilacdes espaciais (perda de
homogeneidade espacial).
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Figura 1: Solugdo exata com co =0 e a— D =1 (lado esquerdo) e com co =0 e a+ D =1 (lado
direito). Retirada de [7].

Para entendermos melhor o comportamento assintético da solugdo encontrada por Zemskov e
Loskuto em [7], fizemos uma andlise baseada em argumentos de energia considerando o dominio
compacto [0, L]. Definindo a energia total de (1.6) por

E(t) = f/ luf2dx, (1.11)
2 Jo
notamos que a mesma satisfaz a taxa de variacdo
d L L L 3
—E(t)= —D/ |ux|2dx+a/ |u|2dx—/ dx. (1.12)
dt 0 0 0 COSX

Com isto, percebemos que a taxa de variagdo da energia nao possui sinal definido, ou seja,
temos uma ‘“competicdo” entre as constantes a > 0 e D > 0 que altera qualitativamente o
comportamento do modelo quando ¢ — co.

Motivado pelos trabalhos mencionados anteriormente, consideramos a equagdo de Allen-Cahn
unidimensional envolvida num problema que descreve a fase de uma mistura bindria

ut—ézum—u<l—%> =0 em (0,1) x (0,00),
ux(0,1) = ue(1,1) =
u(x,0) =up(x), 0<x<1,

(1.13)

o
<C
S

v

o

onde k(x) > 0 é o coeficiente de reacdo. A varidvel de fase u = u(x,) denota a concentra¢do
da mistura e o parAmetro & > 0 esté relacionado 2 espessura da interface capturando o efeito
dominante da cinética de reacao.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: Na Se¢@o 2, apresentamos o problema objeto de
estudo, seguido do resultado que apresenta a solugdo exata. Na Se¢do 3, apresentamos a aborda-
gem de energia do problema e os resultados de estabilizacao. Por fim, na Sec@o 4 apresentamos
algumas simula¢des computacionais da solugdo exata.
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2 EQUACAO DE ALLEN-CAHN

Nesta sec@o apresentamos o primeiro resultado deste trabalho que € a solugao exata do problema
(1.13).

2.1 Solucao exata do problema

Consideramos o problema de difusdo nao linear dado por

2
ut—gzum—u(l—k’zx)>:o em  (0,1) x (0,0), 2.1

onde 0 < k(x) < 1€ o coeficiente de reagdo determinado posteriormente. O termo de reagéo nao
linear dado por

N

f(x,s) :=s<1 —k(i)> (2.2)

¢é o potencial de energia que conduz a solug@o ao estado u = 0. As condi¢des de contorno de
Neumann homogéneas sdo dadas por

uy(0,2) =u,(l,6) =0, Vi>0, (2.3)
e a condig¢@o inicial por

u(x,0) =up(x), 0<x<I. (2.4)
Na proposic¢ao seguinte apresentamos a solucdo exata do problema em séries de Fourier.

Proposi¢ao 2.1. A solucdo exata do problema (2.1)—(2.4) com k(x) = cos?(n7x) (n € IN) é dada

em série de Fourier por

—(&%2n2-1)1
(e )

u(x,t) = i Cn cos (nmx), &> 1/, (2.5)
n=1 \/1+52nz(}7§2_1<162(§2n27r21)t>
onde c,, € o coeficiente de Fourier dado por
cn = 2/01 up(x) cos (nmx)dx. (2.6)
Proof. Considerando o ansatz da forma
u(x,t) = F(x)G(1), 2.7

segue que

E2F'(x)+F(x) G0+ ggF G ()
Fx) G(1) ' 28
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Escolhendo k(x) := F?(x) ficamos com

E2F"(x)+F(x) _ G(t)+G(1)

F(x) G() 29)

Observamos que o lado esquerdo da equacdo acima depende apenas de x, enquanto que o lado
direito depende apenas de ¢. Logo podemos concluir que ambos os lados, sdo independentes de
x e t. Isto quer dizer que,

EF'x)+Fx) _ G@)+G6 (1)

= 1 IR. 2.10
FO) <0 o, paraalgum o© € (2.10)
Por outro lado, substituindo u(x,#) = F (x)G(t) nas condi¢des de contorno uy(0,7) = u,(1,) =0
temos,
u(0,/)=0 = F'(0)Gt)=0 = F'(0)=0, @.11)
u(1,1)=0 = F(1)Gt)=0 = F'(1)=0, '
e substituindo na condicéo inicial u(x,0) = up(x) temos
u(x,0) =up(x) = F(x)G(0)=up(x), (2.12)
de onde adotamos G(0) = Gy € IR,.
Com isto, passamos a considerar o problema de valor de contorno
EF" () +(1—0)F(x) =0 em (0,1),
, , (2.13)
F'(0)=F'(1) =0,
e o problema de valor inicial
! _ 3 — >
G'(t)—oG(t)+G (1) =0, Vi>0, (2.14)
G(0) = Gy.

Primeiramente revolvemos o problema de valor inicial. Para isto, linearizamos a equagdo em
(2.14) multiplicando por G(t)~3. Com isto, obtemos

G(1t)3G (1) =oG(r) > —1. (2.15)
Considerando a mudanca de varidvel y(¢) := G(¢) 2 temos
y(t) = =2G() 3G (1). (2.16)
Logo a equagdo (2.15) pode ser reescrita na forma linear
Y (1) = =20y(t) +2. 2.17)

Resolvendo a equacdo acima temos

y = e*ZO‘fdl‘ (k+2/€26fdtdt) :efz()'t <k_|_2/620‘tdt)7

20t —20t
1k 1
201 <k+ e ) o0ty L _koe 7T A1 (2.18)
o (e2 (o)
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Retornando a varidvel G(r) obtemos

_, koe 241 c
G(r) ZZf = G(t):im. (2.19)

Para t = 0 temos G(0) = Gy. Logo,

-G}
G(0) = + -~ ko= 0, 2.20
(©) ko +1 °TTa (220)
Substituindo (2.20) em (2.19) temos
0G3 G
Gty = + . 0 —=x 2 0 . (221)
_ 20t
(G Go)e ol +Gj \/(1_(;0)6—26t+(;0
G
- 4+ 0 . (2.22)
—2ot —20t 20t G%
e —e (1 —e ) -
Finalmente obtemos que
G ot
G(t) =+ 0¢ com >0 (2.23)

GZ
1= 2 (1)

Por outro lado, para resolvermos o problema de contorno (2.13) precisamos analisar trés casos.

Caso 1: Supondo 1 — ¢ > 0 e considerando F(x) = e"* temos a equagio caracteristica

Vvi—-o
pl+(1-0)=0 = pu==i e (2.24)
Segue daf que
-0 -\1-0
Fx)y=e¢ &% e Fx)=e ' ¢ (2.25)
Pelo Principio da Superposi¢do temos que
Y=o, —iY1o,

F(x)=cie ¢ "+ce & 7, ¢ €IR, (2.26)
também é solugdo do problema. Usando a relagio de Euler e*® = cos 6 4 isen 6 podemos
escrever

Vi—o Vvi—-o
F(x) =C)cos ( Z x) +C2sen( z x), C eq. (2.27)

Segue das condigdes de contorno F'(0) = F'(1) = 0 que

F'(0) = —C1 ¥ sen(0) + ¥z cos(0) =0 = =0,

F'(1)=-C lédsen<vl56)—0 = (=0 ou sen< 1§6>—0.
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Como nao estamos interessados na solugdo trivial, devemos considerar C; # 0. Com isto obtemos
a equagdo

(V1

: ):0 = o,=1-E%2n% VnelN. (2.28)

Logo temos a solucao
Fy(x) = Cycos (nmx), VnelIN. (2.29)
Consequentemente, obtemos o coeficiente de reacao
kn(x) = cos?(nmx) com xé€ (0,1), VnelN, (2.30)

que ¢ uma condi¢do suficiente para usarmos o método da separagdo de variaveis.

Combinando as equacdes (2.23) e (2.29) e usando o Principio da Superposi¢do temos que

. NEPRInY
u('x7t) = Z C” ¢
=1 2 _ —
" \/] + 52;1267(1)271 <1 —e 2(52,12”2 ])t)

onde Gy # 0 é constante e os coeficiente de Fourier ¢, (n = 1,2,...) séo escolhidos de modo que

cos (nmx), &>1/m, (2.31)

tomando r = 0 em (2.31) tenhamos
uo(x) =Y cycos (nmx), Vxe[0,1]. (2.32)
n=1

Portanto os ¢, (n = 1,2,...) devem ser coeficientes de Fourier da fun¢do u(x), dada em [0, 1].
Note que up(x) deve se escolhida de modo a ser uma fungio par e periédica de periodo 2, a fim
de termos uma série de cossenos de argumento n7.

Para encontrarmos os valores de c,, multiplicamos a equagdo (2.32) por cos (k7rx) (kelIN) e
integramos em [0, 1]. Com isto, obtemos

1 o 1
/ uo(x) cos (kmx)dx =Y ¢, / cos (nmx) cos (k7x)dx. (2.33)
Jo =" Jo

n

Usando as relagdes de ortogonalidade entre as fungdes {cos (nnx) ,COS (kﬂx)} temos
1
cp = 2/ o (x) cos (n7x)dx, Vn € IN. (2.34)
Jo

Caso 2: Supondo 1 — 6 = 0 o problema de contorno é dado por

{F”(x):O em (0,1),

F'(0) = F'(1) = 0. (235)
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Segue daf que F(x) = Cix+ C; e devido as condigdes de contorno F/(0) = F'(1) = 0 temos
Fx)=C = F(0)=C=0 = (=0 (2.36)
Logo temos que F' € uma solucdo constante dada por
F(x)=Cy, Vxe(0,1). (2.37)

Como nio estamos interessados na solu¢do constante para F, o parimetro 1 — ¢ = 0 ndo serve.

Caso 3: Supondo 1 — ¢ < 0 temos a equagao caracteristica

pEl+(1-0)=0 = ,u:i\/?. (2.38)
Segue do Principio da Superposicdo que
F(x)=cje ?lx—&-czei ?lx, (2.39)
é uma solugio do problema. Considerando a relagdo trigonométrica e*? = cosh 6 & senh 6 temos
que
F(x) =Cjcosh (x/?x) +C; senh (Tx) . (2.40)
Por outro lado, usando as condi¢des de contorno F’(0) = F’(1) = 0 temos que
F'(0) = C1 ¥ senh (0) + ¥ cosh(0) =0 = G2 =0,
(2.41)

F'(1) = €\ ¥ senh (“g‘) =0.

Como estamos interessados na solucéo nao trivial, devemos considerar C; # 0. Com isto temos
a equagdo

-1
senh (65) —0 = o-=1 (2.42)
Com o = 1 temos a solugdo constante
F(x)=C;, Vxe(0,1). (2.43)

Como nao estamos interessados na solu¢do constante para F', o pardmetro 1 — ¢ < 0 ndo serve.
Portanto a solucgo u(x,¢) do problema (2.1)—(2.4) é dada em (2.31). O
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3 ABORDAGEM DE ENERGIA

Esta secdo € dedicada as questdes referentes a estabilizacdo assintdtica da equagdo de Allen-
Cahn (2.1)—(2.4). Utilizamos o método multiplicativo para construir dois funcionais de energia.
O primeiro funcional é denominado energia de Ginzburg-Landau e € responsdvel pela dindmica
de transicdo entre as fases, o segundo, denominado energia total, é responsdvel pela dindmica
global do sistema. Estes resultados sdo tratados nas duas proposi¢des seguintes.

Proposicao 3.2. A energia de Ginzburg-Landau do problema (2.1)—(2.4) é dada por
1 /g2
Y1) := /0 (Zux2+f(u,x)>dx, 3.1

2
onde f(u,x) = @ (1 — uz/k(x)> , satisfaz a lei de dissipacdo

1
- / |u; |*dx. (3.2)
0

Proof. Multiplicando a equacéo (2.1) por i, e integrando por partes em [0, L] temos

1 1 1 1
/ |u,\2dx—|—€2/ uxuxtdx—/ utudx—i—/ ——uPdx = 0. (3.3)
0 0 0 0 k(x)
Consequentemente,
d !
2 24 2 4
£ = 4
/ ]| dx+ /|X| dl/0 Juf2dx + 4dt/ o = (3.4)

Desde que consideremos a identidade

2
iy P i ) gl [/ L) "x]’ G

temos que
d ! 2 1
(S 4 ) )+ [ fuPax=o, (3.6)
dt Jo \ 2 Jo
onde
k(x) w? \?
=—2(1—— . 3.7
=2 (1- 2 6)
Assim, fica provado que a energia de Ginzburg-Landau associada ao problema (2.1)—(2.4) é dada
por
1 2
G(t) .= /0 <2|ux|2 +f(u,x))dx (3.8)
e satisfaz a lei de dissipagcao
S|
- / g 2dix. (3.9)
0
O
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3.1 Estabilidade exponencial

Aqui estudamos a estabilizacdo das solu¢des do problema (2.1)—(2.4) através da energia total.
Mais precisamente, provamos o decaimento exponencial quando ¢ — oo.

Proposicio 3.3. A energia total do problema (2.1)—~(2.4) com 0 < k(x) < 1 é dada por

1 r!
— 5 [ luPax (3.10)
2Jo

e satisfaz lei de dissipagdo

dE
d;’)<(1)/ u[2dx — /|u|4dx 3.11)

desde que & > | /Cp, onde c, > 0 € a constante de Poincaré.

Proof. Multiplicando a equag@o (2.1) por u e integrando por partes em [0, 1] temos

2 2 2 47
2dt/ |u|?dx + &2 / |uy|"dx — /|u\ dx+/ e |u| dx = (3.12)

Definindo a energia total por

1 1
=7/ luf2dx, (3.13)
2 Jo

segue que

dE(t) > [ oo ey 4
_ [ 14
- gf()\ux\ dx—i—'/o lu2dx /0 o s (3.14)

Usando a desigualdade de Poincaré e levando em conta que 0 < k(x) < 1, temos

dE
dit)<_<—1>/ lu[2dx — /|u|4dx (3.15)

onde ¢, > 0 é a constante de Poincaré. Desde que § > , /c,,, garantimos a lei de dissipagdo. [

Teorema 3.1. A energia total do problema (2.1)—(2.4) com 0 < k(x) <1 e & > \/Cp decai

exponencialmente para zero comt — oo, isto é,

FO = (7= )E0) o5 Ea) yiso, (3.16)
&2 —cp|l —2E(0) <1 —eﬂi(‘:z"ﬂ)’)]

onde c, > 0 é a constante de Poincaré.

Proof. Inicialmente consideramos a lei de dissipacdo dada na Proposicao (3.3)

dE
dgt) <—(—1)/ |u|>dx — / |u|*dx. (3.17)
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Por outro lado, considerando a desigualdade de Jensen

g(/ol v(x)dx) < (/Olg(v(x))dx, (3.18)
2

com g(x) = x> e v(x) = |u|?, é facil ver que g” >0 e

1 2 1
</() u|2dx) S/O |u|*dx. (3.19)

Consequentemente podemos escrever

dE() _ 2(5 1>E(t)4E2(t). (3.20)

2
dt cp

Para encontrarmos E (¢) na desigualdade acima, multiplicamos ambos os lados por [E(¢)]~2. Com
isto, obtemos

dE 2
O g2 < —2(6 - 1) ()" - 4. (3.21)
dt Cp
Fazendo a mudanga de varidvel
_ d dE(t) )
— _[E 1 = = E 3.22
ue) =—[EO]" = Zun==2EO (3:22)
e substituindo em (3.21) temos
d 2
u(t) §2<€1)u(t)4, Vi > 0. (3.23)
dt Cp
Usando a desigualdade de Gronwall obtemos
2c 2 (E2¢,) 2¢
u(t) < {u(0 —p)ecﬂ P4 P (3.24)
< (u0) - 22 s
Em seguinda, de u(t) = —[E(¢)] ™' obtemos u(0) = —[E(0)]~'. Consequentemente,
52 —Cp

E(1)

26, — (€2~ cpu0)] e &7 2,
(82— ¢, E)

2

[26,E(0)+ (82~ ¢,)] e &7 2 E(0)

_ (&2 —cp)E(0) o &t (3.25)

2
&2 —cpt ZCpE(O) (1 _ e‘;(?—c,,)t)

Portanto obtemos

E() < (82~ ) EO) ()

1—2E(0) (1 o (52-c,,),)]

onde &2 > ¢p € ¢p >0 € a constante de Poincaré. Assim fica provado que a energia total do

, (3.26)

E2—¢p

problema (2.1)—(2.4) decai exponencialmente para zero com ¢ — oo, 0
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Agora, chamamos atengdo para o questionamento feito na introducéo.

“Existe uma constante ¢ > 0 tal que a taxa do decaimento exponencial da energia da equagdo
de Allen-Cahn (1.3) enfraquece quando & — c?”

Ressaltamos que a resposta é sim, e além disso, podemos afirmar pela Proposi¢ao 2.1 e pelo
Teorema 3.1 que

1
¢> o ::max{n,@} %max{0731837\/c7,}. (3.27)

Na se¢fio seguinte, veremos como se comporta a energia total do problema quando & — ¢ ndo
obedece a limite (3.27).

4 SIMULACAO COMPUTACIONAL

Para realizarmos as simulagdes computacionais da solug@o exata e da energia total do problema
(2.1)—(2.4), usamos o software MATLAB. Nossa inten¢fo aqui é mostrar que o parametro & res-
ponsavel por definir a espessura da interface, afeta diretamente a taxa de decaimento exponencial
da energia total e consequentemente, comprovar a afirmagio dada em (3.27) que estabelece um
limite inferior para &.

4.1 Solucao exata e energia total - Caso: n =2

Neste caso consideramos os dados T = 0,1, Gy = 1, n = 2 e assumimos os valores de £ = 0,5
satisfazendo (3.27) e & = 0,15 que ndo satisfaz (3.27).

- 0 0.05 01 0.15 02 025 03 0.35 04 045 05
espago tempo tempo

Figura 2: Solug¢do exata e energia total, com & = 0,5
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R
R
i

At

~0 s 5 02 03 5 5 5
espago 0 o tempo 0 0.05 0.1 0.15 02 [m;o 3 035 0.4 045 05

Figura 3: Solug¢do exata e energia total, com & = 0,15

4.2 Solucao exata e energia total - Caso: n =4

Aqui novamente consideramos os dados 7 = 0,1, Go = 1 com n = 4 e assumimos os valores de
£ =0,5e¢ £ =0,15 de modo que possamos comparar com (3.27).

0 0.05 [ 015 02 0.5 03 035 04 045 0s
tempo

Figura 4: Solugdo exata e energia total, com & = 0,5

3 }\\ o
T . = "

WAy
) /77 = :

espago oo tompo 0 005 o1 015 02 l:'::“ 03 035 04 045 05

Figura 5: Solugdo exata e energia total, com & = 0,15

Comentario: Nas simulagoes realizadas acima percebemos que a solucéo exata e a energia total
possuem comportamentos bem distintos dependendo do valor do coeficiente &. Nas Figuras 2 e
4, no caso em que & =0, 5, percebemos que a energia decai muito rapido para zero, enquanto que
nas Figuras 3 e 5 com & = 0, 15 notamos o enfraquecimento da taxa de decaimento exponencial.
A explicacido matemadtica para isto se deve ao fato de

& =0,15<max {0,3183,,/c, },

. . 2 . , .
alterando assim, a taxa da exponencial de e~ (&)t Por outro lado, do ponto de vista fisico,
passamos a entender melhor a dindmica que leva a formacao exponencialmente lenta das camadas
terminais da interface para valores muito pequenos de & (ver [6]).
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5

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado uma solucao exata para o modelo de Allen-Cahn por um método

de separagdo de varidveis e um resultado de estabilizago assintética da energia total do modelo.

Com isto, foi possivel entender melhor o processo de formacdo exponencialmente lenta da ca-

madas terminais da interface para valores muito pequenos de &. Até onde temos conhecimento,

esta é a primeira vez que se estabelece uma conexao entre a estabiliza¢do exponencial do modelo

de Allen-Cahn e o pardmetro de espessura das camadas.

ABSTRACT. In this work we study some qualitative properties of the Allen-Cahn equa-
tion. This equation has been studied widely in several areas of science and mainly in the
evolution of micro-structures during the solidification process of a pure metal or metallic
alloy. The main results achieved are: the exact solution, the energy of Ginzburg-Landau and
the exponential decay property of the total energy of the model. The exact solution of the
problem was built from variables separation method thanks to a particular choice of the
coefficient of reaction. In respect to the exponential stabilization of the total energy of solu-
tions, we use the multiplicative techniques in order to establish the energy dissipation law
and in the following we use classical inequalities of the mathematical analysis to build the
estimate of exponential decay.

Keywords: diffusion equation, Allen-Cahn equation, exact solution, exponential
stabilization.
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