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RESUMO. Propomos duas varia¢cdes do precondicionador de aproximagdo da inversa em blocos
(BAINV), originalmente desenvolvido por Benzi, Kouhia e Tima em 2001. A primeira variagdo, a
aproximagdo da inversa em blocos estabilizada para matrizes nao simétricas (SBAINV-NS), é vdlida para
matrizes ndo simétricas e ndo singulares. A segunda variacdo, a aproximac¢do da inversa em blocos esta-
bilizada combinada (SBAINV-VAR), é baseada nas relagdes dos fatores da inversa aproximada em blocos
com a fatoracdo LDU em blocos de A e na relacdo de aproximagdo da inversa de Neumann. Demonstramos
a consisténcia matematica dessas novas versoes e apresentamos os algoritmos referentes a cada uma delas,
além de exibir experimentos numéricos onde comparamos a densidade dos precondicionadores e o nimero
de iteragdes quando aplicados ao método estabilizado de gradientes bi-conjugados (Bi-CGSTAB). Os prin-
cipais resultados numéricos obtidos indicam que o uso da estrutura de blocos pode aumentar o desempenho
do método iterativo de Krylov em comparac¢do com a versdo escalar. Além disso, nos experimentos apresen-
tados, o SBAINV-VAR produz, em geral, precondicionadores que realizam menos itera¢des do Bi-CGSTAB
e s30 menos densos do que o SBAINV-NS.

Palavras-chave: inversa aproximada, matrizes em bloco, precondicionadores, métodos de Krylov.

1 INTRODUCAO

Sistemas lineares da forma Ax = b, em que A € R"*" é ndo singular e esparsa, b € R" € o vetor

dos termos independentes, e x € R” é o vetor solug@o sdo de grande relevancia em problemas
da ciéncia e indistria. Quando n é muito grande (n > 109) e a matriz € densa, o uso de métodos
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diretos para a sua resolucdo, como a eliminac¢do gaussiana, é impraticavel, pois a complexidade
é 0 (n3) fazendo-se necessdrio o uso de métodos iterativos, como, por exemplo, os métodos
de Krylov [17]. Mesmo matrizes esparsas podem sofrer um grande preenchimento quando da
utilizagdo de métodos de fatoracdo completa, também implicando no uso de métodos iterati-
vos [17]. Os métodos de Krylov convergem teoricamente em um niimero finito de passos, mas o
mau condicionamento ou a distribui¢do dos autovalores da matriz pode dificultar a convergéncia
destes métodos. Os precondicionadores sdo utilizados para melhorar o niimero de condiciona-
mento ou a distribui¢do de autovalores [31]. Em geral, a ideia é construir um operador M tal que
MAx = Mb ou AMy = b (x = My). Geralmente, essas alteragdes no problema original fazem com
que o sistema resultante seja solucionado em um menor nimero de iteracdes.

H4 intimeros precondicionadores e um exemplo bem conhecido € o precondicionador ILU [25]
que é uma aproximacgdo de A baseada na fatoragdo LU incompleta de A. Neste caso, quando o
método de Krylov € aplicado ao sistema precondicionado, sdo resolvidos dois sistemas triangu-
lares. Ele possui dezenas de variagdes [31] e, por ser uma aproximacado de A, é chamado de pre-
condicionador explicito. Outro exemplo € o precondicionador que aproxima uma fatoragdo da in-
versa de A, onde temos o AINV [7], FSAI [24,36], ISM-based [9], SPAI [18] e BIF [10,11] como
alguns exemplos encontrados na literatura. Eles sdo chamados de precondicionadores implicitos
e a vantagem no seu uso € que a aplicacdo do precondicionador da inversa é feita através da
multiplicacdo matriz-vetor, uma operagao paralelizavel, sendo, assim, adequado para a utilizagao
em computadores paralelos hibridos atuais, que contam com CPUs e GPUs [6,7,13,18,24,36].
O objeto do nosso estudo é o precondicionador AINV (”Approximate Inverse”) que foi origi-
nalmente proposto por Benzi, Meyer e Tima [6], em 1996, e encontra a fatoracdo da inversa
aproximada de matrizes simétricas e positivas definidas. Em 1998, uma versdo generalizada do
AINV foi proposta [7], onde A pode ser qualquer matriz esparsa ndo singular. Como a fatoragio
produzida no AINV € densa e possui custo computacional elevado, comparavel ao custo da
eliminac@o gaussiana, algumas entradas dos fatores devem ser descartadas durante sua execugdo,
daf a inversa ser aproximada.

Diversas variacdes do AINV foram desenvolvidas, como em [8, 28, 30, 32], porém apenas trés
versoes foram apresentadas para matrizes em blocos [5, 8,29]. Essas matrizes sdo muito comuns
em problemas oriundos da discretizagdo de equacdes diferenciais parciais (EDP’s). Algumas das
vantagens dos algoritmos em bloco sdo a sua maior estabilidade e o seu melhor desempenho
computacional, especialmente com matrizes esparsas, onde o enderecamento indireto de esque-
mas de armazenamento esparsos reduz a localizacdo durante o produto de matriz esparsa por
vetor denso [1,2,20]. Além disso, também ha a preservagdo de possiveis aspectos fisicos associ-
ados aos blocos da matriz. Existem, na literatura, alternativas em blocos para alguns dos métodos
de inversa aproximada. Entre eles podemos encontrar o BFSAI [14,21,22,23], BSPAI [4, 33],
Block ISM-based [12] e BAINV [5].

Diante das poucas contribui¢cdes referentes ao AINV em blocos encontradas na literatura e dos
beneficios do uso do precondicionamento em blocos, consideramos importante estudar este tipo
de precondicionador. Sendo assim, este trabalho tem o objetivo de analisar os principais aspectos
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do AINV em blocos a fim de desenvolver novas versdes e, por fim, testd-las em experimentos
numéricos. Neste artigo propomos duas novas versdes. A primeira € uma generalizac¢do, para ma-
trizes nao simétricas, do BAINV ("Block Approximate Inverse”) proposto em [5] para matrizes
simétricas. A segunda, tem como base o trabalho de Rafiei e Toutoniam [30] que apresentaram
uma variacdo do AINV escalar, relacionando seus elementos com a fatoracdo LDU de A.

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2, explicamos as notacdes
utilizadas. Na Secdo 3, propomos o SBAINV-NS, na 4 demostramos alguns resultados relacio-
nados aos fatores da inversa em blocos de A e dos fatores LDU em blocos de A e propomos o
Algoritmo SBAINV-VAR. Na 5, descrevemos uma série de experimentos numéricos e realiza-
mos a andlise dos resultados obtidos e, finalmente, na 6, apresentamos as consideracdes finais e
apontamentos para trabalhos futuros.

2 NOTACOES

Seja A uma matriz em R"*", com n divisivel por 5. N6s consideraremos a estrutura em blocos:

apy ap o+ di Ay A o A

ayy axy -+ dy Ay Ap - Ay
A= . . ) = )

dpl Aap2 - App Ayt Ayz -+ Ann

onde N =n/s, para 1 <I,J <N e o bloco Aj; é uma submatriz s X s. Neste caso, temos que A é
uma matriz-bloco ou matriz em blocos N X N com blocos de ordem s. Neste trabalho, a ordem
do bloco € fixada como s e, assim, dizemos que A é formada por blocos homogéneos.

Definimos um vetor-bloco de tamanho N como uma matriz em blocos N x 1 (i.e., uma matriz
Ns x s) e uma linha-bloco de tamanho N como uma matriz em blocos 1 x N (i.e., uma matriz
s X Ns). Denotamos por A; o vetor-bloco correspondente a J-ésima coluna-bloco de A e por Ay
a linha-bloco correspondente a J-ésima linha-bloco de A, ou seja,

Ay
Ay
Aj= ) ) Ape = [An Ap - AJN} .
Any
No6s também definimos o vetor-bloco candnico E; de tamanho N, com [ = 1,2,...,N, como o

produto de Kronecker do vetor candnico e; € RV e a matriz identidade de ordem s x s.
Definicdo 2.1. Uma matriz quadrada A é uma Z-matriz se a;; <0, Vi# j.

Definicao 2.2. Uma Z-matriz A é uma M-matriz se A = sl — B para alguma matriz B > 0 e algum
escalar s > p(B), onde p(B) é o raio espectral de B.
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Defini¢io 2.3. Dada a matriz A, nds definimos as entradas c;; da matriz comparagdo de A [27],
designada por C(A), como:
o —laijl, ifi#]j
Y lai|, ifi=j

Definicao 2.4. Uma matriz é uma H-matriz se a sua matriz comparagdo é uma M-matriz.

3 SBAINV-NS

Em [5], foi proposto o BAINV que calcula a inversa aproximada de A como A~' ~ZD~!Z"  onde
A € esparsa inversivel e simétrica, Z € triangular superior em blocos, de ordem N, cujos blocos
diagonais sao formados pela identidade de ordem s, e D € uma matriz em blocos de ordem N,
diagonal por blocos. Tal algoritmo € baseado no processo de A-ortogonalizagdo [15] em blocos
e sua consisténcia foi demonstrada em [3].

No presente trabalho, sugerimos uma generalizacdo desse algoritmo para A ndo simétrica. Neste
caso, devemos encontrar as matrizes em blocos Z, W e D, N X N, tais que A '~ zZD 'w,
baseando-se no processo de A-biortogonalizagdo em blocos. O Algoritmo 1 apresenta o cdlculo
destes fatores.

Algorithm 1 SBAINV-NS
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nio singulares com A~! ~ ZD~'W.
zZ% g, 1€{1,.N} WO«E = Ie{l,..N}
para [ < 1 até N faca

z, 2w, —wiY
Dy < ApZyouWiAr Dy < (Z1)TAZ ou Wi, A(Wii)T se A for positiva definida
paraJ < I+ 1 até N faca

M Az Y
of Ve wi
Zy) — descarte;(Z}Iﬁl) — ZIDI’I]My*l))
Wj(i) — descarte,(WJg_1> - Qy_l)Dl_llW,*)

fim

fim

Wi
D < Diag(D11,...,DNn) s Z | Z1 -+ Zy |eW <+

Wi

Para garantir a esparsidade do precondicionador, tornando vidvel a sua utilizacdo em sistemas
com matrizes de grande porte, com ordem maior ou igual a 10°, é utilizado o descarte;, definido
a seguir.
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Definicao 3.5. (Baseada em [3]) Seja um vetor-bloco V com N blocos, a notacdo descarte; indica
o vetor-bloco de tamanho N resultante do procedimento de descartar determinadas entradas de
V, exceto aquelas que pertencem ao I-ésimo bloco, i.e.,

Vii, se (I-1)b<i<Ib, 1<j<b
(descarte;(V));; =< (=1 - IS
vij ou 0, para as demais entradas.

De forma andloga, seja uma linha-bloco V* com N blocos, a notagdo descarte; indica a linha-
bloco de tamanho N resultante do procedimento de descartar determinadas entradas de Vx,
exceto aquelas que pertencem ao I-ésimo bloco, i.e.,

V; i se (I—1)b< j<Ib, 1<i<b
(descarte; (Vx));; = v U=Db<j<Ib ’
v#;; ou 0, para as demais entradas.

O objetivo € produzir um vetor-bloco (ou linha-bloco) que seja esparso, porém, satisfatoriamente
préximo do original. Uma opg¢ao natural seria descartar entradas de baixa magnitude. Também
existem outras estratégias de descarte, como padrao de zeros pré definido, tolerancia absoluta ou
relativa, descarte de blocos ou elementos, etc.

Durante a execug@o do Algoritmo 1, € possivel que Dj; seja singular para algum I € 1,...,N.
Se isso ocorrer, dizemos que houve uma quebra no algoritmo. Caso ndo ocorra quebra, Z serd
bloco triangular superior ndo singular, W serd bloco triangular inferior ndo singular, ambos com
identidades nos blocos diagonais e D sera bloco diagonal ndo singular. Isso pode ser demonstrado
de forma analoga ao caso simétrico feito em [3]. Caso ocorra quebra, o processo de construgao do
precondicionador € parado e, assim, ndo o obtemos. Se A for positiva definida!, uma alternativa
livre de quebra seria utilizar as expressdes (Z;)7 AZ; ou Wy A(Wy,)T para o cdlculo de Dy (linha
4 do Algoritmo 1). Isso é possivel pois se A for positiva definida, entdo (Z;)TAZ; e Wi A(W.)T
também serdo positivas definidas e, portanto, ndo singulares.

A aplicacdo deste precondicionador se d4 por meio da multiplicacio das matrizes W, D~ ¢ Z
pelo residuo em cada iteracao do Bi-CGSTAB.

Em [3] foi demonstrado que o BAINV (caso simétrico) ndo quebra, independente do descarte
utilizado, se A for do tipo M-matriz. Também foi demonstrado que ele ndo quebra se A for do
tipo H-matriz, com entradas da sua diagonal principal positivas e se sua matriz comparagdo
C(A) for uma M-matriz ndo singular. Resultados similares para o caso escalar jd haviam sido
demonstrados em [6,7]. Pretendemos demonstrar resultados andlogos para o BAINV-NS, com A
nao simétrica, em trabalhos futuros.

T Alguns autores restringem o uso do termo “positiva definida” ou “positiva” apenas para matrizes simétricas, aqui
consideramos seu uso para matrizes quadradas quaisquer desde que x” Ax > 0, Vx # 0.
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4 SBAINV-VAR

Nesta secdo, propomos um algoritmo em blocos para a variagdo do AINV proposta por Rafiei e
Toutounian em [30].

Consideremos novamente a matriz A € R"*" e uma decomposi¢do em matrizes blocos N x N.
Consideremos ainda a fatora¢do de A

A=w~'Dz!, 4.1)

onde Z € bloco triangular superior e W € bloco triangular inferior, ambas ndo singulares com
identidades nos blocos diagonais e D é bloco diagonal ndo singular. Entdo (4.1) pode ser con-
siderada a decomposicdo LDU em blocos de A, ou seja A = LDU, em que L e U sdo bloco
triangulares inferior e superior, respectivamente, ndo singulares com identidades nas diagonais e
D ¢ bloco diagonal ndo singular. Como essa decomposi¢a@o € tnica, para cada tamanho de bloco,
temos que W = L~!, Z=U"" e D é a mesma matriz.

Proposicao 4.1. Seja A matriz em blocos N X N esparsa e ndo singular. Considerando o

Algoritmo 1 aplicado a A, sem descartes, temos

MﬁKil) = Wk.Ay, (4.2)
oV Y = A zk. (4.3)

Proof. Pelas linhas 1, 1, 8 ¢ 9 do Algoritmo 1, temos que
= 17,-1) TN A1) et
Z;=E;— Y Z;D;'M; " eW,, =E;f - Y 0, 'D;'W,,.
=1 I=1

Seja 2 < J < N fixo. Como Wk,AZ; = 0 para todo K # J (pois D = WAZ), entdo, para K =
1,....,J —1, temos

0=Wk.AZ = 0=Wk.AE —X)-)zD;'M!™")
= 0=Wk.A— Y~ Wk.Az,Dy' MY
= 0=Wk.Aj— Wi AZ DD
= 0=WgAy —M‘Skil)
(K=1)
= MJ = Wk.Ay
obtendo (4.2). A equacio (4.3) € obtida de forma andloga. g

Proposicao 4.2. Seja A uma matriz em blocos N X N esparsa e ndo singular. Seja a fatoracdo
LDU de A em blocos, onde L e U sdo bloco triangulares inferior e superior, respectivamente, nd@o
singulares com identidades nas diagonais e D é bloco diagonal ndo singular. Entdo, o Algoritmo
1 quando aplicado a A, sem os descartes, produz

U= D;,‘Mﬁ"”, 4.4)
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LJI Qj ]] ) (4~5)
onde 0 <I<J<N.

Proof. De acordo com (4.1), para0 <71 <J <N,
U=2"'=D"'"WA= Uy =D;,'W.Ay,

Wl=L=A4zZD"= L, =A;..ZiD;".

Considerando (4.2) e (4.3) , temos que Uy = DI_IIMJ(I_I)

el = Q J DI_I . O
Proposicao 4.3. Seja A uma matriz em blocos N X N esparsa e ndo singular. O Algoritmo 1
quando aplicado a A, sem os descartes, atende a seguinte propriedade

-1
Qﬁ"” =Ay— Z LJKM1<K_1>7
K=1

com0<I<J<N.

Proof. Usando as mesmas hipéteses da Proposi¢ao 4.2, a partir da fatoragdo LDU em blocos de
A, temos, para0 <I <J <N,

I -1
Ay =Y LikDkgUgs = LiDyUp + Y, LikDggUxi.
K=1 K=1

A partir de (4.4), (4.5) e de que Uy =1,

Ay = Qﬁ“ ,,an+2 L0 D DD kMY
= o Vaxkt o DKKM“ g
= QU D —AJI*ZKzlLJKMI(K b

O

Com esses resultados, propomos 0 SBAINV-VAR descrito no Algoritmo 2. Baseado no SBAINV-
NS, sdo produzidas aproximacdes dos fatores Z, L e D de A, sendo possivel chegar na

aproximacdo de L por meio da equagdo (4.5). Por sua vez, para se calcular Qy_l)

¢ utilizada
a Proposi¢do 4.3 e a equagdo (4.5), ou seja, seu célculo é executado sem a utilizagdo do fator
W. Para o célculo de Dy; € dada a opcdo de se utilizar a expressdo ZITAZI que evita a quebra em

matrizes positivas definidas.
No SBAINV-VAR, além da utilizacdo do descarte; (definido na se¢ao 3) também utilizamos o

descarte para promover a esparsidade dos blocos L, definido a seguir.

Definicao 4.6. Seja a matriz M de ordem s, a notacdo descarte indica a matriz resul-
tante do procedimento de descartar determinadas entradas de M, i.e., (descarte(M));; =
mij ou (descarte(M));; = 0.
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Algorithm 2 SBAINV-VAR
Dados: matriz A em blocos N x N ndo singular.

Resultado: matriz bloco diagonal D nio singular e matrizes Z e L ndo singulares.
zZ%  E,  Ie{l,..N}
paral < 1 até N faca
Z; Zl(l_l) D,; < ApZy ou ZI' AZ; se A for positiva definida
paraJ < I+ 1 até N faca
MUY Az

ny Ve ay— Yl LJKM}KJ ),
Ly + descarte(Qy_l)D;Il);
Zy) — descarteI(Zy*l) —ZID,*IIMJ(FI))
fim
fim
D « Diag(D11,...,Dyy), Z « [ Z - Zy ] e L« [Ly]

Para obter a aproximago de W, fazemos a aproximagio da inversa de L (W = L) por meio do
trucamento da série de Neumann de grau /, (veja [26]):

Wy=I+F+F>+F+. . +F!, (4.6)

onde F =1 —Lel é aidentidade. Por meio de 4.6 e do método de Horner [19], obtemos a inversa
aproximada A~! ~ ZD~'W,.

Descreveremos brevemente o método de Horner [19]. Dado o polindmio
n .
p(x) = Za,-x’ =ap +a|x+a2x2 +a3x3 + ... +ax",

em que ayp...a, sao ndmeros reais (no nosso caso, consideramos matrizes com entradas reais).
O objetivo é estimar o valor de p(xg) para algum valor especifico xo (sendo nosso caso, alguma
matriz especifica). Para achar p(xp), o método de Horner se baseia escrevendo-se o polindmio da
forma

p(x) =ap+x(a; +x(az+..x(ap—1 +anx)...).

Ou seja, para achar p(xo), faz-se o uso termos da sequéncia (b;)}_,, dada por

b, = ay,

by—1:=ay—1+byxo

bg := ag + b1xo,

onde os valores b}s sdo obtidos recursivamente até by, que é o valor de p(xo).

Trends Comput. Appl. Math., 23, N. 3 (2022)



[ N7 T N OV S

J.S. CRUZ, M. C. ALMEIDA, L. M. CARVALHO e M. souza 479

No nosso estudo, os coeficientes do polindmio em 4.6 sdo a matriz identidade e xo € I — L. A ideia
€ usar a formula de Horner [19] para multiplicar W; pelo residuo do método iterativo, fazendo uso
da multiplicacdo matriz-vetor. Ou seja, a aplicagdo do precondicionador gerado pelo SBAINV-
VAR se d4 por meio do método de Horner e da multiplicagio das matrizes Z e D~! pelo residuo
em cada iteracdo do Bi-CGSTAB. Este processo pode ser visto no Algoritmo 3.

Algorithm 3 Aplicacio do precondicionador gerado pelo SBAINV-VAR
Dados: matrizes D, Z e L ndo singulares, vetor residuo r e inteiro / (grau do polindmio

Neumann).
Resultado: vetor v.

ro<r

para i< 1 até [ faca
‘ rp<—rj—1 7Lr1_1

fim

yPZf:o”l?

v(—ZD_ly

5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Vamos analisar os comportamentos do SBAINV-NS, proposto na Se¢do 3, e do SBAINV-VAR,
proposto na Secao 4. Os algoritmos foram implementados em Python 3.8, com o auxilio das
bibliotecas NumPy e SciPy, e da biblioteca Matplotlib para criar os graficos. Os experimentos
foram simulados em um computador com 2 x CPU i5-7200U, de 2,5 GHz, e memoéria RAM de
8GB, com o sistema operacional Windows 64. As matrizes utilizadas pertencem aos repositérios
Matrix Market? e Tim Davis’ Collection®. Estas matrizes sdo provenientes de simulagdes de
reservatérios de petréleo (SHERMANI e SHERMAN4), de um modelo proposto por H. Elman
usando equacdes diferenciais parciais (PDE900 e PDE2961), de problemas de fluxo de rede
(HOR131) e de problemas de eletroforese de DNA (CAGES). Algumas destas matrizes possuem
uma estrutura de blocos determinada pelo problema fisico subjacente; no entanto, estabelecemos
divisdes arbitrdrias para construir blocos homogéneos e avaliar o impacto da abordagem em
blocos (b2 e b3) em relagdo a escalar (bl). A Tabela 1 mostra a ordem n de cada uma das matrizes,
as respectivas quantidades de elementos ndo nulos nnz, os tamanhos dos blocos homogéneos
utilizados nos experimentos com cada matriz e o nimero médio de elementos ndo nulos por
linha (nnz/n) em cada uma delas.

Criamos um conjunto de dez vetores aleatérios b;, i = 1, ..., 10, com entradas uniformemente dis-
tribuidas entre [0, 1), para a solugdo do sistema Ax = b; por meio do método Bi-CGSTAB [34]
(nativo da biblioteca SciPy) precondicionado por SBAINV-NS e SBAINV-VAR. A semente utili-
zada para gerar os vetores foi igual a zero. Com isso, simulamos os testes com o método iterativo
dez vezes para cada matriz. Assim, os niimeros de itera¢des indicados nas tabelas sdo as médias

Zhttps://math.nist.gov/MatrixMarket.
3https://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices.
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Tabela 1: Ordens e niimero de elementos ndo nulos das matrizes e ordem dos blocos homogéneos
(b1, b2 e b3).

Matriz n nnz nnz/n bl b2 b3
SHERMAN1 1000 3750 3,75 1 2 8
SHERMAN4 1104 3786 3,43 1 2 6
PDE900 900 4380 4,87 1 2 6
PDE2961 2961 14585 4,93 1 3 7
HOR131 434 4710 10,85 1 2 7
CAGES 1015 11003 10,84 1 5 7

das iteragdes obtidas nos dez testes realizados. O critério de parada foi 107% como cota superior
para a norma 2 do residuo relativo ao lado direito, sendo a aproximagao inicial para o método
iterativo Bi-CGStab o vetor com entradas iguais a zero e o nimero maximo de iteracdes igual a
1000. Nos experimentos do SBAINV-VAR, foram usados os primeiros quatro termos da série de
Neumann para aproximar a inversa de W.

A norma de Frobenius foi utilizada para decidir quais blocos seriam descartados. Caso a norma
de Frobenius de um bloco fosse menor que determinado valor, ele era descartado. Nos testes,
estes valores foram variaram entre 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 € 0,5. No SBAINV-NS, um bloco de Zy) ou
de WJZ) (ver Algoritmo 1) seria descartado caso a sua norma tivesse sido menor que um desses
") No SBAINV-VAR, um bloco de
Zy) seria descartado, caso sua norma fosse menor que a tolerancia escolhida. Com em relacio a

valores. O mesmo valor de descarte foi usado em Zy) e WJ(*

matriz L, o bloco L;; seria descartado caso sua norma fosse menor que determinada tolerancia.
) . . I
Também utilizamos a mesma tolerancia para os descartes em Z; JeemL JI-

As densidades dos precondicionadores SBAINV-NS e SBAINV-VAR foram medidas,
respectivamente, pelas equagdes (5.1) e (5.2):

_ nnz(Z) 4+nnz(W) +nnz(D)
Ons = nnz(A) G-
e
_ nnz(Z) +nnz(L) +nnz(D)
OvaR = nnz(A) ; (5.2)

onde nnz(X) é o nimero de elementos nao nulos da matriz X. Incluimos o nimero de nao zeros da
matriz D, pois, no caso bloco, quanto maior for o tamanho do bloco, maior serd o preenchimento
de D, uma vez que ndo ha descarte nestes blocos. Vejamos que, em cada teste, o precondicionador
¢é gerado uma vez para ser aplicado nas dez execug¢des do Bi-CGSTAB, relativas aos dez vetores
aleatérios do lado direito. Com isso, enquanto os resultados apresentados sobre as iteracdes se
referem as médias dessas dez execugdes, as densidades sdo absolutas.

O niimero médio, mediana e desvio padrio (8%) dos nimeros de iteragdes obtidos pelo Bi-
CGSTAB sem precondicionamento com os dez lados direitos aleatérios associados a cada matriz
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Tabela 2: Média, mediana e desvio padrio (6?) dos niimeros de iteracdes e tempo médio do Bi-
CGSTAB sem precondicionamento, em segundos.

Iteracdes
Média Mediana 52
SHERMANI1  360,6 358,5 16,44 7,64e-1

Matriz

Tempo

SHERMAN4 80,1 79 457 1,09-2
PDE900 70,4 70,5 1,42 1,22e-1
PDE2961 132,6 132,5 1,96  2,34e-2
HOR131 T T T T
CAGES 11 11 0 1,56e-3

sao exibidos na Tabela 2. O simbolo T indica que o sistema nao reduziu o residuo, na tolerancia
requerida, dentro do ndmero médximo de iteracdes. Diante da proximidade entre os valores da
média e mediana para cada matriz e do baixo desvio padrdo em relagdo a esses valores, nds
utilizaremos as médias apresentadas como base de compara¢do com os outros testes. Nesta
tabela também apresentamos os tempos médios, em segundos, obtidos pelo Bi-CGSTAB sem
precondicionamento para cada matriz.

5.1 Variando blocos e descartes

Analisaremos os algoritmos de acordo com o nimero médio de iteracdes e densidades dos pre-
condicionadores, ao variarmos os parametros. A Tabela 3 mostra o impacto da variacdo dos
descartes e do tamanho dos blocos no nimero médio de iteragdes do Bi-CGSTAB, para ambos
os precondicionadores, em relagdo a matriz SHERMANI. Na dltima linha desta tabela, temos o
quociente dos valores do niimero médio de iteragdes do SBAINV-NS e do SBAINV-VAR para o
parametro de descarte de 0,5 e 0,1 (0,5 no numerador e 0, 1 no denominador), para cada tama-
nho de bloco. E na tltima coluna temos o quociente dos valores do nimero médio de iteracdes
para os blocos de tamanho 53 e b1. A Tabela 4 apresenta as densidades dos precondicionadores
gerados variando os descartes e tamanhos de bloco, em relagdo & mesma matriz. Na dltima linha
desta tabela, temos o quociente dos valores das densidades dos precondicionadores obtidos pelo
SBAINV-NS e SBAINV-VAR para o parametro de descarte de 0,5 ¢ 0,1 (0,5 no numerador e
0, 1 no denominador), para cada tamanho de bloco. E na dltima coluna temos o quociente dos
valores das densidades para os blocos de tamanho b3 e b1.

A Tabela 5 apresenta os tempos de construgdo do precondicionador (tprec) e os tempos médios
de execucdo do Bi-CGSTAB (tsol), em segundos, quando se varia os descartes e os tamanhos
de bloco para os dois precondicionadores, em relacdo a matriz SHERMANI. Na ultima linha
desta tabela, temos o quociente dos tempos obtidos pelo SBAINV-NS e SBAINV-VAR para
o parametro de descarte de 0,5 e 0,1 (0,5 no numerador e 0,1 no denominador), para cada
tamanho de bloco. E na coluna b3/b1, temos o quociente dos tempos para os blocos de tamanho
b3 e bl, referentes a tprec e tsol. Neste trabalho, apesar de analisarmos os resultados referentes
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Tabela 3: Numero médio de iteracdes obtidos na aplica¢do do Bi-CGSTAB com os precondicio-
nadores SBAINV-NS e SBAINV-VAR na matriz SHERMANT, com variagdo dos descartes.

Tolerancia Precondicionador bl b2 b3 b3/bl

SBAINV-NS 30,3 19,2 134 044
0.1 SBAINV-VAR 252 152 11,5 0,46
02 SBAINV-NS 349 283 19,5 0,56
’ SBAINV-VAR 299 228 16 0,54
03 SBAINV-NS 37,8 30,8 25 0,66
’ SBAINV-VAR 30,7 243 194 0,63
0.4 SBAINV-NS 474 439 279 0,59
’ SBAINV-VAR 34,6 28,5 214 0,62
SBAINV-NS 63 475 402 0,64
0.5 SBAINV-VAR 42,6 299 28,1 0,66
0.5/0.1 SBAINV-NS 2,08 247 3

SBAINV-VAR 1,69 1,97 244

aos tempos consumidos, nao consideraremos o tempo como algo determinante pois geralmente
nas aplicagdes, como, por exemplo em problemas de geomecanica [16], o precondicionador é
construido uma vez para ser aplicado vdrias vezes na resolu¢do do sistema linear. Em todo o
trabalho, os tempos sdo representados utilizando notaco cientifica.

A Tabela 6 apresenta as razdes das médias das iteracdes e das densidades entre os precondi-
cionadores (SBAINV-NS no numerador e SBAINV-VAR no denominador) na aplicacido do Bi-
CGSTAB precondicionado, para diversos tamanhos de bloco, para vdrias tolerancias de descarte,
com a matriz SHERMANI. Acima de 1 o Bi-CGSTAB precondicionado pelo SBAINV-VAR faz
menos iteracdes ou possui densidade menor. Ou seja, nesta tabela temos a razdo entre as linhas
da Tabela 3, na parte referente as iteragdes e a razdo entre as linhas da Tabela 4, na parte referente
as densidades, para cada tolerancia de descarte.

A partir da Tabela 6, temos que o SBAINV-NS realiza mais iteracdes que o SBAINV-VAR, com
uma média de aproximadamente 32% mais iteragdes que o SBAINV-VAR, considerando os trés
tamanhos de bloco. Este niimero foi obtido fazendo a média de todos os valores da Tabela 6 da
parte de iteragdes, exceto a linha Média (ou fazendo a média dos valores da linha Média na parte
de iteragdes) e diminuindo 1. Também vemos na linha Média desta tabela que o SBAINV-NS
tende a ficar mais denso do que o SBAINV-VAR com o aumento do tamanho dos blocos. Ou
seja, o SBAINV-VAR € melhor nos dois pardmetros estabelecidos para a andlise, ja que fornece
um menor nimero médio de iteracdes e menor densidade de precondicionador, em relacdo ao
SBAINV-NS. O mesmo comportamento foi observado para todas as demais matrizes testadas,
como se confirmard na Se¢do 5.2.

Uma segunda observacdo em relacdo ao SBAINV-VAR, a partir da coluna b3/b1 da Tabela 3, é
que o aumento do tamanho do bloco diminui o nimero médio de iteracdes entre 34% e 56%.
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Tabela 4: Densidade dos precondicionadores (ver férmulas (5.1) e (5.2)) SBAINV-NS e
SBAINV-VAR para a matriz SHERMAN1, com variag@o dos descartes.

Tolerancia  Precondicionador bl b2 b3 b3/bl

SBAINV-NS 2,05 3,70 21,75 10,61
0.1 SBAINV-VAR 1,82 297 1452 798
02 SBAINV-NS 1,50 2,12 11,17 7,45
’ SBAINV-VAR 1,52 2,05 8,62 5,67
03 SBAINV-NS 1,33 1,69 8,10 6,09
’ SBAINV-VAR 1,43 1,84 698 4,88
0.4 SBAINV-NS 1,18 148 6,50 551
’ SBAINV-VAR 1,35 1,73 6,09 451
SBAINV-NS 1,04 1,28 5,00 4.81
0.5 SBAINV-VAR 1,28 1,63 5,02 392
0.5/0.1 SBAINV-NS 0,51 035 0,23

SBAINV-VAR 0,70 0,55 0,35

Além disso, a coluna b3/b1 da Tabela 4, mostra um aumento na densidade de quase 8 vezes para
o descarte 0,1 e de quase 4 vezes para o descarte 0,5, quando aumentamos a ordem do bloco
homogéneo. Para matrizes esparsas, o aumento de densidade para o descarte 0,1 em relagdo ao
0,5, significando maior utilizagdo de memoria, pode ser compensado pela diminuicdo em média
de 51% do nimero de itera¢cdes do método de Krylov. Encontramos este nimero calculando o
valor da média dos nimeros da linha 0,5/0,1 da Tabela 3 e subtraindo de 1 a inversa deste valor.
Isso pode indicar maior vantagem ao se utilizar o valor de 0, 1 como tolerancia de descarte [6].

Uma outra indicagdo para o uso do descarte 0,1, aparece na andlise das linhas 0,5/0,1 das Tabe-
las 3 e 4. Nelas, vemos que hd um aumento na razao entre o niimero de iteracdes do SBAINV-NS
e do SBAINV-VAR com o aumento da ordem do bloco, assim como uma diminui¢io na razao
entre as densidades respectivamente. Porém, blocos densos em matrizes esparsas tendem a indu-
zir uma melhor utilizacdo das memorias rapidas nas arquiteturas usuais de CPU’s e GPU’s, como
pode ser visto em [2].

Analisemos os tempos de execucdo dos testes na Tabela 5. Primeiramente, comparemos o
SBAINV-NS com o SBAINV-VAR. Podemos ver que em todos os testes, o SBAINV-NS pre-
cisou de mais tempo para construir o precondicionador (tprec), utilizando, em média, aproxi-
madamente 18% mais tempo que o SBAINV-VAR, para todos os tamanhos de bloco e todas
as tolerancias de descarte. Esse valor foi obtido dividindo o tempo consumido pelo SBAINV-
NS pelo tempo consumido pelo SBAINV-VAR em todos os casos, fazendo a média desse va-
lores e subtraindo 1. Em relag@o ao tempo médio utilizado pelo método iterativo, temos que o
SBAINV-NS também precisou de mais tempo na maioria dos casos, exceto em trés testes. Porém,
as diferencas foram pequenas. Portanto, vejamos que em relagdo ao tempo, o SBAINV-VAR
também apresentou maior vantagem que o SBAINV-NS.
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Tabela 5: Tempo de constru¢cdo do precondicionador (tprec) e tempo médio do Bi-CGSTAB
(tsol), em segundos, ao se utilizar os precondicionadores SBAINV-NS (NS) e SBAINV-VAR
(VAR) na matriz SHERMANI1, com variag@o dos descartes.

bl b2 b3 b3/b1

Tol Prec

tprec tsol tprec tsol tprec tsol tprec tsol
o1 NS  1,74el 844e-2 1,71el 4,53e-2 1,27el 3,59e-2 7,3e-1 4,25e-1
’ VAR 1,44el 6,87e-2 1,34el 4,37e-2 9 4,06e-2 6,25e-1 591e-1
02 NS 1,38el 8,28e-2 1,12el 6.4e-2 7,84 529-2 5,68e-1 6,39%-1
’ VAR 1,25el 7,19e-2 9,53 5/78e-2 595 5,48e-2 4,76e-1 7,62e-1
03 NS  1,25el 937e-2 922 7,19-2 6,17 747e-2 494e-1 7,97e-1
’ VAR 1,15e1 1,17e-1 8,09 64e-2 495 594e-2 4,3e-1 5,08e-1
0.4 NS 1,2e1 1,08e-1 844 le-1 52  6,7e-2 4,33e-1 6,2e-1
’ VAR 1,09el 8,5%-2 7,61 7,64e-2 43 6,39e-2 3,94e-1 7.44e-1
05 NS 1,lel 1,48e-1 7,95 1,06e-1 4,55 946e-2 4,14e-1 6,3%-1

VAR 1,03el le-1 701 7,792 3,81 8,23e-2 3,7e-1 823e-1

0.5/0.1 NS 6,321 1,75 4,65e-1 2,34 358e-1 2,64
77 VAR 7,0e-1 1,46  523e-1 1,78 4,23e-1 2,03

Vejamos a influéncia da tolerancia de descarte e do tamanho dos blocos nos tempos de execugdo
dos testes. Podemos observar na ultima linha da Tabela 5, que para o SBAINV-NS e SBAINV-
VAR, ao se utilizar 0,5 como tolerancia, o tempo de constru¢io do precondicionador foi menor
quando comparado ao valor de tolerancia de 0,1. Vemos que as razdes obtidas diminuem com
o aumento do bloco. Em relagdo ao tempo consumido pelo método iterativo, temos que, tanto
para o SBAINV-NS quanto para o SBAINV-VAR, ao se utilizar 0,5 como tolerdncia, o tempo
foi maior do que em relagdo a tolerdncia de 0, 1. Também verificamos que as razdes aumentaram
com o aumento do bloco. Vemos, entdo, uma vantagem no uso do descarte de 0,5 no tempo de
construcdo do precondicionador. Observemos que, ao se aumentar o tamanho dos blocos, ocorre
a diminuicdo tanto no tempo de construgdo do precondicionador, quanto no tempo utilizado pelo
método iterativo. De acordo com a coluna b3/bl, ao utilizarmos tamanho de bloco b3, o tempo
de construcao do precondicionador diminuiu entre 27% e 63% e o tempo de execucao do método
iterativo diminuiu entre 17,5% e 57,5% que em rela¢do ao tamanho de bloco b1 (caso escalar).
Ou seja, quanto maior o tamanho dos blocos, melhores foram os resultados obtidos em relagdo
ao tempo, mesmo tendo produzido matrizes mais densas.

A Figura 1 mostra a relacdo entre densidade e nimero médio de itera¢cdes quando aumentamos a
tolerancia nos diversos tamanhos de bloco. Dentro das caixas de texto hd a indicacao da tolerancia
de descarte utilizada.O nimero de itera¢des reduz com o aumento da densidade. Este, por sua
vez, proporcionado pela redugdo da tolerincia de descarte. Caso o grafico seja observado tendo
como variavel o fator de tolerancia (dentro das caixas), entdo o aumento do fator de tolerancia
reduz a densidade e ocasiona o aumento do nimero de itera¢des. Esta constatacdo nos indica que
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Tabela 6: Razdes entre as iteracdes e densidades dos precondicionadores (SBAINV-NS/SBAIN V-
VAR) na aplicacio do Bi-CGSTAB precondicionado, com a matriz SHERMANI1, com variagio
de descartes.

Tolerinci iteracdes densidade
olerancia
bl b2 b3 bl b2 b3
0,1 1,2 1,26 1,17 1,13 1,25 1,50
0,2 1,17 124 1,22 099 1,03 1,30
0,3 1,23 127 1,29 093 092 1,16
0,4 1,37 1,54 1,3 0,87 0,86 1,07
0,5 1,48 1,59 1,43 0,81 0,79 1,00
Média 1,29 138 1,28 095 097 1,20
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Figura 1: Relagdo entre a densidade do SBAINV-VAR e o nimero médio de iteracdes do Bi-
CGSTAB precondicionado, com varia¢do dos descartes, para a matriz SHERMANI1. Os nimeros
dentro das caixas de texto indicam a tolerancia de descarte utilizada.

outros tipos de descartes devem ser testados para se tentar controlar melhor este crescimento,
sendo esta uma indicagdo para trabalhos futuros.

5.2 Variando blocos e mantendo descarte constante

Utilizando as matrizes descritas na Tabela 1, a Tabela 7 mostra o nimero médio de iteracdes
do Bi-CGSTAB para os dois precondicionadores quando ha variacdo de tamanho dos blocos
homogéneos. Na tltima coluna desta tabela temos o quociente dos valores do nimero médio
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de iteracdes para os blocos de tamanho b3 e b1. Na Tabela 8, apresentamos as densidades dos
precondicionadores em relagdo aos tamanhos dos blocos. Na tltima coluna desta tabela temos
o quociente dos valores das densidades para os blocos de tamanho b3 e bl. Nestes testes, a
tolerdncia para o descarte foi fixada em 0,1, seguindo as observacdes realizadas na Se¢édo 5.1.

Tabela 7: Numero médio de iteragdes na aplicacdio do Bi-CGSTAB precondicionado por
SBAINV-NS e SBAINV-VAR, para diversos tamanhos de bloco, com tolerancia de descarte de
0,1.

Matriz Precondicionador bl b2 b3 b3/bl
SBAINV-NS 30,3 19,2 13,1 0,44
SHERMANT SBAINV-VAR 252 152 11,5 0,46
SBAINV-NS 304 244 183 0,6
SHERMAN4
SBAINV-VAR 254 204 14,8 0,58
SBAINV-NS 19,8 124 7,1 0,36
PDE900 SBAINV-VAR 15,8 9,1 5 0,32
SBAINV-NS 40,3 18,1 12 0,3
PDE2961
SBAINV-VAR 31,1 15,8 11,9 0,38
SBAINV-NS 284 31,1 9,8 0,35
HOR131
SBAINV-VAR 25,1 20,1 9,7 0,39
SBAINV-NS 6,1 4,1 4 0,66
CAGES8 ’ ’ ’
SBAINV-VAR 5,4 4,1 4 0,74

Na Tabela 9, utilizando os dados das Tabelas 7 e 8, apresentamos a razio entre os precondicio-
nadores (SBAINV-NS no numerador e SBAINV-VAR no denominador) em relagdo aos nimeros
médios de iteracdes e densidade, respectivamente, para diversos tamanhos de bloco, com to-
lerancia para o descarte de 0,1. Acima de 1 o Bi-CGSTAB precondicionado pelo SBAINV-VAR
faz menos iteragdes (na parte de iteragdes) e € menos denso (na parte de densidade).

Na Tabela 10 temos os tempos, em segundos, obtido pelo SBAINV-NS e SBAINV-VAR na
construcio do precondicionador (tprec) e os tempos médios obtidos na execucio do Bi-CGSTAB
(tsol), para todas as matrizes, com o valor de descarte fixado em 0,1.

De acordo com a Tabela 7, observamos que para o SBAINV-VAR, em média, os blocos de ta-
manho b2 precisaram de aproximadamente 67% (com desvio padrao de 13%) do nimero médio
de iteragGes necessdrias para as versdes escalares (b1) enquanto que os blocos b3 precisaram de
aproximadamente 48% (com desvio padrao de 16%) em comparacdo as versdes escalares. Estes
nimeros foram obtidos fazendo a média e desvio padrdo dos quocientes entre o nimero médio
de iteragdes relativo ao bloco de tamanho b2 e bl de todas as matrizes. O mesmo raciocinio foi
utilizado para os blocos de tamanho b3.

De acordo com a Tabela 9, podemos concluir que 0 SBAINV-VAR teve um desempenho melhor
ou igual no nimero médio de iteragdes, que em relacio ao SBAINV-NS. Esse fato ocorre em
todas as matrizes testadas e em quaisquer tamanhos de blocos utilizados. Observando a linha
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Tabela 8: Densidade dos precondicionadores para diversos tamanhos de bloco, com tolerancia de
descarte de 0,1.

Matriz Precondicionador bl b2 b3 b3/bl
SBAINV-NS 2,05 3,70 21,75 10,61
SHERMANI SBAINV-VAR 1,82 2,97 14,52 7,98
SBAINV-NS 1,62 2,58 8,93 5,51
SHERMAN4
SBAINV-VAR 1,60 2,46 7,33 4,58
SBAINV-NS 2,57 542 21,77 8,47
PDE900
? SBAINV-VAR 2,41 5,02 16,96 7,04
SBAINV-NS 2,54 11,41 3745 14,74
PDE2961
SBAINV-VAR 2,28 7,78 22,78 9,99
BAINV- 1,81 461 1
HORI131 S NV-NS 8 ,0 3,90 7,68
SBAINV-VAR 1,71 4,02 11,82 6,91
BAINV-N 4 2,14 10,2
CAGES S S 0,3 , 3,50 0,29

SBAINV-VAR 058 246 394 6,79

Meédia desta tabela, o SBAINV-NS obteve, em média, aproximadamente 20% mais iteragdes do
que o SBAINV-VAR na versdo escalar, 25% mais iteragdes nos blocos de tamanho b2 e 14%
mais iteracdes nos blocos de tamanho b3. Vemos que o SBAINV-VAR ¢ melhor em 16 testes e
empata em dois para o SBAINV-NS.

A Tabela 8 nos permite observar que o SBAINV-VAR produz um precondicionador menos denso
do que o SBAINV-NS para cinco matrizes e mais denso para a matriz CAGES. Como comentado
anteriormente, uma densidade maior ndo é necessariamente uma limitacdo relevante, ji que a
localidade dos dados armazenados pelos blocos pode ter um impacto positivo no desempenho
das operacdes de basicas de dlgebra linear (uma outra fonte para este fato é [35]). Os precondi-
cionadores nos blocos de ordem b2 foram, em média, 2,53 vezes mais densos que os precondi-

Tabela 9: Razdes entre as iteracdes e densidades dos precondicionadores (SBAINV-NS/SBAINV-
VAR), com tolerancia de descarte de 0,1.

iteragdes densidade
bl b2 b3 bl b2 b3
SHERMAN1 1,2 1,26 1,17 1,13 125 1,50
SHERMAN4 1,2 1,2 1,24 1,01 1,05 1,22

Matriz

PDE900 1,25 1,36 142 1,07 1,08 1,28
PDE2961 1,3 1L15 1,01 1,11 147 1,64
HORI131 1,13 1,55 1,01 1,06 1,15 1,18
CAGES 1,13 1 I 05 0387 0,89
Média 1,20 1,25 1,14 099 1,14 1,28
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Tabela 10: Tempo de construcdo do precondicionador (tprec) e tempo médio do Bi-CGSTAB
(tsol), em segundos, ao se utilizar os precondicionadores SBAINV-NS e SBAINV-VAR, para
diversos tamanhos de bloco, com tolerancia de descarte de 0,1.

: bl b2 b3
Matriz Prec
tprec tsol tprec tsol tprec tsol
NS 1,74el  8,44e-2 1,7lel 4,53e-2 1,27el 3,59%-2
SHERMAN1
VAR 144el 6,87e-2 134el 4,37e-2 9 4,06e-2
1,91el 25e- 1,3el  4,68e- 1,02e1  4,69¢-
SHERMAN4 NS Ole 6,25¢e-3 3e ,68e-3 ,02¢e ,69¢e-3

VAR 1,67el 7,81e-3 1,181 6,25e-3 7,98 7.81e-3
NS 2,24el  4,45e-2 1,4el  2,34e-2 6.9 1,87e-2

PDE900
VAR 1,82¢l 3,72 1,09el 1,87e-2 4,81 1,72e-2
NS 1,24e2  1,09e-2  1,09e2 1,3e-2  5,37el 2e-2
PDE2961 VAR 1,06e2 1,56e-2  6,7el 1,39e-2 4,17el 2,66e-2
N del  2,66e-2 79l le-2 1 -2
HORI31 S 5,04e ,66e 3,79¢1 3,51e 9,86 1,09
VAR 4,85el 28le-2 3,/7lel 2,77e-2 9,15 14le-2
CAGES NS 2,66e1 1.4e-3 2,33el 1,56e-3 2,03el 1,56e-3

VAR 3,13el 2,19¢-3 2,52el 3,12¢-3 2,22el 4,69e-3

cionadores das versdes escalares (note que pela Tabela 1, os valores de b2 sdo, em média 2,66
vezes maiores que bl) enquanto que os precondicionadores produzidos pelo SBAINV-VAR com
os tamanhos de bloco b3 sdo, em média, 7,19 vezes mais densos que as versdes escalares (note
que pela Tabela 1, os valores de b3 sdo, em média 6,83 vezes maiores que bl). Assim, os testes
indicaram que a densidade foi aproximadamente proporcional ao aumento na ordem dos blocos.
Isto também pode ser visto no grafico da Figura 2. Nele mostramos a relagdo entre a densidade
dos precondicionadores do SBAINV-VAR e o tamanho de bloco utilizado, com tolerancia de des-
carte de 0,1 em todas as matrizes. A linha tracejada relaciona as médias das iteracdes de todas
as matrizes com as médias dos tamanhos de bloco de todas as matrizes referentes aos tamanhos
bl, b2 e b3.

De acordo com a Tabela 9, observando a linha Média desta tabela, o SBAINV-NS obteve, em
média, aproximadamente 99% da densidade do SBAINV-VAR na versdo escalar, foi 14% mais
denso nos blocos de tamanho b2 e 28% mais denso nos blocos de tamanho b3 que o SBAINV-
VAR. Vemos, novamente, que apenas na matriz CAGES o SBAINV-NS produziu precondicio-
nadores menos densos que os do SBAINV-VAR. Considerando todos os testes, 0o SBAINV-VAR
produziu, em média, precondiconadores menos densos.

O SBAINV-VAR novamente foi superior nos dois quesitos aqui avaliados. Adicionalmente, ob-
servamos na Tabela 9 que para trés casos as razdes entre as iteragdes se mantém estaveis e que
para outros trés existe uma reducdo desta razao com o aumento da ordem dos blocos. Também
vemos que a densidade do SBAINV-NS tende a crescer mais rapidamente do que densidade do
SBAINV-VAR.
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SHERMAN1
SHERMAN4
PDE900
PDE2961
HOR131
CAGES8
--¢-- MEDIA

20

ttents

15

10

Densidade do precondicionador

1 2 3 4 5 6 7 8
Tamanho do bloco

Figura 2: Relag@o entre a densidade dos precondicionadores do SBAINV-VAR e o tamanho de
bloco utilizado, com tolerancia de descarte de 0,1 em todas as matrizes.

Pela Tabela 10 podemos comparar os tempos executados pelos dois precondicionadores. Vejamos
que o SBAINV-VAR consome menos tempo para a constru¢do do precondicionador em todos os
testes, exceto na matriz CAGES, onde ele consome mais tempo que o SBAINV-NS. J4, no tempo
de solugdao do método iterativo, as diferengas entre os tempos foram pequenas, tendo casos em
que o SBAINV-NS foi melhor e em outros ocorreu o contrario. Entdo, podemos dizer que, na
maior parte dos casos, 0 SBAINV-VAR foi mais eficiente no uso do tempo.

Em relagdo aos tamanhos de bloco, observemos que o aumento da ordem dos blocos causou
diminuicdo do tempo consumido para a construcido do precondicionador. Em média, os blocos
de tamanho b2 precisaram de aproximadamente 77% (com desvio padrdo de 13%) do tempo
(tprec) necessdrio para a para as versoes escalares (bl) enquanto que os blocos b3 precisaram
de aproximadamente 47% (com desvio padrdo de 21%) em comparagdo as versdes escalares.
Estes nimeros foram obtidos fazendo a média e desvio padrao dos quocientes entre o tempo de
constru¢do do precondicionador relativo ao bloco de tamanho b2 e bl de todas as matrizes. O
mesmo raciocinio foi utilizado para os blocos de tamanho b3. Em relago aos tempos executados
pelo método iterativo, as diferencas também foram pequenas, tendo tanto casos em que o b3 foi
mais rapido que a versdo escalar quanto casos em ocorreu o contrdrio. Observamos que, de uma
forma geral, aumentar a ordem dos blocos diminuiu significativamente o tempo consumido nos
testes, em todas as matrizes, mesmo tendo produzido precondicionadores mais densos.

A Tabela 11 mostra a razio entre as o nimero médio de iteragdes do Bi-CGSTAB sem precondi-
cionamento, apresentadas na Tabela 2, e os nimeros médios das iteragdes com o SBAINV-VAR,
para os trés tamanhos de bloco b1, b2 e b3, conferir Tabela 7. Acima de 1 o Bi-CGSTAB precon-
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Tabela 11: Razdes entre as iteragdes médias do Bi-CGSTAB sem precondicionamento (no nume-
rador) e precondicionado pelo SBAINV-VAR (no denominador), para os trés tamanhos de bloco
e com tolerancia de descarte de 0,1.

Matriz bl b2 b3
SHERMANI1 14,31 23,72 31,36
SHERMAN4 3,15 3,93 5,41

PDE900 4,45 7,74 14,08
PDE2961 426 839 11,14
CAGES8 2,04 2,68 275

dicionado pelo SBAINV-VAR faz menos iteragdes. De acordo com ela, o método precondicio-
nado se comportou melhor para as cinco matrizes, fazendo em média 82% menos itera¢des para
blocos de tamanho b1, 89% menos iteragdes para blocos de tamanho b2 e 92% menos iteracdes
para blocos de tamanho b3. Lembrando que para a matriz HOR131, sem precondicionamento,
o método ndo convergiu dentro do nimero maximo de iteragdes. Vejamos que a reducdo per-
centual do nimero médio de itera¢des ao se utilizar precondicionador foi maior para a matriz
SHERMANI, que reduziu, em média 96%, considerando os tré€s tamanhos de bloco. J4 a que
teve a menor reducdo foi a matriz CAGES, com uma redugdo média de 60%, considerando os
trés tamanhos de bloco. Esta diferenca pode ser vista no grafico da Figura 3, onde exibimos
em grafico de linhas os valores da Tabela 11. Ou seja, ele exibe as relacdes entre as razdes
mencionadas neste paragrafo e cada tamanho de bloco, para todas as matrizes.

¥ 30 —e— SHERMAN1
o —&— SHERMAN4
o —m- PDES00
A
g% —+— PDE2961
> —x— HOR131
'g 20 —%— CAGES
2
U
£ 15
o
c
o 10
©
o
rE 5
m 4;__————__________——__‘
o« [ — —% *
b1 b2 b3

Tamanho do bloco

Figura 3: Relagdo entre as razdes do nimero médio de iteracdes do sistema precondicionado
pelo SBAINV-VAR e nio precondicionado e os tamanhos de bloco utilizados para gerar estes
precondicionadores.
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6 CONCLUSOES

Propusemos duas varia¢cdes do BAINV [5] denominadas SBAINV-NS e SBAINV-VAR para ma-
trizes ndo simétricas, esparsas e nao singulares, tendo como base as versdes escalares encontradas
em [7,30]. Para provar suas consisténcias, utilizamos a fundamentacio teérica proposta em [3] e
as demonstragdes dos resultados da Se¢@o 4. Nessas versdoes também sugerimos o uso do passo
de estabilidade para o cdlculo de Dy, caso A seja positiva definida.

Os principais resultados dos experimentos numéricos indicam que o SBAINV-VAR possui me-
lIhor desempenho em compara¢ido ao SBAINV-NS, tanto em nimero médio de iteracdes do Bi-
CGSTAB, quanto em densidade do precondicionador. Além disso, nestes experimentos, o valor
da tolerancia do descarte de 0,1 foi adequado e o uso de uma estrutura em blocos representou um
ganho importante no niimero de iteragdes, ainda que tenha tornado os precondicionadores mais
densos, com o aumento da ordem dos blocos.

Como trabalhos futuros, pretendemos utilizar outros critérios de descarte que ndo sejam pura-
mente pela tolerancia da magnitude dos blocos, além de realizar reordenamentos e escalamentos
nas matrizes. Pretendemos ainda realizar uma comparag¢@o mais detalhada do tempo computaci-
onal de aplicagdo e construcdo dos precondicionadores. Por fim, realizaremos implementacdes
em C++, tanto com MPI quanto com OpenMP, para medir o desempenho destas alternativas em
computadores paralelos hibridos e comparé-las a outros precondicionadores conhecidos como,
por exemplo, as fatoragdes incompletas e o multigrid, para matrizes reais oriundas de problemas
de simulacdo de reservatorios de petréleo e de geomecanica.
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ABSTRACT. We propose two variations of the block approximate inverse preconditio-
ner (BAINV), presented by Benzi, Kouhia and Tdma in 2001. The first variation, the sta-
bilized block approximate inverse for non-symmetric matrices (SBAINV-NS), is used for
non-symmetric and non-singular matrices. The second variation, the combined stabilized
block approximate inverse (SBAINV-VAR), is based on the relations between the block ap-
proximate inverse factors with the block LDU factors of A, as we will demonstrate, and on
the relations between the approximate inverse and Neumann series. We prove the mathe-
matical consistency of these new versions and present the algorithms for each one. We
also present the numerical experiments, where we compare the density of the preconditio-
ners and the number of iterations when applying the biconjugate gradient stabilized method
(Bi-CGSTAB). The main numerical results indicate that the use of the block structure can
increase the performance of the Krylov’s iterative method compared to the scalar version.
Furthermore, the experiments show that SBAINV-VAR preconditioners, in general, perform
less iterations of Bi-CGSTAB and are less dense than SBAINV-NS preconditioners.

Keywords: approximate inverse, block matrices, preconditioners, krylov methods.
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APENDICE A DEMONSTRACAO DA CONSISTENCIA DO ALGORITMO 1

Aqui demonstraremos a consisténcia do Algoritmo 1, primeiramente, sem considerar os descartes. Ou seja,
se A for uma matriz N x N em bloco ndo singular e caso o Algoritmo 1, sem os descartes, ndo quebre,
entdo as matrizes D, Z e W sdo ndo singulares, com D bloco diagonal e tais que A~! = ZD~!W. Para as
demonstragdes, denotamos como Ay, j,.7, @ submatriz-bloco

Al J Apdo+1 0 Al
Ant1dy  Al+1d+1 0 Apsry
A[(]l[f,]()l./f = . . .
A Apg+r o A
Por coveniéncia, denotamos “1 : N” simplesmente por “:”. Por exemplo, o vetor-bloco A; e a linha-bloco

Ay também podem ser expressos como A. .y € Ay.y ., respectivamente.
Verifiquemos, agora, alguns resultados.
Lema 1.1. Caso o Algoritmo 1, sem os descartes, ndo quebre (i.e., Dyy’s singulares ndo sdo gerados), ele

fornece uma matriz Z bloco triangular superior e uma matriz W bloco triangular inferior. Além disso, os
blocos diagonais de Z e W sdo compostos pela identidade.

Proof. Facamos por indugdo em / para provar que, para/ =0,1,... ,N—1,
Ef 72" =w\"E, =8, VIL talque I<J<L<N, (A1)

onde &,y é dado como
bloco identidade, seL=J
0, seLAJ

A expressao (A.1) é notavelmente verdadeira para I = 0, ja que Zﬁo) =Eje W}S) = EJT Agora, assumamos

oLy =

que (A.1) é verdadeira para 0 </ < N — 1. A partir disso e da linha 8 do Algoritmo 1,

T,0+1) _ T, _ pT,(0) -1 () _ pr,0) _
ELZJ _ELZJ 7ELZI+ID([+])([+])MJ _ELZJ —6[1‘]7
e
I+1 1 1) y—1 I 1
WJ<* )EL = WJ(*)EL - Qg )D(1+1)(1+1)W1<+)1*EL = W}*)EL =0,
o que completa a indugdo. g

Lema 1.2. Se o Algoritmo 1 sem descartes ndo quebrar, temos que, para qualquer 1 < J < N fixo,

J-1 J-1
K 1,01 K I-1) e
z=2- ¥ oMY w=w - Y o Upytw, (A2)
I1=K+1 I=K+1
para todo 0 < K <I—1. Proof. Segue diretamente das linhas 3, 8 ¢ 9 do Algoritmo 1. (]

Theorem 1.1. Seja A uma matriz N x N em bloco tal que Ay 1.5 é ndo singular para J = 1,2,...,N.
Entdo, Algoritmo 1, sem os descartes, ndo quebra e retorna uma matriz bloco diagonal D ndo singular e
matrizes em bloco Z e W ndo singulares tais que A=Y = ZD~W (ou, de forma equivalente, WAZ = D).

Trends Comput. Appl. Math., 23, N. 3 (2022)



496 NOVAS VERSOES PARA A INVERSA APROXIMADA EM BLOCOS

Proof. Vamos fazer por indugdo. E suficiente provar que as hipéteses em Hj sdo verdadeiras para todo
Je{l,...,N}.

ArZ; =0, I1e{l,2,....0—1} (A.3a)
WA =0, I1e{l,2,....0—1} (A.3b)
H, WrAZ; =WpAZ =0, T€{1,2,...,J—1}; (A3c)
WyAZ; = Dyy; (A.3d)
WAy =Dy, (A.3e)
Dy é ndo singular; (A.3f)

As hipéteses (A.3c), (A.3d), e (A.3f) sdo suficientes para chegar no resultado desejado. J4 as hipdteses
(A.3a), (A.3b), e (A.3e) sdo auxiliares.

Para J =1, as condigdes (A.3a), (A.3b) e (A.3c) sdo alcangadas por vacuidade e as condi¢des (A.3d), (A.3e)
e (A.3f) seguem pelos fatos de que Z; = Ej, Wi, = EIT e D) = Aj;. Para o passo de indugdo, assumimos
que H{,H,,...,H;_; sdo verdadeiras e utilizadas para demonstrar Hj.

Para provar (A.3a), nés primeiramente multiplicamos a linha 8 do Algorimto 1 por Ay, para I < J, obtendo
1 -1 1,01
AR = a2V — apzup; MY,

Temos que o primeiro termo do lado direito é M5171> (linha 6 do Algoritmo 1) e, sendo A;,.Z; = Dy (linha 4
do Algoritmo 1), nds concluimos que
ARz =0 Vi<l (A.4)

Agora, a partir do Lemma 1.2, para 1 <K < J,

J—-1

K — -1

AxZy=AZ = Y AxziDpmi Y.
1=K 41

Foi provado em (A.4) que o primeiro termo do lado direito da expressao é zero. Como a hipétese de inducéo
garante que Ak, Z; € zero para 1 < K <1 < J, o somatdrio do lado direito também € zero, provando (A.3a).

Analogamente, para provar (A.3b) primeiramente multiplicamos do lado direito a linha 9 do Algoritmo 1
por Aj para [ < J, obtendo

1 I-1 I—1,—
Wil =wi " a -0 Dy war,

Temos que o primeiro termo do lado direito é qu) (linha 7 do Algoritmo 1) e, sendo W, A; = Dy; (pela
hipéteses de indugdo (A.3e)), concluimos que

wha, =0 vi<J. (A.5)
Agora, a partir do Lemma 1.2, para 1 < K < J,

J—1
K I—1 _
WAk =W ax— Y 0"V, 'w,Ax.
I1=K+1
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Foi provado em (A.5) que o primeiro termo do lado direito da expressdo € zero. Como a hipétese de inducio
garante que W, Ak € zero para 1 < K <1 < J, o somatdrio do lado direito também € zero, provando (A.3b).

A partir do que j4 foi provado, temos que a N x J bloco-matriz Z; e W;.; .A sdo bloco triangulares superiores
e aJJ x N bloco matriz Wy.; . e AZ; so bloco triangular inferiores. Notemos que Wy.;.AZ; € o produto de
duas matrizes bloco triangular inferiores, dado por W;.; .(AZ;), resultando em uma matriz bloco triangular
inferior. Da mesma forma, Wi.;.AZ; € o produto de duas matrizes bloco triangular superiores, dado por
(W1.y..A)Z;, resultando em uma matriz bloco triangular superior. Isto prova (A.3c).

Escrevendo a matriz identidade como / = 211\(,:1 E KE[?, temos que

N

WrAZ; = Y (WiEk)(ERA)Z; =
=

Z WrEx)AxZy + (WiEp)ALZ; + Z (WyEk)Ak+Zy.
K=1 K=J+1

Notemos que o primeiro somatério do ultimo termo € igual a zero por conta da hipétese de indugdo (A.3a)
e que o segundo somatdrio € zero de acordo com o Lema 1.1. Entdo chegamos ao (A.3d) pelo Lema 1.1 e
linha 4 do Algoritmo 1.

A partir de (A.3d), Lema 1.1 e linha 1 do Algoritmo 1 nds temos
J—1 (1)
Dy; =WpAZ = WiAE; — Y Wi AZD'My . (A.6)
I=1
O somatdrio no udltimo termo € zero por conta de (A.3c). Portanto, temos D;; = Wy, Ay, provando (A.3e).

A hipéteses (A.3c) e (A.3d) resultam que
Wl ZJ,ZAZ:,I;_/ = dlag(Dl Iy--- aDJj)7

uma matriz bloco diagonal com Dy;, 1 <1 < J, na sua diagonal em blocos. Além disso, o Lema 1.1 garante
que Zj 4 1:8,1:7 € Wiy g1 1.8 s@0 zero. Desta forma

diag(D11,...,Dyy) = Wiy . AZ. 1.7 = Wi 10A L 10210100
As matrizes Zy.y,1.; € Wy.y,1.y sdo bloco triangulares e seus blocos diagonais sdo formados por identidades,
portanto elas sdo ndo singulares. Como Aj.;. 1.y, por hipétese, € também néo singular, chegamos a (A.3f).

O

Corolario 1.0.1. Considerando os elementos do Algoritmo 1, sem descartes, temos que D;; = W, Aj.

Com isso, demonstramos a consisténcia do algoritmo de biconjuga¢do em blocos que é base do SBAINV-
NS. No SBAINV-NS podem ser efetuados descartes em Z e W com o uso do descarte; nas linhas 8§ e 9 e,
portanto, obtemos uma aproximagio A~! &~ ZD~!W. Vejamos que no caso do SBAINV-NS, mesmo se A
for ndo singular, existe a possibilidade de quebra. A seguir conferimos mais um resultado SBAINV-NS.

Lema 1.3. Caso o Algoritmo 1 néo quebre, ele gera uma matriz bloco triangular inferior Z e uma matriz
bloco triangular superior W. Além disso, os bloco diagonais de Z e W sdo formados pela identidade.

Trends Comput. Appl. Math., 23, N. 3 (2022)



498 NOVAS VERSOES PARA A INVERSA APROXIMADA EM BLOCOS

Proof. A prova ¢ andloga a do Lema 1.1. As unicas observagdes adicionais sdo de que EITdescarteI (V)=
EITV e que ELTV =0 = ELTdescartel(V) =0 (assim como, descarte;(V)E; = VE; e que VE; =0 =
descarte;(V)E; =0). |

Desta forma, sendo A uma matriz em blocos ndo singular, se o Algoritmo 1 ndo quebrar entdo D € bloco

diagonal ndo singular e Z e W s@o bloco triangulares inferior e superior, respectivamente, com blocos
diagonais formados pela identidade e, portanto, também no singulares.
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