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RESUMO. Neste artigo o método multigrid algébrico baseado em agregacao suavizada, o método cléssico
de Ruge-Swuben e o método GMRES pré-condicionado por multigrid algébrico foram utilizados para a
solucdo da equagdo do fluxo livre estaciondrio em dominio georreferenciado. A disponibilidade dos c6digos
computacionais permitiu avaliar a aproximacao de elementos finitos sob a perspectiva dos métodos multi-
grid algébricos e respectiva combina¢@o, como pré-condicionante, com o método GMRES. As diferencas
maximas entre solugdes por diferentes métodos, o tempo necessario para obter as solugdes dos sistemas
lineares associados, em cada uma das iteracdes de Picard, os residuais de cada um dos métodos itera-
tivos e os residuais em cada uma das iteradas de Picard sdo apresentados e discutidos. Como resultado
da andlise, os métodos pré-condicionados sdo mais eficientes no sentido do menor tempo computacional
aliado a estabilidade do nimero de iteragdes. A andlise dos residuais das iteragdes de Picard permite com-
parar a evolugdo dos diferentes métodos de solucio dos sistemas lineares. O detalhamento dos residuais
dos métodos iterativos em cada passo das iteracSes de Picard permitiu uma visdo mais abrangente e uma
andlise da convergéncia. Em detalhes, o método baseado em agregacdo suavizada necessita de um nimero
expressivamente menor de iteracdes quando comparado ao método cldssico de Ruge Stiiben nas primeiras
iteragdes de Picard. O pré-condicionamento reduz o nimero de iteragdes em relacdo as iteragdes iniciais e
ha uma persisténcia da reducio do nimero de iteracdes do método baseado em agregacdo em relacdo ao
método cldssico.

Palavras-chave: elementos finitos, FEniCs, Python, métodos iterativos.

1 INTRODUCAO

Os modelos computacionais para previsdo do comportamento de contaminantes em meio po-
roso saturado dependem das equagdes governantes de processos fisicos, tais como dispersao,
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difusdo e adveccdo, quimicos e bioldgicos envolvidos no fluxo do fluido. Estes podem ser tra-
duzidos matematicamente em equacdes diferenciais, solucionadas por métodos numéricos ou
analiticos. Um dos principais elementos da equagdo do transporte e nos processos de difusao no
meio poroso € o campo de velocidades, o qual determina as trajetdrias preferenciais para o con-
taminante. O campo de velocidade de um fluido € uma varidvel que pode ser definida em func¢ao
das coordenadas espaciais e do tempo, influenciando na dispersdo e na classificacdo do regime
de escoamento.

Assim, a adequada determinacio do campo de velocidades € essencial ao processo de simulagdo.
Ao integrar um Sistema de Informacdo Geografica (SIG), o dominio irregular delimitado por
um conjunto discreto de pontos, as condi¢cdes de fronteira e os demais elementos presentes na
equacdo do fluxo ocasionam novas dificuldades técnicas, tanto para a geracdo da malha de ele-
mentos finitos, quanto para a definicdo adequada das condigdes de fronteira. Além disso, é ne-
cessdrio, a adequada caracterizacdo dos pardmetros de condutividade, pocos de bombeamento
e zonas de recarga. Finalmente, hd a necessidade de encontrar uma solug¢do para os sistemas
algébricos que surgem da utilizagdo dos métodos de aproximagdo, tais como diferencas finitas
ou elementos finitos.

Neste contexto, o artigo foca na utilizagdo dos métodos multigrid algébricos para a solugdo
dos sistemas lineares associados as iteragdes do Método de Picard, o qual foi originado da
aproximacao de elementos finitos da equacdo do fluxo livre estaciondrio. Especificamente, os
métodos classico de Ruge-Stiiben (RS), o método baseado em agregacdo suavizada (SA) e o
método GMRES pré-condicionado por ambos RS, GMRESgs, € SA , GMRE S5y, foram compara-
dos. O tempo de solucdo dos sistemas lineares associados as iteragcdes de Picard, os residuais dos
métodos iterativos em cada uma das iteradas de Picard e o perfil dos residuos das iteragdes de
Picard foram obtidos para todos os métodos citados e os resultados sdo analisados em detalhe.

2 EQUACAO MODELO

Neste artigo, 0 modelo matemadtico que determina a distribui¢do de cargas hidrdulicas 4 em meio
poroso saturado sob a influéncia de regides de recarga W e de pocos de bombeamento f € dada
por (Ver [2] para maiores detalhes):

—V(Kh-Vh)+W =f, emQ @2.1)

em que K representa a condutividade hidraulica do meio e Q é o dominio computacional. A
imposicao das condi¢des de fronteira do tipo Neumann, Dirichlet ou ambas, possibilita obter a
solugdo h = h(x,y), que fornece a distribui¢do de cargas hidrdulicas sobre o dominio e, por meio
da Lei de Darcy, o campo de velocidades v = (vy, vy).

A aproximagao de elementos finitos da equacgao (2.1), obtida por meio da formulagdo variacional,
gera um sistema algébrico de equagdes em que a fungdo i = h(x,y) agora representa a solugdo
de elementos finitos. Ao utilizar o método de aproximagdes sucessivas de Picard, o sistema nao-
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linear, da forma A(h)-h = b, é convertido em uma sequéncia de sistemas lineares, denotados
convenientemente por:
AR - =P k=12, N, (2.2)

em que as sucessivas aproximacdes h', A2, --- hN foram obtidas por meio de métodos diretos
ou iterativos e 4° é uma aproximacio inicial para o método de Picard. Um detalhamento da
formulagao matematica da formulagdo variacional pode ser encontrada em [6], [10], [17].

3 METODO MULTIGRID ALGEBRICO

A solugio de elementos finitos de 2.1 é h = h™, solucio de 2.2, e tal que a norma das diferencas
|[hNe — N | < e

Ao utilizar um método direto para obter as solugdes 4%,k = 1,2,--- Ny, os erros de solugio
sdo aqueles provenientes da aritmética de ponto flutuante. Por outro lado, um método iterativo
calcula uma solucio aproximada /#** por meio de uma sequéncia de solucdes h’g*,h’f*, S ,h’,i,’; .0
critério de parada, em geral, estd atrelado a norma da diferenga de duas aproximagdes sucessivas
| \hﬁ‘v‘; - h’,‘\}; _1||- Uma discussao detalhada sobre os métodos iterativos pode ser encontrada em [1].

Dentre as possibilidades de escolha dos métodos iterativos estdo os métodos multigrid. Estes
podem ser classificados em geométricos ou algébricos e s@o diferenciados pela respectiva forma
estrutural de solugdo do sistema linear. Segundo Stiiben, [3], no método geométrico a estratégia
que gera a sequéncia de malhas € fixa e as interpolagdes dos resultados entre as malhas t€m
por base a estrutura geométrica da sequéncia. Por outro lado, o método algébrico assume um
método iterativo (Gauss-Seidel) e t&ém objetivo na construcdo dos operadores de transferéncia e
restri¢do com foco nos coeficientes da matriz do sistema linear. A construcao dos operadores de
restricdo e prolongamento, a qual é dependente das hipdteses adotadas sobre a representagdo do
erro na malha grossa, conduz aos métodos classicos de Ruge-Stiiben e aos métodos baseados
em agregacdo (Ver [3] para mais detalhes). Estes, ao adicionar um processo de suavizacdo dos
operadores, fornecem os métodos multigrid baseados em agregacdo suavizada (SA). Discussdes
mais detalhadas sobre os métodos multigrid podem ser encontradas em [3], [5], [16], [4].

4 IMPLEMENTACAO

O dominio georreferenciado, a geragao da malha de elementos finitos, a condi¢ao de fronteira de
Dirichlet e as coordenadas dos pogos juntamente com os respectivos valores discretos de carga
hidrdulica sdo provenientes de [8]. As informacdes podem ser complementadas por meio das
referéncias [7] e [9].

Considerando a metodologia do Projeto FEniCS [13], a qual é baseada na utilizacio das formas
linear e bilinear originadas da formulacdo variacional, a implementac¢io do método de elementos
finitos pode ser executada. O cédigo computacional Python® para a equacdo modelo (2.1) e
iteradas de Picard com Fatoracdo LU é disponibilizado em [14] e apresentado na Figura 1.
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u= TrialFunction(V); v = TestFunction (V)

u_k = interpolate(WellsLocFunc, V) ;f = Expression(’W’,W=W)
a = inner (Kxq(u_k)*nabla_grad(u) ,nabla_grad(v))*dx

L = fxv*dx-g*v*ds

A = assemble(a);b = None

u = Function (V)

eps = 1.0;tol = 1.0E-5;iter = O;maxiter = 200

while eps > tol and iter < maxiter:
iter += 1
solve(a == L, u, bc)
diff = u.vector().array() - u_k.vector().array()
eps = np.linalg.norm(diff, ord=np.Inf)
u_k.assign(u)

Figura 1: Cédigo Python para implementagdo do método de elementos finitos seguindo
metodologia FEniCS [13]. Fonte: [14].

Os critérios de parada estabelecidos para as iteracdes de Picard foram o valor € = max |uk+l —uk |
ou um maximo de itera¢des [13]. Neste artigo, o nimero maximo de iteragdes de Picard permi-
tido foi maxirer = 400 e tolerAncia € = 107°. A estimativa inicial do método de Picard, ho, foi
aquela obtida por meio de funcdes de bases radiais com dados da fronteira e pocos de observacao
dentro do dominio computacional, conforme delineado em [8]. Por sua vez, a estimativa inicial,
h’(‘)*, para os métodos iterativos, na iteragdo k do método de Picard, foram aquelas provenien-
tes da aproximacdo de Picard da iteracdo k — 1. Esta estratégia é baseada na hipétese de que a
distribuicdo de cargas /! é uma estimativa mais adequada do que uma estimativa aleatéria ou
nula.

A disponibilidade dos dados e dos c6digos permitiu inserir modificagdes para considerar um
método iterativo para a solugao dos sistemas algébricos gerados. O método GMRES é proveniente
do pacote linalg, disponivel em SciPy [18], enquanto que os métodos multigrid RS e SA sdo
provenientes de PyAMG [12]. Para fins de comparagdo, todos os métodos iterativos utilizaram
os mesmos critérios de parada: tolerancia € = 107! e niimero de iteragdes maxiter = 10000.

Os resultados graficos utilizaram os recursos disponiveis em FEniCS [13] e na biblioteca Mat-
plotlib [11], enquanto que as manipulacdes dos vetores de solugdes numéricas foram realizadas
por meio da biblioteca NumPy [15].

5 RESULTADOS

Inicialmente, o sistema de equagdes algébricas, obtido da aproximagdo do equacionamento
do fluxo livre e estacionario, foi resolvido com o método SA e com o método RS. Em se-
guida os métodos GMRESgs ¢ GMRESss foram utilizados. O c6digo computacional foi mo-
dificado de modo a inserir um termo de recarga na regido retangular |x — 12000.0| < 1500.0 e
[y — 15000.0| < 1000.0.
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A superficie que fornece a distribui¢do de cargas hidraulicas & = h(x,y) é apresentada na Figura
2 por meio das ferramentas disponiveis em FeniCS [13]. A aplicacdo da Lei de Darcy a funcio
h gera o campo de velocidades de dgua subterranea. A sobreposi¢do das linhas equipotenciais
ou curvas de nivel da fung@o & ao campo de vetores normalizados, representando o campo de
velocidades, sdo apresentados na Figura 3. Neste caso, o campo de vetores ¢ apresentado por
meio de uma amostra de pontos da malha e respectivos valores numéricos da Lei de Darcy de
modo a fornecer uma visdo geral do campo de velocidades e ainda estabelecer um equilibrio
na quantidade de vetores nas regides de baixa densidade de pontos da malha. Ressalta-se que a
utilizacdo de todos os pontos ocasiona dificuldades para a visualizagcdo da estrutura vetorial e das
linhas equipotenciais. Ambas as Figuras 2 e 3 contém informacdes que favorecem a andlise qua-
litativa da funcdo £ e, por consequéncia, o comportamento do escoamento. A fungao % possibilita
identificar as dreas de recarga e areas de rebaixamento e o delineamento da estrutura do campo
de velocidades.

290,

Figura 2: Solucdo numérica da equacdo do fluxo em dominio georreferenciado. Fonte: Modifi-
cado de [8] para englobar um termo de recarga adicional.

Por sua vez, a Figura 3 identifica a direcdo do escoamento e permite avaliar mais detalhes do
respectivo comportamento. De posse dos resultados graficos € possivel inferir o deslocamento de
uma substancia presente no meio poroso, analisar a influéncia do conjunto de pogos ou zonas de
recarga sobre o fluxo subterraneo. Ressalta-se que estes resultados diferem daqueles apresentados
em [8] devido a presenga do termo de recarga.

A seguir sdo apresentados alguns resultados numéricos do processo de solucdo dos sistemas
lineares associados 2 obtengdo da solucio de elementos finitos . E necessério observar que
parametros idénticos para o niimero maximo de iteracdes e tolerincia foram adotados tanto para
o método de Picard quanto para os métodos iterativos; os pardmetros multigrid dos métodos RS
e SA sdo mantidos idénticos para os respectivos métodos GMRE Sgs € GMRE Ss4.
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0.0 0.5 1.0 15

X le4
Figura 3: Campo de velocidades e curvas de nivel da solu¢do numérica da equacao do fluxo em
dominio georreferenciado. Fonte: Modificado de [8] para englobar um termo de recarga adicio-
nal.

As Figuras 4 e 5 mostram os respectivos pardmetros multigrid, sendo que a descri¢do de cada
elemento pode ser encontrada em [12].

mls = smoothed_aggregation_solver (A,B=BO, symmetry=’symmetric’, strength=’
symmetric’,
aggregate=’standard’, smooth=(’jacobi’, {’omega’: 4.0/3.0}),
presmoother=(’block_gauss_seidel’ ,{’sweep’: ’symmetric’}),
postsmoother=(’block_gauss_seidel’, {’sweep’: ’symmetric’}),
improve_candidates=[(’block_gauss_seidel’,{’sweep’: ’symmetric’,’
iterations’: 4}), Nonel,
max_levels = 10, max_coarse = 1000, coarse_solver=’1lu’,
diagonal_dominance=False)

Figura 4: Pardmetros para o método multigrid algébrico baseado em agregag@o suavizada (SA).
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mls = ruge_stuben_solver (Asp,
strength=(’classical’, {’theta’: .25}),
CF=’RS’,
presmoother=(’block_gauss_seidel’, {’sweep’: ’

symmetric’}),

postsmoother=(’block_gauss_seidel’, {’sweep’: ’
symmetric’}),

max_levels=10,

coarse_solver=’1lu’,

max_coarse=1000)

Figura 5: Parametros para o método multigrid algébrico classico (RS).

A andlise dos resultados inicia-se na comparagdo das solu¢cdes numéricas obtidas. Considere
que hpy, hgs, hsa, hGmresrs € NGmressa $30 as solugdes de elementos finitos obtidas por meio do
métodos da fatoracdo LU e métodos RS, SA, GMRESgrs GMRES;sa, respectivamente. A andlise
qualitativa das solugdes, que correspondem aquela obtida apds atingir o critério de parada para
as iteracdes de Picard, ndo mostrou evidéncia significante para as diferencas, as quais podem ser

confirmadas pelas méximas diferencas entre as solu¢des: max|hy, — hgs| = 1.67 - 1074,
max|h, — hsa|l = 332 - 1009, max|hp, — hGmesks|] = 296 - 1071
max |, — hGmressal = 3.32 - 107%,  max|hgs — hGmresrs| = 1.67 - 1074,

max |hSA - thresSA' = 0.00 e max ‘thresRS - thresSA' =3.32-1076.

O comportamento ou evolucio dos residuos de todas as solucdes das iteragdes de Picard sdo
ilustrados na Figura 6. Os valores sdo visualmente idénticos nas primeiras iteragdes, mas ha uma
aparente divergéncia a partir da décima iteragdo. A aparente divergéncia no nimero de iteracdes
€ consequéncia do valor nulo obtido na ultima iteracdo de Picard para os métodos SA e RS, o
qual ndo pode ser mostrado em escala logaritmica. Em outras palavras, os métodos RS e SA ndo
sdo capazes de introduzir nova informacdo entre duas solugdes sucessivas do método de Picard,
ou seja, 0 processo iterativo atinge um estado estaciondrio.

A Figura 7 mostra os tempos necessarios para calcular as solu¢des dos sistemas lineares, gera-
dos pela aproximacdo de elementos finitos, em cada itera¢do do método de Picard. Como con-
sequéncia, segue que o método RS requer cerca de 7 vezes mais tempo na primeira iteragdo com
reducdo dessa magnitude nos passos subsequentes. Apesar do comportamento decrescente, o me-
nor tempo é equivalente, a0 menos aproximadamente, ao tempo dos métodos SA e GMRE Ssy4.
Por sua vez, os métodos SA e GMRESs4 possuem tempos aproximadamente iguais durante todo
o processo. Finalmente, o método GMRE Sgs segue o mesmo padrao que o método GMRE Ssy,
mas com um tempo ligeiramente maior. O maior tempo gasto pelo método RS em relagdo ao
respectivo pré-condicionado estd ligado ao nimero de itera¢des necessdrias para a convergéncia,
conforme apresentado na sequéncia e em conjunto com a andlise dos residuais dos métodos
iterativos para todas as iteragdes de Picard.

As Figuras 8 e 9 ilustram a reducdo residual relativa dos métodos multigrid para a primeira
iteracdo do método de Picard. Neste caso, os residuais sdo aqueles provenientes da aplicacdo
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Iterqeao de Picard

Figura 6: Residuos em cada uma das iteragdes do método de Picard em escala logaritmica no
eixo Y.

80 T T
: — Tempo RS —  Tempo GMRES g
— Tempo SA — Tempo GMRESs, |]

70

tempo(s)

Ttergeao de Picard

Figura 7: Tempo requerido em cada iteragdo do método de Picard para o método multigrid
algébrico baseado em agregacdo, SA, o método multigrid cldssico de Ruge-Stiiben, RS, e o
método GMRES pré-condicionado por SA e RS.
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sucessiva do processo iterativo dos métodos multigrid algébricos SA e RS e, respectivamente,
dos pré-condicionados GMRE Sgs € GMRE Ss4.

Da andlise da Figura 8 resulta que o nimero de iteragdes necessarias para a convergéncia do
método SA é muito menor do que aquele requerido pelo método RS. Uma consequéncia do
maior ndmero de iteragdes € o tempo associado a solug@o do sistema linear. Neste caso, tanto os
parametros do método RS quanto do método SA foram escolhidos arbitrariamente e sem qualquer
tipo de procedimento para otimizag@o. Deve ser ressaltado que ambos os métodos sao influencia-
dos pela escolha dos pardmetros e, portanto, configuragdes distintas podem afetar a performance
de ambos tanto no niimero de iteragdes quanto no processo de convergéncia em si devido ao sur-
gimento de valores ndo numéricos. Os respectivos parimetros adotados sao aqueles apresentados
nas Figuras 4 e 5.

Uma argumentacio similar pode ser feita ao comparar os resultados mostrados na Figura 9. Ainda
é evidente que o nimero de iteragdes necessdrias para a convergéncia do método GMRESsy €
muito menor que aquele requerido pelo método GMRE Sgs, porém a magnitude da diferenca entre
os numeros de iteracdes € menor. Também hd um menor tempo associado a solucdo do sistema
linear, mas a diferenca temporal ndo € tdo expressiva como no caso anterior dos métodos RS
e SA. A comparacao entre SA, GMRESss e RS, GMRE Sgs também direciona para a conclusao
de que o método pré-condicionado executa menos iteracdes. Por fim, a comparacdo entre os
métodos pré-condicionados favorece o método SA ao levar em conta o nimero de iteragdes, o
tempo e o residual.

Por fim, os resultados dos residuais das iteracdes dos métodos multigrid, nas iteragdes de Pi-
card iter = 0,1,---,9, sdo apresentadas nas Figuras 10, 11, 12 e 13. Dessa forma, os resultados
analisados na Figura 8 correspondem a iteracdo iter = 0 nas Figuras 10 e 11, enquanto que os
resultados analisados na Figura 9 correspondem a iteracdo iter = 0 nas Figuras 12 e 13.

A andlise conjunta das quatro figuras ndo permite afirmar um comportamento qualitativo similar
aquele apresentado nas Figuras 8 e 9 para todas as iteradas de Picard, pois o nimero de iteracoes
dos métodos RS e SA decrescem a uma unidade na tltima iteragcdo, que é quando ndo hd mudanca
de valores entre as soluc¢des na iteracao de Picard de nimero 10 e 11. Dessa forma, os resultados
da Figura 7 podem ser justificados de forma consistente, ou seja, a reducdo do tempo do método
RS esta associada a reduc@o no niimero de iteraces executadas. Por sua vez, a andlise do método
SA em conjunto com o nimero de iteracdes executadas mostra o custo computacional de uma
iteracdo é maior que o custo de uma iteragdo do método RS. Em palavras, até a sétima iteracdo
de Picard, o método RS executa uma quantidade extra de iteracOes que compensa o custo com-
putacional. A partir deste ponto, o tempo gasto por RS em iterg = 17 € menor que o tempo gasto
por SA para executar iterg = 9. Em ambos os casos, a redu¢do do ntimero de iteragdes parece
estar diretamente associada ao fato de ocorrer uma diferenca nula nas duas tdltimas iteracdes de
Picard e tal assunto nao foi explorado.
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|— rRs — s4

Residual

108L

500 1000 1500
iterqeoes

Figura 8: Residuais dos métodos iterativos: multigrid algébrico baseado em agregacdo suavizada,
SA, e o método cléssico de Ruge-Stiiben, RS, para a primeira iteracdo do método de Picard.
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Figura 9: Residuais dos métodos iterativos GMRE S pré-condicionado por SA e RS para a primeira
iteracdo do método de Picard.
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Figura 10: Residuais do multigrid algébrico cldssico RS para todas as iteragdes de Picard.
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Figura 11: Residuais do multigrid algébrico baseado em agregacdo suavizada para todas as
iteragdes de Picard.
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Figura 12: Residuais do método GMRES pré-condicionado por multigrid algébrico classico RS,
GMRESgg, para todas as iteragdes de Picard.
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Figura 13: Residuais do método GMRES pré-condicionado por multigrid algébrico baseado em
agregacdo suavizada (SA), GMRESs,, para todas as iteragdes de Picard.
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A andlise das Figuras 12 e 13 evidenciam comportamentos mais estaveis no sentido do nimero
de itera¢des. H4 uma reducdo no niimero de iteragdes, mas ndo € tdo expressiva quanto no caso
dos métodos RS e SA. Diferentemente do caso anterior, a aplicacdo dos métodos GMRESs4 €
GMRESgs produzem solugdes distintas em todas iteragdes de Picard, ou seja, ki = A~!-b #
h;,i=0,1,--- 11 ao passo que a aplicagdo dos métodos RS e SA produzem solucdes tais que as
diferencas entre as iteracdes sdo nulas, ou seja, hj; = A(hlo)’1 -b = hyp. Portanto, ao balancear
a andlise anterior a andlise o tempo gasto na solug@o dos sistemas lineares, na convergéncia das
iteragdes de Picard e estabilidade do nimero de iteragdes que proporciona uma diferenciagdo das
solugdes até atingir a tolerancia desejada no método de Picard, pode ser concluido que o método
pré-condicionado possui melhores caracteristicas no problema em questdo. Ao comparar entre
os métodos pré-condicionados, a tendéncia estd em favor do método SA devido ao menor nimero
de iteragdes executadas.

6 CONCLUSOES

Os métodos multigrid algébrico de Ruge-Stiiben, Agregacdo Suavizada e o GMRES pré-
condicionado por multigrid algébrico de Ruge-Stiiben e agregacdo suavizada foram avaliados
quanto ao tempo de solucdo dos sistemas algébricos provenientes da aproximacio de elemen-
tos finitos da equacdo do fluxo livre estaciondrio. A utilizacdo em um dominio georreferenciado
apenas reforca a questdo técnica e computacional, pois impde uma dificuldade adicional para a
geracdo das malhas, definicdo das condi¢des de fronteira, etc. A analise dos métodos foi pautada
pelas maximas diferencas obtidas entre as diversas solucdes; pela avaliagdo dos residuais em
cada solucdo do sistema linear associado a respectiva iteracdo de Picard; pela comparacdo entre
o nimero de iteracdes e convergéncia das solugdes tanto a nivel do método iterativo quanto ao
nivel das iteragdes de Picard e, finalmente, pela avaliagdo do tempo computacional. Por fim, a
andlise conjunta dos elementos apresentados no artigo apontou o favorecimento dos métodos pré-
condicionados em favor dos métodos ndo pré-condicionados ao levar em conta o tempo compu-
tacional e a estabilidade do nimero de iteracdes e consequente reducdo residual alcancada tanto
na iteracdo de Picard quanto no método iterativo. Ao comparar os métodos pré-condicionados,
faz-se a op¢do pelo método baseado em agregacdo.

ABSTRACT. In this paper, the algebraic multigrid method based on smoothed aggre-
gation, the classical method of Ruge-Stiben and the method GMRES preconditioned by
algebraic multigrid were used to solve the steady-state free flow equation in a georeferen-
ced domain. The availability of computer codes allowed us to evaluate the approximation of
finite elements from the perspective of algebraic multigrid methods and their combination,
as preconditioning, with the GMRES method. The maximum differences between soluti-
ons by different methods, the time required to obtain the solutions of the associated linear
systems, in each of the Picard iterations, the residuals of each of the iterative methods and
the residuals of each of the Picard iterations are presented and discussed. As a result of the
analysis, the preconditioned methods are more efficient in the sense of less computational
time combined with the stability of the number of iterations. The analysis of the residuals
of Picard iterations allows comparing the evolution of the different methods of solving li-
near systems. The detailing of the residuals of the iterative methods in each step of Picard’s
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iterations allowed a more comprehensive view and an analysis of convergence. In detail, the
method based on smoothed aggregation needs a significantly smaller number of iterations
when compared to the classical method of Ruge Stiiben in the first iterations of Picard. The
preconditioning reduces the number of iterations in relation to the initial iterations and there
is a persistence of the reduction in the number of iterations of the aggregation-based method
in relation to the classical method.

Keywords: finite elements, FEniCs, Python, interative methods.
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