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RESUMO. Problemas de corte e empacotamento fazem parte do processo de planejamento da producio
em muitas industrias (e.g. papel, vidro, moveis). Em algumas dessas industrias, um objeto retangular grande
deve ser cortado em itens retangulares menores e existe uma capacidade limitada para o estoque dos itens.
Nesse contexto, surge o problema de corte bidimensional guilhotinado 2-estagios restrito (PCBG-2est). Al-
guns autores t€ém proposto algoritmos de programagéo dindmica para resolver o problema no caso irrestrito.
Para o caso restrito essa técnica ainda apresenta alguns desafios devido a dimensdo do espago de estados.
Nesse artigo propdem-se duas heuristicas baseadas em programagio dindmica e no método de Gilmore e
Gomory para resolver o PCBG-2est restrito. Sao apresentados resultados do estudo computacional reali-
zado com trés conjuntos de instancias que mostram a eficiéncia da proposta. Em particular, para instancias
similares as encontradas na industria moveleira foram obtidas solu¢des com gap maximo médio de 4.4%.

Palavras-chave: Problema de corte bidimensional guilhotinado 2-estdgios, problema restrito, programacio
dindmica, heuristica.

1 INTRODUCAO

O Problema de Corte consiste em cortar um objeto grande em itens menores de forma a apro-
veitar a0 mdximo da 4rea do objeto e faz parte do processo de planejamento da producdo de
muitas inddstrias, por exemplo: papel, vidro e mdveis [7]. Nesse artigo abordamos o problema
no contexto de uma industria moveleira em que o objeto e os itens sdo retangulares e existe uma
capacidade limitada para o estoque dos itens (caso restrito). O equipamento de corte na industria
considerada permite apenas cortes do tipo guilhotina ortogonal, isto é, cortes realizados de um
lado ao outro do objeto (guilhotinado) e paralelos ao outro lado do objeto (ortogonal). Considera-
se também que o objeto ¢ rotacionado apenas uma vez para obter os itens (corte em 2-estagios).
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Apesar do objeto a ser cortado ser tridimensional, somente o comprimento e largura sdo relevan-
tes para o corte ja que a espessura do objeto e dos itens € a mesma. Uma solucdo factivel para o
problema é chamada de padrao de corte e representa a forma que os itens estao posicionados (alo-
cados) no objeto antes do corte. Assim como em outros Problemas de Corte ¢ Empacotamento
(PCE), duas condicdes bésicas devem ser satisfeitas para obter uma solucao factivel: os itens in-
cluidos ndo podem ultrapassar as dimensdes do objeto (restricdo de contencdo) e ndo podem estar
sobrepostos (restricao de nao sobreposi¢do). Um modelo geral para o PCE considerando que, a
cada item € atribuido um valor e o critério de otimizacdo ¢ maximizar o valor total dos itens
incluidos no objeto, € proposto em [30]. De acordo com a tipologia proposta em [37] o problema
tratado € uma variacdo do problema de alocacido de objeto tnico bidimensional e é chamado
nesse texto de Problema de Corte Bidimensional Guilhotinado 2-estdgios restrito (PCBG-2est).

O problema de corte bidimensional guilhotinado ¢ amplamente estudado por diversos autores.
Em [9] € proposto um algoritmo de busca em arvore para resolver o problema. Como forma de
obter limitantes superiores e inferiores para a solu¢do 6tima, o caso irrestrito do problema € resol-
vido por um algoritmo de programacao dindmica [13,14,15]. Outros autores propdem heuristicas
de combinacdo para encontrar solugdes factiveis [23, 34, 36]. O algoritmo proposto em [36]
constrdi interativamente diferentes sub-retingulos que sdo obtidos a partir da combinagdo ver-
tical e horizontal dos itens. Quando ndo hd mais possibilidade de combinar os itens em sub-
retangulos, o padrdo de corte com menor sobra € escolhido como solugdo. Etapas de melhoria
para esse algoritmo sdo propostas em [34] e [23]. As duas propostas incluem estratégias para
diminuir o nimero de nés da arvore de enumeracao implicita formados pelas combinagdes dos
itens em sub-retangulos. Na proposta apresentada em [34] o nd é fechado verticalmente (hori-
zontalmente) caso ndo haja como combinar mais itens verticalmente (horizontalmente). Em [23]
€ usada a ideia de perda maxima, se um sub-retangulo tiver uma perda maior do que a maxima,
0 no associado € podado. A perda maxima € determinada pela solucio do problema irrestrito via
programacao dinamica.

A programacdo dindmica (PD) é uma ferramenta muito 1til para resolver o problema no caso
irrestrito, no entanto, para o caso restrito sua utilizacao direta apresenta algumas dificuldades de-
vido ao aumento da dimensdo do espago de estado (e.g. [29,33,35]). Esse aumento da dimensao
se da porque além de computar o melhor valor referente a variagdo de comprimento e largura
do objeto, também ¢é necessario explicitar a frequéncia de cada item para impedir que sejam in-
cluidos mais itens do que o disponivel. Para superar essa dificuldade, alguns autores comegaram
a utiliza-la juntamente com outras ferramentas. Em [8] sdo propostas melhorias no algoritmo de
busca em arvore presente em [9] obtendo novos limitantes para o problema a partir da relaxagdo
do espago de estado da programacao dindmica. Em [12] sdo utilizadas ideias presentes em [13,36]
propondo uma heuristica baseada na programacao dinamica. Os autores decompdem o problema
em uma sequéncia de problemas da mochila, gerando faixas verticais e horizontais que sdo com-
binadas para formar o padrio de corte. Em [33] € proposto uma relaxagdo do espaco de estado
junto com uma heuristica de factibilizagcdo. Pesquisas mais recentes mostram que o problema
ainda se mostra interessante e desafiador. Em [35] € proposta uma relaxacdo do espaco de es-
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tado encontrando os pesos associados aos itens via programacio inteira e em [20] sdo propostos
diferentes modelos de otimiza¢do matematica para o problema sem limite de estagios de corte.

Modelos matemadticos sd@o propostos para resolver o problema do corte considerando apenas
2-estagios. Em [18] sao apresentados dois modelos de otimizacdo linear inteira. O Modelo 1,
que mais se destaca, associa uma varidvel bindria diferente para cada item (mesmo que haja
vdarias cOpias do mesmo tipo). A estratégia € construir faixas horizontais respeitando as di-
mensdes do objeto. Em [38] sdo propostos trés modelos de otimizacao linear inteira, sendo dois
deles adaptados de modelos da literatura. Resultados computacionais indicam a eficiéncia dos
modelos.

Embora a evolug¢do computacional aliada as modelagens matematicas mais eficientes contribuam
para que os softwares comerciais resolvam diversas classes de problemas de otimizacdo efici-
entemente, ainda ha problemas de otimiza¢do que se mostram desafiadores, mesmo que seja
permitido tempo de resolucio elevado (e. g. [21]). E nessa perspectiva que sdo discutidas nesse
artigo heuristicas para o PCBG-2est. A heuristica proposta € similar a apresentada em [12], no
sentido da decomposi¢do do problema PCBG-2est em uma sequéncia de problemas da mochila
e a apresentada em [33] pela inclusdo de uma etapa de factibilizagdo. A diferenca principal é
que em [33] a factibilizacdo é feita iterativamente na solu¢do do problema relaxado durante a
execucdo da heuristica (método do tipo otimizacdo do subgradiente) e em [12] a decomposi¢cao
do problema ¢é feita verticalmente e horizontalmente, gerando mais faixas, e sdo construidos dois
padrdes de corte.

Esse artigo tem a seguinte organizagdo, na Sec¢do 2 é abordado o problema da mochila restrito e
uma adaptacdo do algoritmo de programacdo dindmica proposto em [25,28]. Na Secdo 3 € apre-
sentado em detalhes a heuristica proposta para resolver o problema PCBG-2est. Resultados do
estudo computacional sdo apresentados na Se¢do 4 e consideracgdes finais sdo feitas na Segdo 5.

2 O PROBLEMA DA MOCHILA

O Problema da Mochila (PM) aparece frequentemente como um subproblema na solucdo de di-
versos problemas de otimizacdo e em particular de outros PCE. Para formular matematicamente
o PM, considera-se que existe um conjunto . com m itens e um Unico objeto (uma mochila)
com apenas uma dimensao relevante que € o seu peso maximo C (capacidade). Para cada item
i € . também € considerado relevante apenas uma dimensdo que é o peso p; < C, e é conhe-
cido seu valor v;. Vamos supor que os itens serdo alocados na mochila um em seguida do outro,
sem sobreposi¢do, e tal que a soma dos pesos dos itens selecionados ndo exceda a capacidade
maxima da mochila. Nesse caso, as restricdes de conten¢do e de ndo sobreposi¢cdo podem ser
substituidas por uma tnica expressao matematica, a inequacgdo (2.2). Considerando que o obje-
tivo seja determinar um subconjunto de itens .#* que forneca o maior valor para a mochila, o
PM ¢é representado pelo modelo (2.1)-(2.3).

Essa formulagdo € equivalente ao problema da mochila binaria ou 0 — 1, pois considera-se que
existe apenas uma unidade de cada item e a decis@o associada a cada item € se ele serd incluido ou
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ndo na mochila. Segundo a tipologia proposta em [37], o problema ¢ classificado como problema
da mochila tnica unidimensional.

A versdo que serd explorada nesse texto considera que existem b; cOpias do item i € .# e a
decisdo a ser tomada é quantas cOpias de cada item serdo selecionadas, Problema da Mochila
Inteiro (PMI). Para formular matematicamente, € necessario definir a varidvel de decisdo y; para
representar o nimero de itens do tipo i que serdo alocados na mochila, substituir a restri¢do (2.2)
pela restricdo (2.5) e incluir as restricdes (2.6)-(2.7) que determinam o intervalo de varia¢do da
varidvel y; e seu dominio. Se b; = 1,i € ., o PMI torna-se equivalente ao problema da mochila
bindria. De acordo com a restri¢do (2.6), se para algum i, b; < L%J o problema é dito Pro-
blema da Mochila Restrito (PMR), caso contrario € considerado irrestrito. E necessdrio também
reformular a fung@o objetivo (2.1) para considerar a alocacdo de vdrias copias de um mesmo
item, conforme descrito na expressdo (2.4). Segundo a tipologia apresentada em [37], esse pro-
blema € uma variacdo do problema de alocagido de objeto inico unidimensional e é formulado
matematicamente de acordo com (2.4)-(2.7).

Z vi = Max Z Vi 2.1

icg* icd
Sa: Y pi<cC (2.2)
ics

I*C I 2.3)

m
Maval- - Yi 2.4)

i=1
Sa: Y pi-vi<C (2.5)

i=1

0<yi<b,i=1...m (2.6)
yi€Zii=1...m 2.7

2.1 Algoritmo de programacao dinamica para o PMI

A programacdo dindmica é uma técnica que tem sido muito empregada em problemas de
otimizacdo cuja solugcdo 6tima pode ser obtida a partir da resolucdo de problemas de menor
dimensdo. O problema de otimizagdo (original) é decomposto em estigios e em cada estdgio sdo
definidos estados. Cada combinacdo estigio/estado estd associado a um problema de dimensao
menor que o problema original (subproblema). Através de uma sequéncia de decisdes 6timas
associadas aos estagios/estados se obtém a solu¢do 6tima do problema original [2].

A formulagdo via programagdo dindmica do PMI considera que um estagio k, 1 < k < m, é
definido pelo nimero de itens distintos considerado no subproblema, e o estado ¢, 0 < ¢ < C, é
definido pela capacidade considerada. Para cada par, estdgio k e estado ¢, temos um problema
da mochila PMI; conforme definido em (2.8) em que v e p sdo vetores k-dimensionais que
representam, respectivamente, o valor e o peso dos itens, e y € Z* é um vetor cujas coordenadas
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indicam o nimero de itens de cada tipo incluidos na mochila. A politica 6tima é obtida decidindo,
paracadak (k=1...m)ec (c=0...C) se é melhor inserir o item k na mochila de capacidade ¢
ou carregar seu estado presente para o préximo. Esse processo induz a férmula recursiva (2.9) e
sua respectiva solugdo (2.10).

PMI;E':Max{v-ylp-ySc, yeZ’.i} (2.8)
w(c) =Max{j-vi+z—-1(c—j-pr), j=0...|c/px], j €N} (2.9)
yie(e) ={jlz(e)} (2.10)

Para resolver o PMI utilizando (2.9) é necessdrio calcular todos os y(c) e zx(c) até o dltimo
estado do ultimo estdgio, i.e. sdo resolvidos m - (C + 1) subproblemas. Para poupar tempo e
memoria computacional, existem técnicas que eliminam estigios e estados que ndo levariam
a uma solucdo 6tima. Em [1] é proposta uma dominancia limiar (threshold dominance), que
pode ser vista como uma generalizacdo de outras relacdes de dominancia (simples, multipla e
coletiva). Um conjunto de itens do tipo .# domina limiarmente o item j se Y,c » pi-yi < pj-y; e
YicsVi-yi=>vj-yjcomy;,y; € Zy. A dominancia simples é dada se .# € um conjunto unitério
eyi=y;=1

Em [25,28] essas relagdes de dominancia sdo usadas para reduzir o espago de estados e eliminar
estdgios em um algoritmo lexicogrifico para resolver o problema da mochila inteira irrestrito.
A estratégia é uma extensdo do método proposto em [16] para o problema da mochila bindria.
Como ¢ mostrado a seguir, o algoritmo € facilmente adaptavel para tratar o caso restrito (PMR).

Considere o terno (c,zx(c),yx(c)) cuja primeira coordenada é a capacidade da mochila no estado
¢, a segunda coordenada é o valor do PMI no estdgio k e estado ¢ (z(¢)), e a terceira coordenada
€ a solugdo do estdgio k no estado ¢ (yx(c)). Cada estdgio k = 1...m é identificado como uma
sequéncia S¢ desses ternos, ordenados de forma crescente em relagio a primeira coordenada, e
ndo dominados de acordo com o critério de dominancia simples. Dizemos que (c,z(c),y(c))
domina simplesmente o terno (¢,zx(¢),yx(¢)), se ¢ < € e zx(c) > z(€). A sequéncia S! (2.11) é
facilmente obtida a partir de multiplos j do peso e valor do item 1. Os ternos com j- p; < ¢ <
(j+1)p; para j=0...|C/p;] — 1 ndo sdo incluidos, pois sdo simplesmente dominados pelo de
menor capacidade ¢ [28].

§'={(0,0,0),(p1,v1,1),....(IC/p1] - p1,[C/p1]) - vi,|C/p1])} (2.11)

A sequéncia S¥, com k = 2...m é obtida a partir da sequéncia S*~! como segue. Para cada
j=0...|C/pi] inteiro, sdo inicialmente construidas sequéncias S’]‘- intermedidrias obtidas pela
somade (j- px, j- vk, j) @ cada terno de S¥~!. Essa soma é a usual do R? e S§ = §*~!. Em seguida,
¢é aplicado um processo de merge, que € a unido ndo dominada das S]j‘. respeitando a ordem da
primeira coordenada, ou seja, S* :U j S'J‘-. O resultado € uma sequéncia crescente, ndo dominada
e viavel de ternos [28].

O valor 6timo para o problema é encontrado no dltimo terno de $™ (z* = z,,(c’)) com ¢’ sendo a
capacidade da mochila utilizada. Para obter a solucdo referente a esse valor, necessita-se de um
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processo de recuperagdo de solugdo iterativo. Inicie tomando o dltimo terno de ™, e recuperando
a solugdo associada yj, = ym(c’), ¢ = C. Depois, iterativamente, faca ¢’ = ¢’ — py - y; e obtenha
Vi1 =Yk-1(c") parak =m...2. A solucdo 6tima serd dada pelo vetor m-dimensional y* [28].

Observe que nesse método, o unico fator que limita a quantidade do item k € a capacidade da
mochila, y; < |C/py]. Para tratar o caso restrito basta redefinir o intervalo de variagdo de j
para j =0...min{by, |C/pi]} na definicdo de S’;. Essa adaptacdo serd chamada de PMR'P, e o
pseudocddigo € apresentado no Algoritmo 1. Os dados de entrada sdo os pesos (p), valores (v)
e limites (b) dos itens, e a capacidade C da mochila. A saida € o vetor S m-dimensional em que
cada coordenada é uma matriz de trés colunas com a sequéncia S¥. Cada linha dessa matriz é um
terno da sequéncia S* conforme (2.12).

0 0 0
0 0 0 S S s
P Vi ! 5 Sh o 85
S= 2P n SR IO 2.12)
[C/pilpr [C/pivt [C/p1]
smoos s
L “nl n2 n3

Na linha 1 do Algoritmo 1, o vetor S é inicializado com os ternos nulos que iniciam cada uma das
sequéncias S¥. Nas linhas 2 a 15 as sequéncias S¥ (k = 1 ...m) sdo construidas iterativamente.
Inicialmente, linhas 3 a 6, recupera-se Sk=1 Nas linhas 7 e 8 as matrizes M e M, » 540 inicializadas
com a S* atual. Nas linhas 9 a 12 sio construidas as sequéncias S’]‘- por meio da matriz M,, e
armazenadas em M de forma iterativa. A restricdo (2.6) referente ao limite mdximo do item k é
considerada na linha 9. Na linha 13 a fung¢ao Merge (ordenagao e eliminagdo de ternos dominados
ou invidveis) é chamada para a obtencio de S¥. Na linha 14 armazena-se S* em .

Algoritmo 1 PMR via Programacio Dindmica (Adaptado de [25])

Entrada: p,v,b,C

Saida: S vetor de matrizes de resultados

S={[0 0 0],[0 0 0],...,[0 0 O]} {vetor que recebe iterativamente a solu¢do do PMI com os k primeiros itens}
parak=1...mfaca

se k > 1 entdo

Facga a coordenada k em S igual a coordenada k — 1 de S

Faca a terceira coluna da coordenada k de S igual a 0

fim

M=s*

M,, = §*

para j=1...min{b,|C/pi]} faca

Moyp =M,y .+ [pr vi 1] {osinal (.+) indica a soma de [py v 1] aos elementos de cada linha de M, }
Insira as linhas de M, no final de M

fim
Aplique a fungio Merge a M {ordenagdo e eliminacd@o das linhas dominadas ou invidveis }

Faga S* igual 2 M
fim
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Através da estrutura da programacgio dindmica é possivel recuperar facilmente solu¢des 6timas
para o PMR considerando instancias do problema com k < m itens. Essa possibilidade serd explo-
rada na Sec¢ao 3. Salientamos que o Algoritmo 1 mostrou ser eficiente para os testes realizados
no contexto deste artigo, outros métodos de solu¢do para o PMR podem ser encontrados, por
exemplo, em [26,27].

3 O PROBLEMA DE CORTE BIDIMENSIONAL

No problema de corte bidimensional considerado nesse artigo, temos um unico objeto retangular
e duas dimensdes relevantes para o corte, o comprimento L e a largura W. Os itens também sdo
retangulares e duas dimensdes sdo relevantes, o comprimento /; e a largura w; (i =1...m). O
critério de otimizacdo é a maximizacdo da 4rea total cortada. Sob essas condi¢des, o problema
pode ser classificado como uma varia¢ao do problema de alocagdo de objeto tinico bidimensional.

Uma solucdo factivel para esse problema é chamada de padrao de corte conforme a Defini¢cdo
3.1. A sua modelagem matematica ndo € trivial (e.g. [18]), diversos fatores como geometria,
posicionamento e rotacdo devem ser considerados. E importante também considerar outras ca-
racteristicas que sdo referentes as restricdes do equipamento de corte. Em algumas indistrias, a
maquina de corte s realiza cortes guilhotinados ortogonais, Defini¢do 3.2, que é o caso abor-
dado nesse artigo. Para obter todos os itens em um padrdo de corte guilhotinado é necessério
fazer rotacdes de 90 graus no objeto, o que define o nimero de estdgios do padrdo de corte
conforme a Defini¢do 3.3. Em algumas situagdes pode ser ainda necessario limitar a quantidade
maxima de um ou mais itens na solu¢do do problema. Nesse caso, assim como no problema da
mochila inteira, dizemos que o problema é restrito, € uma solucdo factivel é chamada de padrao
de corte restrito (Definicao 3.4).

Definicao 3.1. Um padrdo de corte é uma solucdo factivel para um problema de corte e indica
como os itens estdo posicionados (alocados) no objeto antes de serem cortados respeitando as
condigdes de ndo sobreposigdo e contengdo dos itens no objeto. Sua representagdo algébrica
¢ dada pelo vetor coluna Aj € Z™, com a;j representando a frequéncia do item i no padrao de
corte j.

Definicao 3.2. (i) Um corte guilhotinado ortogonal em um objeto retangular é um corte paralelo
a um dos lados do objeto e realizado de uma extremidade a outra, obtendo-se dois retdngulos
menores. (ii) Um padrdo de corte é guilhotinado se para obter todos os itens sdo realizados

apenas cortes guilhotinados, (iii) caso contrdrio, o padrdo de corte é ndo guilhotinado.

Definicao 3.3. (i) Um padrdo de corte guilhotinado é k-estdgios se sdo feitos k-1 rotacdes de 90
graus no objeto para obter todos os itens. (ii) O padrdo de corte é exato se ao final do iltimo
estdgio todos os itens forem obtidos sem precisar de aparas. (iii) Caso contrdrio o padrdo de

corte € ndo exato.
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Definicao 3.4. Um padrdo de corte é restrito se a frequéncia de pelo menos um item i no padrdo
de corte tem um limite mdximo b; < LLJ . L%J Caso contrdrio, ele € irrestrito.
1 1

Considerando as defini¢cdes 3.1, 3.2, 3.4, e apenas uma rota¢do do objeto (k=2 na Defini¢do
3.3), temos o problema de Corte Bidimensional Guilhotinado 2-estdgios restrito (PCBG-2est).
Na Figura 1 sdo apresentados trés padrdes de corte distintos, sendo cada item representado por
um niimero e 0s espagos em branco representando o desperdicio do corte. Na Figura 1a o padrio
de corte € ndo guilhotinado. Note que qualquer tentativa de fazer cortes guilhotinados ocasiona
dano em pelo menos um item. O padrdo de corte ilustrado na Figura 1b é 2-estdgio exato, pois
ao executar 6 cortes (1 no estagio 1 (I) e 5 no estagio 2 (II)) todos os itens serdo obtidos (ndo ha
necessidade de aparas). Na Figura Ic € ilustrado um padrio 2-estdgios ndo exato, pois apds os
cortes guilhotinados do estagio 1, indicados por I, € necessdrio rotacionar o objeto em 90 graus
para fazer os cortes do segundo estagio, indicados por II. Ao final do segundo estdgio, para obter
cada um dos itens 2 é necessario um processo de apara. Cabe dizer que o processo de apara pode
ser considerado como um novo estdgio ou ndo, isso ird depender das condi¢des da industria, pois
algumas fazem as aparas na maquina principal (nesse caso temos um novo estagio), enquanto
outras fazem as aparas em uma maquina secundadria.

2
1
1
1
(a) Padrao de corte ndo guilhotinado. (b) Padrao de corte 2-estagio exato.

11 i
1 1 i 2 ;2

(c) Padrdo de corte 2-estagios ndo exato (estagio 1). (d) Padr@o de corte 2-estdgios ndo exato (estigio 2).

Figura 1: Diferentes tipos de padrdes de corte.
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3.1 Adaptacao do Método em duas etapas de Gilmore e Gomory para o caso restrito

Para resolver o PCBG-2est usamos uma adaptacdo do método de duas etapas proposto em [13]
que gera padrdes bidimensionais 2-estagios (e.g. [10]). Inicialmente os itens sdo ordenados de
forma que w; < wjy1,i = 1...m. Na primeira etapa do método de Gilmore e Gomory adaptado
(MGGA) sdo geradas m faixas de largura wy (k = 1...m) e comprimento L, considerando ape-
nas os itens de largura w; < wy, resolvendo m problemas da mochila restritos (3.1)-(3.4). A
varidvel ¥, (k,i = 1...m) indica a quantidade do item i na faixa k e é limitada superiormente
pelo pardmetro b; (Restri¢do (3.3)) e m; € a drea do item i. Na segunda etapa do MGGA, as faixas
sdo combinadas para gerar um padrdo de corte resolvendo o problema de otimizagado (3.5)-(3.8).
A varidvel fB; é o nimero de vezes que a faixa k é incluida no padrio de corte, e ©* é o valor da
faixa k (valor 6timo do k-ésimo PMR resolvido na primeira etapa).

k
Ty m =Max ) m - (3.1)
i=1
k
Sa:) Ly <L (3.2)
i=1
Vi <bi,i=1...k (3.3)
VWi €Loyi=1..k (3.4)
m
Max )" - i (3.5)
k=1
Sa:y we- B <W (3.6)
k=1
YT -B<b (3.7)
BcZik=1...m (3.8)

No método de Gilmory e Gomory original, o problema a ser resolvido na segunda etapa € um
PMI. No MGGA proposto para resolver PCBG-2est é necessdrio acrescentar um novo conjunto
de restri¢cdes que formam um sistema triangular superior (3.7), e a estrutura de um problema da
mochila € perdida. Ao multiplicar a transposta de y* pelo vetor coluna § obtém-se exatamente
a quantidade de cada item no padrdo de corte. Com isso, as restri¢des (3.7) limitam o maximo
de vezes que cada item ¢ incluido no padrdo de corte. A matriz triangular inferior y* associada a
essas restri¢des € obtida a partir das solu¢des 6timas dos m PMR resolvidos na primeira etapa.

E possivel utilizar o Algoritmo 1 proposto na Secio 2.1 para resolver simultaneamente todos os
PMR da primeira etapa, considerando que p = [, v = m e C = L. Para realizar a segunda etapa
€ necessdrio recuperar m solugdes Gtimas, ao invés de apenas a solugdo para o estagio k =m e
estado ¢ = C conforme discutido na Se¢@o 2. Um algoritmo para recuperar essas solu¢des 6timas
pode ser visto em [3].

Como a estrutura de um problema da mochila € perdida na segunda etapa, propomos na Se¢do
3.2 uma heuristica de relaxacdo para resolver o problema (3.5)-(3.8) usando o Algoritmo 1.
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3.2 Heuristica para resolver o Problema de Corte Bidimensional 2-estagios Restrito

A heuristica de relaxagio (H”P) proposta para resolver o problema de otimizacio da segunda
etapa do MGGA possui quatro fases: (i) relaxar o problema (3.5)-(3.8) retirando o conjunto de
restrigdes (3.7); (ii) definir novos limites superiores para a frequéncia j da faixa k (B); (iii)
utilizar o Algoritmo 1 para resolver o problema relaxado formado pelas expressdes (3.5, 3.6, 3.8)
e considerando os novos limites superiores para f3; (iv) aplicar um processo de factibilizacdo. A
seguir sdo apresentados os detalhes das fases (ii) e (iv).

Para definir novos limitantes para [, fase (ii) da heuristica HPP, considere inicialmente
que o nimero maximo de vezes que uma faixa k pode ser incluida no padrdo depende da
sua largura wy, assim B < |W/wi]. Supondo que para cada k (k = 1,...,m), somente as
inequagdes i (i = 1...k), tenham os escalares ¥;; diferente de zero, pode-se verificar que
Bx <min{|b;/y5],i=1...k}. Se considerarmos ainda o limite superior para o nimero de itens
no padrdo de corte, podemos definir um limite superior para 3; de acordo com (3.9).

Bi < by = min{by, |W /wy|,min{|b;/v],i=1...k}},k=1...m (3.9)

O uso da programacdo dindmica (Algoritmo 1) para resolver o problema de otimizacgio na fase
(iii) permite a recuperacdo de m padrdes de corte. No entanto, alguns destes padrdes podem ser
infactiveis para o PCBG-2est por conter mais itens que o permitido. Nesse caso € necessario
aplicar a fase (iv) da heuristica H"P. A factibilizacio de um padriio de corte consiste na retirada
dos itens em excesso. Isso pode fazer com que o padrio de corte associado ao estagio k =m e
estado ¢ = C do Algoritmo 1 tenha um valor menor do que o valor de algum outro padrdo de
corte. Por esse motivo a heuristica retorna, além de todos os m padrdes de corte, o de maior valor
total.

O pseudocédigo da heuristica H”P estd descrito no Algoritmo 2. As entradas do algoritmo sdo a
matriz y* e os parametros para utilizar o Algoritmo 1 (p = w,v = 7*,C = W). A saida é a matriz
A cujas colunas representam os m padrdes de corte € A j+ 0 de maior valor. As linhas 1,2 e 3
s@o respectivamente as fases (i), (ii) e (iii). Nas linhas 6-12 ¢ feito a factibiliza¢do dos m padrdes
obtidos e na linha 13 € avaliado o valor dos m padrdes e se armazena o de maior valor em A j.

Em resumo, a heuristica PCEP proposta para resolver o PCBG-2est consiste em:

- Ordenar os itens de forma que w; < w1, i=1---m;

- Etapa 1: Aplicar o Algoritmo 1 (p =/, v =7 e C = L) para obter m faixas de largura wy,
(k=1...m) e comprimento L;

- Etapa 2: Aplicar o Algoritmo 2 para obter um padrio de corte restrito.
Para ilustrar a heuristica PCEP considere um objeto de dimensdes (L, W) = (165,70) e trés itens

(Li,wi, b;) € {(30,23,5),(45,45,6),(70,56,2)}, j4 ordenados de acordo com (w; < w;1,Vi). Na
Etapa 1, apds a aplicagdo do Algoritmo 1, sdo obtidas trés faixas de comprimento 165 ilustradas
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Algoritmo 2 Heuristica H"P

Entrada: w, n*,b,W, v*

Saida: A matriz de padrdes de corte e A j« o de maior valor

Relaxe o problema (3.5)-(3.8) retirando (3.7)

Calcule os novos limites superiores (br) para 3 de acordo com (3.9)

Resolva o problema de otimizagio (3.5,3.6, 3.8) pelo Algoritmo 1 considerando que p=w,v=7n",b=5b,C=W
Recupere as m solugdes do problema resolvido na linha 3 e guarde em *

Recupere os m padrdes de corte A;: a;; = ):i:l )qjiﬁj*k paratodo j,i=1...m,i<j
para j=1...mfaca
parai=1...jfaca
enquanto a;; > b; faca
‘ ajj = djj — 1
fim
fim
fim
Calcule o valor de cada padrio de corte e armazene em A j+ o de maior valor.

na Figura 2a e armazenadas na matriz y* exibida em (3.10). A faixa 1, de largura 23, possui 5
itens 1 (linha 1 da matriz), a faixa 2, de largura 45, possui 1 item 1 e 3 itens 2 (linha 2 da matriz),
e a faixa 3, de largura 56, possui 2 itens 2 e 1 item 3 (linha 3 da matriz). Considerando 7;" a 4drea
utilizada pela faixa i obtemos o problema m + 1 do MGGA expresso em (3.12)-(3.17).

500
=130 (3.10)

0 21

11 1
BH'=]0 1 1 (3.11)

0 0 0
Max 34508, + 67658, +79708; (3.12)
S.a: 231 4458, +56B3 <70 (3.13)
51+ 1B +0B3 <5 (3.14)
0B1 +3B,+2B:<6 (3.15)
0B1 +0B,+1B3 <2 (3.16)
Bez (3.17)

Na Etapa 2 utilizamos o Algoritmo 2 para obter padrdes de corte restritos. Um (PMR) € obtido
removendo-se as restri¢des (3.14)-(3.16) do modelo de otimizacdo obtido na Etapa 1 (linha 1).
Novos limites superiores para a varidvel 8 sdo calculados: by = 1 para k = 1...3 (linha 2). O
Algoritmo 1 € entdo aplicado para combinar as faixas e obter os trés padrdes de corte que sdo
armazenados na matriz ﬁ*T exibida em (3.11) (linha 3). O primeiro padrdo de corte é composto
por uma faixa 1 (coluna 1), o segundo e terceiro padrdes de corte sdo iguais e compostos por uma
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faixa 1 e uma faixa 2 (colunas 2 e 3). Esses padrdes de corte sdo armazenados como: A; =[50 0]7
eAry=A3=[63 O]T (linha 5), note que os padrdes de corte 2 e 3 sao infactiveis (excedem em
uma unidade o item 1). Para factibilizar os padrdes de corte, uma unidade do item 1 é retirada dos
padrdes de corte 2 e 3 (linhas de 6 até 12) obtendo A» = A3 =[5 3 0]”. Na linha 13 do Algoritmo
2 o padrdo de corte de maior valor (A, = A3) é armazenado em A}f. Na Figura 2b € exibido o
padrdo de corte obtido apds a factibilizagao.

1| 1 [ 1] 1

(a) Faixas geradas na Etapa 1 da heuristica PCED . (b) Padréo de corte apds factibilizagdo.

Figura 2: Faixas e Padrdes de corte gerados pela Heuristica PC,’;D.

4 ESTUDO COMPUTACIONAL

Nesta se¢do sdo apresentados os resultados do estudo computacional realizado para avaliar o
desempenho da heuristica PCI’;D descrita na Se¢do 3. Como os métodos propostos em [12, 23,
33,34, 36] nao limitam o nimero de estdgios no problema de corte, duas outras estratégias de
solucdo sdo empregadas para benchmark: a heuristica PCgD que difere da heuristica PCEP por
usar um resolvedor genérico na Etapa 2; e a estratégia M1LM que consiste na resolugdo direta de
instancias do modelo de otimizagdo inteira mista (Modelo 1) proposto em [18]. Para a estratégia
MI1LM utilizamos b; como sendo o minimo entre o nimero de cépias do item i e a quantidade de
vezes que o item i cabe no objeto. Esse modelo foi escolhido por ser o mais citado na literatura
para resolver o PCBG-2est (e.g. [21]). As heuristicas PCEP e PCEP, e o modelo M1LM foram
codificados na linguagem Julia usando o pacote JuMP [6]. O resolvedor genérico utilizado foi o
Cplex versdo 12.1 [17] com parametros default. O estudo computacional foi realizado em uma
madaquina com processador Core i7 de quarta geracdo e 3.50 GHz de CPU, meméria RAM de 32
GB e sistema operacional Windows 10 Pro de 64 bits.

Foram usados trés conjuntos de instancias, para todas consideramos somente padrdes de corte
2-estagios restrito com faixas horizontais e sem rotagao dos itens. O Conjunto 1 consiste em
15 instancias da literatura com solu¢des 6timas conhecidas. Essas instincias sdo consideradas
pequenas e com poucas copias de cada item, m € [10,50] e b; € [1,5] (i =1,...,m). As instincias
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OF1, OF2 [23] e wang20 [36] consideram a dimensdo do objeto igual a 70 x 40. As instancias
gcutl-gecutd, geutS-gcut8 e geut9-geutl2 [24] consideram objetos quadrados de lado 250, 500
e 1000, respectivamente. E importante dizer que as instincias geutl-gcut]2 foram propostas
inicialmente para o problema irrestrito e adaptadas limitando em uma cépia para cada item (e.g.
[21]). O objetivo de usar essas instancias é investigar o comportamento das heuristicas PCEP
e PCZD considerando as seguintes perguntas: As heuristicas obtiveram solug@o 6tima? No caso
positivo, qual parte do método contribuiu para isso? No caso negativo, o que provocou este
resultado?

O Conjunto 2 é composto por instincias geradas aleatoriamente usando o 2DCPackGen proposto
em [32]. Foi usada a semente 2021 (seed), tipo de objeto 2 (longo e estreito (ID,)), tipo de itens
de 1216 (ID;), m = {10,20,40}, com distribui¢do 5 (TD). Para cada combinagéo (ID;,m) foram
geradas 5 instancias (NI), totalizando 16 x 3 x 5 = 240 instancias. A dimensao dos objetos varia
de 100 a 200 (D,), dos itens de 25 a 100 (D;) e b; € [1,5] (j = 1,...,m). Para essas instincias
a drea dos itens em relacdo a drea do objeto varia em média de 8,81% e 35,27%. O objetivo de
usar essas instancias € analisar a robustez das heurfsticas PC5” e PCEP.

O Conjunto 3 contém instincias geradas aleatoriamente usando o 2DCPackGen e que simulam
cendrios encontrados na inddstria de méveis (e.g. [4]). Foram utilizados os seguintes parimetros:
ID; = {1,10}, m = {10,20,40,100}, NI = 10, D, € [1850,2750], D; € [50,400] e b; € [40,200]
(j=1,...,m). Os pardmetros omitidos séo os mesmos do Conjunto 2, totalizando 2 x 4 x 10 =80
instancias. Nesse conjunto de instincias a area dos itens em relacdo a area do objeto varia em
média de 0,29% e 1,76%. O objetivo de usar esse conjunto € analisar o comportamento das
heuristicas com instincias mais realistas.

4.1 Resultados para as instancias do Conjunto 1

Na Tabela 1 sdo apresentados os resultados obtidos pelos algoritmos PCEP e PCSD para as
instancias do Conjunto 1. Nas colunas 1, 2 e 3 é exibido o nome das instancias, total de itens
e sua solucdo 6tima. Nas colunas 4-6 e 7-9 sdo apresentados a solugdo (sol), gap e tempo com-
putacional em segundos (t(s)) para cada instancia e método respectivamente. O gap foi calculado
em relacdo a solucdo 6tima (sol*) da literatura do seguinte modo gap = 100 x (sol* — sol) / (sol +
10719y,

Pela Tabela 1, o algoritmo PCgD obteve a solug@o 6tima em 14 das 15 instancias (93,33%) e
seu tempo de execucdo foi em torno de 4 segundos. Uma explicacdo para esse resultado é que
as faixas geradas na Etapa 1 podem n@o ser as faixas 6timas para o problema de corte restrito.
Isso acontece porque ao gerar as faixas (Etapa 1), ndo € levado em conta que ao combind-las
para formar o padrao de corte o nimero total dos itens de um mesmo tipo pode exceder o seu
limite superior. Isto é, usando apenas as faixas obtidas na Etapa 1, nem sempre é possivel obter

o padrdo de corte 6timo para o problema restrito.

A heuristica PCEP obteve a solugdo 6tima para 11 das 15 instincias (73,33%) com tempo de
execucdo abaixo de 2 segundos. O gap médio das solucdes factiveis obtidas para as outras quatro
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Tabela 1: Resultados para as instancias do Conjunto 1.

Literat. pctP PCtP
Instdncia m sol* sol  gap(%) t(s) sol  gap(%) t(s)

OF1 23 2.713 2.713 0,00 1,81 2.713 0,00 3,94
OF2 22 2.515 2.515 0,00 1,82 2.515 0,00 3,93
wang20 42 2.623 2.623 0,00 1,84 2.623 0,00 3,93
gecutl 10 43.024 43.024 0,00 1,80 43.024 0,00 3,92
gcut2 20 57.996 57.996 0,00 1,81 57.996 0,00 3,98
gecut3 30 59.895 59.895 0,00 1,97 59.895 0,00 3,96
gcut4 50 60.504 60.504 0,00 1,80 60.504 0,00 3,94
geutd 10 | 193.379 170.411 11,88 1,81 193.379 0,00 4,07
geutb 20 | 224399  224.399 0,00 1,85 224.399 0,00 3,96
gecut? 30 | 238974 238.974 0,00 1,81 238974 0,00 3,93
gcut8 50 | 245.758 245.758 0,00 1,81 245.758 0,00 4,17
gcut9 10 | 919.476  696.847 2421 1,78 878.821 442 3,97
gcutl0 20 | 856.445 664.464 22,42 1,80 856.445 0,00 4,28
geutll 30 | 942219 687.428 27,04 1,80 942219 0,00 3,99
gcutl2 50 | 970.744 970.744 0,00 1,80 970.744 0,00 3,99

instancias foi de 21,39%. Além da mesma razao ja elencada para o desempenho do algoritmo
PCEP | existe outra justificativa para o desempenho do algoritmo PCEP que ocorre na presenga
do cendrio CN1.

CN1: Suponha que as faixas 6timas para o problema de corte foram geradas em algum dos m
problemas da mochila. Além disso, existe pelo menos uma faixa (6tima ou ndo) muito
atrativa.

Ao fazer a combinagdo das faixas, o método PCEP usa uma estratégia gulosa que privilegia faixas
de maior valor e atribui a elas uma frequéncia maior do que a frequéncia 6tima. Na presenca do
cenario CN1, essa estratégia faz com que o total de um ou mais itens no padrio ultrapasse seu
limite superior, sendo entdo necessdrio realizar a etapa de factibilizac¢do, o que leva a perda de
otimalidade. Esse cendrio ocorreu nas instancias gcut5, gcut10 e gcutl 1, para as quais o algoritmo
PCEP obteve o padriio de corte 6timo.

Em resumo, para as instancias do Conjunto 1 o algoritmo PCgD obteve 20% a mais de solugdes
6timas do que o algoritmo PCEP. Em relagdo a tempo de execugio, o algoritmo PCEP obteve um
tempo aproximadamente 180% melhor do que o algoritmo PCgD .

4.2 Resultados para as instancias do Conjunto 2

Os resultados para as instancias do Conjunto 2 sdo exibidos através do perfil de desempenho pro-
posto em [11]. Através de um teste de hipdtese, esse grafico no plano cartesiano fornece uma fer-
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ramenta para fazer comparacio entre dois ou mais conjuntos de resultados de diferentes métodos
a partir de um valor de referéncia. Para cada conjunto de resultados, o teste de hipdtese é: “o
resultado obtido pelo método estd a uma distancia menor ou igual a T do valor de referéncia?”’.
Para cada instincia resolvida, o melhor resultado obtido entre os métodos é considerado o valor
de referéncia. O eixo x representa a variacdo do fator 7 e o eixo y informa quantas instancias
satisfizeram o teste de hipdtese (em porcentagem) para esse fator 7. Assim, para T = 0 temos, em
porcentagem, a quantidade de instincias em que o método obteve os melhores resultados. Con-
forme o fator 7 cresce, mais distante o resultado obtido pelo método estd do valor de referéncia.
As Figuras 3 e 4 obtidas com a planilha disponibilizada em [22] exibem o perfil de desempenho
associados ao gap e ao tempo computacional. Para esse conjunto de instancias o gap foi calcu-
lado em relacdo ao limitante superior (LimSup) obtido pela estratégia M1LM da seguinte forma
gap = 100 * (LimSup — sol) / (sol +-10710).

A solugdo 6tima foi obtida para 100% das instancias usando a estratégia M1LM, enquanto que
os algoritmos PCHP e PCEP encontraram a solugdo 6tima para aproximadamente 86% e 92% das
instancias, respectivamente, conforme pode ser visto na Figura 3. Em comparagao ao Conjunto
1, a heuristica PCgD obteve decréscimo de 1,33% no desempenho, enquanto a heuristica PCfID
obteve uma melhora de 13,33% no desempenho. Verificou-se que o cendrio CN1 ocorreu em
aproximadamente 7% das instancias.

Analisando a Figura 4 relativa ao tempo computacional, nota-se que o algoritmo PC,’}D obteve
o melhor tempo em 100% das instdncias com um tempo computacional maximo de 1,95 segun-
dos. O algoritmo PCED obteve um desempenho inferior que a estratégia M1LM para 96% das
instancias, mas a diferenca mixima de tempo computacional em relacdo ao algoritmo PCZD foi
de 2,55s a mais, enquanto que a estratégia M1LM teve um tempo computacional médio de 2,62
segundos mas com diferenga maxima de 12,49 segundos a mais.

T - —— e
s I o Ir
¥ /
055 4t .-*
# .-t
L+ P r
09 r .
L]
| ¥
|
085 +
PCHP =
08 Pc(};’D *
MILM &—
075 ‘ . ‘ . : .
o 1 2 3 4 5 5]

Figura 3: Perfil de desempenho do gap (Conjunto 2).
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Figura 4: Perfil de desempenho do tempo (Conjunto 2).

Os resultados também foram analisados considerando o tipo de item. Por essa andlise, constatou-
se que nas instancias com os itens de tipo 1 (itens pequenos e quadrados) os algoritmos PCZD e
PCgD obtiveram solu¢do 6tima em 46,66% e 60% das instancias, respectivamente (pior desem-
penho), e as com tipo 10 (itens retangulares com comprimento longo e altura média) obtiveram
solucdo 6tima em todas as instancias (melhor desempenho).

4.3 Resultados para as instancias do Conjunto 3

O perfil de desempenho relativo ao gap e tempo computacional para as instancias do Conjunto
3 sdo exibidas nas Figuras 5 e 6, respectivamente. Além dos resultados para PCEP e PCEP, sio
exibidos também o perfil de desempenho para trés variacdes do método M1LM. As variacdes sdo
relativas ao tempo maximo de resolucdo definidos em 5 (M 1LMs), 10 (M1LMj¢) e 20 (M 1LM)
minutos. E relevante dizer que na estratégia M 1LMa a execucio foi interrompida antes do tempo
total por falta de memdria. Aumentar o tempo de execucdo do Cplex ndo proporcionaria melhoras
significativas. Para esse conjunto de instincias consideramos a 4rea do objeto como limitante
superior (LimSup), sendo o mesmo para todos os métodos de solucdo. O gap foi calculado pela
mesma expressao utilizada para o Conjunto 2.

De acordo com o perfil de desempenho referente ao gap exibido na Figura 5, as heuristicas
PCII;D e PCZD obtiveram as melhores solu¢cdes em aproximadamente 88% e 92% das instancias,
respectivamente, enquanto a estratégia M1LM obteve melhores solu¢des em menos de 8% das
instancias, para as trés variacdes. Além disso, os algoritmos conseguiram obter uma solugio
factivel para todas as instancias com gap maximo médio de 4.4%. A estratégia M1LM obteve
solugdo factivel para 77,5% das instancias, em sua melhor variacdo (M 1LM,). Para as instancias
em que a estratégia M1LM,y ndo obteve solucdo factivel (22,5% do total), em 55% delas o
Cplex retornou a mensagem ~Warning: MIP starts not constructed because of out-of-memory
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status”. Isto é, o Cplex ndo conseguiu iniciar a resolucdo da instancia do modelo devido a falta
de memoria para armazenamento (nas instdncias com m = 100, o nimero médio de varidveis e
restricoes é da ordem de 107 e 10* respectivamente).

Em relagdo ao tempo computacional (Figura 6), os algoritmos PCEP e PCEP tiveram o melhor
tempo em aproximadamente 38% e 61% das instincias, respectivamente, enquanto a estratégia
M1LM obteve tempo computacional maior para todas as instancias. Podemos perceber que nas
instancias do Conjunto 3 a heuristica PCEP foi melhor do que a PCEP em relagdo ao tempo
computacional. O problema de otimizacao na Etapa 2 ¢ resolvido rapidamente pelo Cplex. Em
contrapartida, a heuristica PCEP resolve m problemas da mochila na Etapa 2 simultaneamente
por programacdo dindmica, e para as instancias do Conjunto 3 o espaco de estado é de grande
porte provocando maiores tempos de execucao.

FPCEP +
MI1LMs & —
M1LMioe--
M1LMzoX—

o 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10

Figura 5: Perfil de desempenho do gap (Conjunto 3).
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Figura 6: Perfil de desempenho do tempo (Conjunto 3).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse artigo propomos um algoritmo de programacdo dindmica para resolver o problema
da mochila restrita e heuristicas para resolver o problema de corte bidimensional guilhoti-
nado 2-estagios restrito. Os resultados computacionais para as instincias de pequeno porte do
PCBG —2est (Conjunto 1 e 2) mostraram a robustez das heuristicas (PCEP” e PCEP que resol-
veram, respectivamente, em torno de 80% e 92% das instincias na otimalidade). A estratégia
MILI resolveu todas as instincias do conjunto 2 na otimalidade com tempo computacional si-
milar ao das heuristicas (diferenca maxima de 2,55 segundos) mostrando a superioridade nesse
conjunto de instancias. Para as instancias de grande porte (Conjunto 3) a estratégia M1L1 obteve
as melhores solugdes em apenas 7,5% das instancias considerando 20 minutos de execugéo e nao
encontrou solucdo factivel em 22,5% das instancias. As heuristicas encontraram solugdo factivel
para todas as instancias e obtiveram as melhores solugdes em torno de 90% delas. O tempo
computacional das heuristicas foram em média de 11 segundos mostrando a superioridade em
relagdo a estratégia M1L1 para instincias de maior porte. Como pesquisa futura € interessante
implementar no Algoritmo 1 a geracdo de faixas verticais (na versdo atual somente faixas ho-
rizontais sdo geradas) e considerar também a geragdo de padrdes de corte combinando faixas
verticais e/ou faixas horizontais. Outra proposta é adicionar a rota¢do dos itens no Algoritmo
1. A qualidade das solugdes obtidas com a Heuristica PCEP, em particular para as instancias
de grande porte, estimulam a investigacao futura da sua eficiéncia para resolver o subproblema
pricing do método de geragdo de colunas para o Problema de Corte de Estoque Mono-objetivo
(e.g. [19,31]) e Multiobjetivo (e.g. [4,5]).
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ABSTRACT. Cutting and packing problems are part of the production planning process in
many industries (e.g. paper, glass, furniture). In some furniture industries, large rectangular
objects have to be cut into smaller rectangles and there is a limited storage space for work
in process . In this case there is interest in solving the constrained two-dimensional two-
stages guillotine cutting problem (PCBG-2est). Several authors applied dynamic program-
ming algorithms for solving the unconstrained two-dimensional cutting problem. However,
for the constrained case this technique still presents some challenges due to the size of the
state space. We propose a heuristic based on the two-step method of Gilmore and Gomory
for the constrained PCBG-2est considering special constraints associated with the cutting
equipment. The results of a computational study with three sets of instances show the effi-
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ciency of the proposal. In particular, for instances that are similar to the furniture industry,
solutions were obtained with an average maximum gap of 4.4%.

Keywords: Two-dimensional two-stages guillotine cutting problem, constrained problem,
dynamic programming, heuristic.
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