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RESUMO. Neste trabalho, apresentamos um modelo geral para selecionar carteiras de investimento a partir
da maximizacao de um momento impar de ordem superior quando fixados os dois primeiros momentos, con-
siderando um ativo livre de risco e permitindo vendas a descoberto. Deduzimos propriedades geométricas
de suas solucdes. Propomos ainda uma generaliza¢cdo ao modelo Média-varidncia de Markowitz, pela
minimizag¢do de um momento par de ordem superior sujeita a um retorno fixo.

Palavras-chave: selecdo de carteiras de investimento, momentos de ordem superior, maximizacdo da
assimetria.

1 INTRODUCAO

O interesse pela otimizacdo de um portfélio onde sdo considerados momentos de ordem superior
vem se renovando nos dltimos anos. Vemos, a exemplo de trabalhos como Arditti [1], Kraus e
Litzenberg [4] e Athayde e Flores [2], que atualmente se discute muito a ideia de momentos
de ordem superior serem altamente relevantes na selecdo de carteiras de investimento, em um
contexto onde os retornos de ativos nao seguem um padrdo de distribuicao normal. Nesse sen-
tido, considerar momentos de ordem superior permitiria obter-se uma melhor aproximacao para
a funcdo utilidade. Contribuigdes, como as verificadas nos trabalhos de Athayde e Flores [2, 3],
lancam luz a uma série de questdes que antes impediam o desenvolvimento matemaético desta im-
portante abordagem para selecao de carteiras de investimento. Ao utilizar uma nova nota¢io na
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412 GENERALIZAGAO DE MODELO DE SELEGAO DE PORTFOLIOS

representacdo de qualquer momento tensor relacionado a um vetor aleatério multivariado de re-
tornos de ativos, deduziram importantes resultados qualitativos em um contexto de maximizagao
da utilidade.

Desde [6], desenvolvemos um trabalho de pesquisa com modelos de sele¢do de carteira de inves-
timento sob a 6tica da maximizagdo da funcgdo utilidade, explorando a dualidade verificada na
natureza deste problema e a necessidade em se considerar momentos de ordem superior. Segundo
Athayde e Flores em [3], sua notacdo trata o problema em um cendrio geral, o que significa tanto
na ordem maxima p dos momentos de interesse do portfélio, quanto na representaco sistematica
da assimetria ou outros tensores de ordem superior.

Dado um vetor aleatério n-dimensional, o conjunto de seus momentos de ordem p pode ser
representado por um tensor. De modo que um tensor de p-ésimos momentos, com n” elementos,
¢ transformado em uma matriz de ordem n x n”~!. No caso da assimetria, por exemplo, o tensor
de terceiros momentos é transformado em uma matriz n X n2, separando o cubo em camadas
n X n que serdo dispostas lado a lado,

Oi11 >+ Oltn ** Opil "+ Onuln
M3 =
Oinl *** Olan *** Omnl  *** Opnn

Assim, a assimetria do retorno da carteira pode entdo ser representada por:
aM(a@a),

em que ® denota o produto de Kronecker, M3 representa a matriz que contém as co-assimetrias
do vetor aleatdrio de n ativos e o0 € R”, seus pesos correspondentes. Além disso, a notacao per-
mite que todas as operagdes necessarias entre os momentos sejam realizadas através de calculo
matricial.

Embora o conjunto de todos co-momentos possa representar dificuldades de estimativa eco-
nométrica para a aplicacdo, é importante analisar a solugdo geral para o problema. O rigor para a
ordenacgdo preferencial de portfélios, dada por Scott e Horvath [8], pode levar a resultados mais
interessantes no contexto estrito de otimizacao de portfélio. Em [3], encontramos a minimiza¢ao
generalizada para qualquer momento par de um dado portfélio com retorno e assimetria fixados,
bem como a discussao de propriedades geométricas destes modelos. Athayde e Flores ressaltam
que a estrutura estudada em [3] traz consequéncias importantes além de esclarecer a geometria
de conjuntos de portfélios eficientes no espago dos momentos, mas que suas implica¢des ainda
ndo foram totalmente exploradas.

Em nossas contribui¢cdes neste trabalho, exploramos a dualidade existente nestes problemas de
otimizagdo, obtendo as estruturas e resultados para o problema dual ao modelo de variancia
minima proposto em [3] e a sua generalizagdo para momentos pares proposto em [2], além de
obter uma generalizacdo para o modelo Média-Variincia de Markowitz [5]. Isto €, analisamos os
problemas de maximizacdo da assimetria, fixados o retorno e um momento de ordem par da car-
teira, e de minimizacio de um momento de ordem par quando fixado apenas o retorno da carteira.
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Apresentamos ainda, um modelo para maximizar um momento impar qualquer sujeito a restricdo
dos dois primeiros momentos, tendo em vista que os investidores gostam de momentos impares
e nao gostam de pares. E discutimos a propriedade homotética presente na estrutura que surge
a partir desta otimizacdo no espaco dos momentos. Ao longo de todo o texto, assumimos que
os gradientes das restri¢des nos pontos 6timos sdo linearmente independentes, mas indicamos
quando e o qué ocorre no caso da dependéncia linear entre eles.

O objetivo central deste trabalho é explorar a dualidade no modelo geral proposto em [3] para,
invertendo o papel dos pardmetros no modelo, investigar as mesmas estruturas através da abor-
gem de maximizagdo da assimetria. E verificar, como observado em [3], a existéncia de padrdes
também na maximiza¢do de um momento de ordem impar, em complementacao ao modelo geral
proposto para a minimiza¢cdo de um momento de ordem par.

Na Secdo 2, apresentamos a otimizacdo da variancia considerando o primeiro e o terceiro mo-
mentos desejados do portfélio, uma propriedade homotética e a generalizacdo destes resulta-
dos para momentos de ordem par quaisquer, obtidas em [2, 3]. Na Secdo 3, propomos uma
generalizacdo para o modelo Média-Variancia de Markowitz e utilizamos este resultado na Se¢ao
4, obtendo a estrutura e alguns resultados para o problema dual ao modelo geral de ordem par a
trés momentos, visto na Secdo 2. Na Secdo 5, apresentamos o modelo de otimizacdo da assimetria
considerando os dois primeiros momentos e mostramos que a propriedade homotética também se
verifica. A Se¢do 6 generaliza os resultados para momentos de ordem impar quaisquer. Em nossa
conclusdo, explicamos como nossos resultados complementam o estudo de modelos de selecio
de carteira que consideram momentos de ordem superior, dando maior relevancia a abordagem
dos modelos duais.

2 O PROBLEMA DE VARIANCIA MINIMA E SUA GENERALIZACAO PARA
MOMENTOS PARES DE ORDEM SUPERIOR

O material desta sec¢do se baseia em Athayde e Flores [2,3], onde € encontrada uma anélise pro-
funda do problema de portfélio 6timo considerados os trés primeiros momentos sob a perspectiva
da minimizacdo da varidncia quando fixados os dois primeiros momentos de ordem impar, e uma
generalizacdo para este modelo através da minimizagdo de um momento par de ordem p qual-
quer sob o0 mesmo conjunto admissivel. Na Secdo 4, analisamos o problema dual associado a esta
generalizacdo.

2.1 Uma carteira 6tima de variancia minima

Minimizar a variancia, para um determinado retorno médio e assimetria, equivale a encontrar a
solu¢do para o problema:

H}xinL =a'Myo+ (0, —a'My(a@ @) + L [E(ry) — (o' My + (1= [1])rp)], (2.1

em que M|,M, e M3 sdo respectivamente as matrizes relacionadas aos tensores de primeiro,
segundo e terceiro momentos verificados para os n ativos de risco, & € o vetor dos n pesos do
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portfélio — onde sdo permitidas vendas a descoberto —, 7 a taxa de retorno sem risco, [1] é um
vetor n X 1 de 1’s e os lambdas sdao multiplicadores de Lagrange.

Denotando por R = E[r,| —ry e x = M; —[1]rs, temos que R serd o retorno excedente da carteira
representado pela equacdo o' x = R onde a soma de todos os pesos, dos ativos com e sem risco,
éigual a 1. Assim as condi¢des de primeira ordem sdo:

2Myo =3 M3 (0@ o) + Apx
aMi(a@a) =0,
o'x=R

A solucdo para (2.1) € encontrada resolvendo o sistema de n—equagdes ndo lineares,

Apo,3 —AsR A4R—A>0 3
Myoa=—2"—"_Ma®o P 2.2
2 A()A4—(A2)2 3( ® )+ 2)67 ( )

ApAs — (A2)
em que os escalares:

Ao = XM ',

Ay =x'M; ' "Mz (0@ @),

Ay = (@ a) MiM; 'Ms(a @ a);
tem subscritos correspondentes ao seu grau de homogeneidade como fungdes reais do vetor o.

Em particular, Ag e A4 s@o positivos, uma vez que a inversa da matriz de covariancia é positiva
definida.

Multiplicando a Equagdo (2.2) pelas préprias solugdes @, obtém-se a variancia 6tima:

A4R* —2A3R0,5 +Ao(0,3)?
O =
» AoAs— (A2)2

A proposic¢do a seguir foi obtida por Athayde e Flores [2].

Proposicao 2.1. Para um dado k positivo, seja 0. o portfolio de varidncia minima quando R =1
€0, = K e 6,2 a varidncia minima correspondente, entdo, para todo portfolio étimo relacio-
nado ao par assimetria/retorno tal que 6,3 = K3R3, uma solucdo para (2.1) serd ot = &R, com
varidncia minima correspondente 0,2 = 6‘sz2.

2.2 A generalizacao para momentos pares de ordem superior

Dado um vetor de pesos & € R", na notacdo introduzida por Athayde e Flores [3], o p-ésimo
momento do portfélio com estes pesos € representado por

dMy(a@aa---@a) =o' M,a®P1,
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em que ® denota o produto de Kronecker e M), representa a matriz que contém os p-ésimos
momentos do vetor aleatdrio de n ativos.

Para o caso geral de minimizar um momento par de ordem p quando fixados os dois primeiros
momentos impares, o problema sera:

minZ = a'M,o®P7) 4 A (0,5 — ' M3a™?) + y(R — o'x). (2.3)

Logo as condicdes de primeira ordem serdo:
pM,a®P=1) = 3A My a®? 4 yx
OttM3OC®2 =0, . 24
o'x=R

Notando que M,a®P~1) = M,(a®P~2) @ I,)a, e que a matriz M,(a®P~2) @1,) é simétrica e

definida positiva, o seguinte sistema pode ser formado a partir da primeira equagado de (2.4) para
obter os valores dos multiplicadores:

PR =30 (M,a® P2 @ 1,) ' M30%? + y' (M, a® P~ @ I,) " 'x
PO, =3A(M30%2) (M, a® =2 @ 1) ' M3 a®? + y(M3 ™) (M, a® P =D @ I,,) .
Definindo

By p = xX'[My(a®L) ' ]x,
By p=x[Mp(a”L) Ms(a@ ) e
By = (o) My[M, (0" 1,)]) ' Mz ™2,

com 0s subscritos correspondentes ao grau de homogeneidade com respeito ao vetor de pesos, a
solucdo final vem do sistema:

(Ba—pBs—p — (Ba—p)")Mpa® P~V = (B,_,6,3 — By_pyR)M30"* + (Bs_,R — B4_,G,,3)x.

O p-ésimo momento do portfélio 6timo serd dado por:

_ Bs pR*—2By_,R0,5 + By (0,3)?
By pBs—p— (Ba—p)*

Gpp

A proposic¢do a seguir foi obtida por Athayde e Flores [3].

Proposicao 2.2. Para um dado k positivo, seja 0. o portfolio que minimiza o momento par de
ordem p quando R =1 e O, = B e Gy 0 p-ésimo momento minimo correspondente, entdo,
para todo porifélio 6timo relacionado ao par assimetria/retorno tal que 0,3 = K3R3, uma solugdo
para (2.3) serd o = &R, com p-ésimo momento minimo correspondente 0,r = G, RP.
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3 UM CASO PARTICULAR ASSOCIADO AO MODELO QUE MINIMIZA UM
MOMENTO PAR DE ORDEM P

Desde [6], investigamos a dualidade nos problemas de otimizagdo relacionados a modelos de
selecdo de carteiras eficientes. Quando incorpora-se um terceiro momento ao problema de
selec@o de carteiras, a dualidade passa a relacionar trés problemas que, sob certas condicdes,
s@o duais entre si. Deste modo, a eficiéncia da carteira esta condicionada a existéncia de solucdo
simultinea nos problemas, para cada uma das abordagens. Um estudo mais cuidadoso acerca da
dualidade nos problemas a trés momentos, aponta a solu¢do obtida no modelo Média-Varidncia,
de Markowitz [5], como sendo o ponto chave nesta questao.

Os modelos apresentados na Se¢do 2, que consideram momentos de ordem superior, em que sao
considerados trés momentos, definem problemas de otimizag¢do com duas restricdes, onde um dos
momentos € otimizado enquanto que os outros dois sdo fixados e determinam as restricdes do
problema. Deste modo, os problemas duais podem ser obtidos trocando o objetivo de otimizagdo
por um dos momentos fixos no problema primal. Além disso, Em [2, 3] as soluc¢des para es-
tes problemas de otimizagdo sdo condicionadas a B ,Bs_, — (Bs— p)2 > 0 que, quando p =2,
corresponde a ApAy —A% > 0, sendo necessdrio uma andlise dos casos em que a solucio estd
associada 2 By ,Bs_, — (Bs—,)* = 0 ou ainda AgAs — A3 = 0.

Resultados preliminares, por ocasido de nosso estudo, indicam que quando a soluc¢do para o
problema proposto em [3] resulta em AgA4 — A3 = 0, tal solugdo ndo pode ser obtida pelo método
dos multiplicadores de Lagrange, pois implica que os gradientes das restricdes sdo linearmente
dependentes. E estes casos estdo associados, em sua maioria, a solugdo de Markowitz obtida a
partir do modelo Média-Variancia.

Para investigar a dualidade no modelo geral que minimiza o0 momento par de ordem p proposto
em [2] , apresentamos a seguir uma generaliza¢io para o modelo Média-Variancia de Markowitz.

3.1 O modelo Média-Variancia

O conhecido modelo de Markowitz, Média-Variancia, que considera os dois primeiros momentos
na selecdo de carteiras de investimento eficientes, recai em um problema de otimizagdo restrita,
em que minimiza-se a variancia fixando o retorno ou, equivalentemente, maximiza-se o retorno
fixando a varidncia. Podemos considerar, para aplicacdo deste modelo, carteiras compostas por
n ativos de risco e um ativo livre de risco. De modo que, um portfdlio 6timo é obtido pela
minimizacgdo do Lagrangiano:

minL = oMo+ A[E(ry) — (/M1 + (1 = &'[1])ry)], 3.1)

onde M1, M, sdo as matrizes que contém os retornos médios, covariancias dos n ativos de risco,
E(rp) é um retorno esperado fixado, ry a taxa de retorno livre de risco e ® denota o produto de
Kronecker.
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Denotando R = E(r,) —ry e x = My — [1]ry, as condigdes de primeira ordem sdo:

(3.2)
a'x=R

{2M20c = Ax
De modo que, obtendo o valor do multiplicador A e substituindo em (3.2) obtemos um tnico
candidato a extremo, que serd, devido a convexidade, a solucdo para o problema (3.1):

R _
* = —M, Iy,
x’M{lx

A partir de @, obtém-se a varidncia minima associada a carteira 6tima.

R2

oYy =——
x’M{lx

p2

3.2 Uma generalizacio do modelo de Markowitz considerando momentos de ordem
superior

Podemos nos perguntar quais seriam as implicacdes de um modelo que, para selecionar car-
teiras de investimento, minimiza um momento par qualquer de ordem p, tendo como restricdo
um retorno fixo. Neste caso o problema de otimizagdo teria uma estrutura semelhante a obser-
vada no modelo de Markowitz, de modo que um portfélio 6timo é obtido pela minimizagdo do
Lagrangiano:

minL = o' M,a® P 4 A [E(r,) — (@M + (1 — o [1])ry)], (3.3)

em que M| e M, sdo, respectivamente, as matrizes que contém os retornos médios, € 0s co-
momentos de ordem p dos n ativos de risco. Assim as condi¢des de primeira ordem sdo:

(3.4)
a'x=R

Para obter o valor do multiplicador A,, multiplicamos a primeira equagdo de (3.4) por
X (Mp(a® P2 @1,)) 7
pY o= QX (M (a®P P @ 1,)) ",

PR
X (M, (0P D @L,) Tx’

A=

Substituindo em (3.4) o valor l,, encontrado, obtemos um candidato a extremo, que serd, devido
a convexidade, a solugdo para o problema (3.3):

t = R *®(p—2) -1
O AW D g ) T ®h))" x. (3.5)
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Sendo o uma solu¢do para o problema (3.3), multiplica-se ambos os lados de (3.5) por
oM p(oc*@(” 2@ I,), para obter o momento minimo de ordem p associado a carteira Gtima.
R2
G*p - .
p xt(Mp(a*‘@(P*z)@In))*lx

Definindo:
By, = x’(M,,(a®("_2) ®1,)) 'x,

temos um sistema de n equagdes ndo lineares em o::

R
B,

*

(04

(My (P2 01,))"x,

e a expressdo que representa o p-ésimo momento minimo:

R2
B;,p '

*
O-pp =

Quando p > 2, ou seja, a partir do quarto momento, a expressao que caracteriza a carteira 6tima,
bem como a expressao que define o momento minimo associado, vao depender de .

4 MAXIMIZACAO DA ASSIMETRIA FIXADOS UM MOMENTO DE ORDEM PAR
E O RETORNO

O Principio da Dualidade, na teoria da otimiza¢do matemadtica, permite que os problemas de
otimizagdo possam ser vistos a partir de duas perspectivas, de modo que o ponto de minimo
obtido no problema primal correspondera ao ponto de maximo em seu dual.

Lema 4.1 (Lema da dualidade). Sejam f(x), g(x) e h(x) fungdes continuamente diferencidveis
de classe C? sobre um conjunto aberto A C R". Se x* € A é um mdximo estrito (local) de g(x);
sujeito a f — f(x) =0 e h—h(x) = 0; f e h escalares; com respectivos multiplicadores de La-
grange dados por Y1 e b, Y1 > 0 e condigdes estritas de segunda ordem, entdo x* € A é também
um minimo estrito (local) de f(x) sujeito a g(x*) — g(x) =0, e h— h(x) = 0, com os respecti-

vos multiplicadores de Lagrange % e -2 Tendo em vista a natureza dual dos problemas de

n’
otimizagdo associados ao modelo de selec@o de carteiras de investimento que considera os trés

primeiros momentos, tomamos o problema de minimizar o p-ésimo momento par, visto na Secao
2, como primal e construimos seus duais.

4.1 O problema dual quando maximizamos a assimetria

Para maximizar a assimetria quando fixados o primeiro momento e um momento par de ordem
p o lagrangiano do problema sera:

max L = o' M30%% 4+ 71, (00 — atMpoc®(”*1>) + %5p (R — o' x). 4.1
o
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Logo as condigdes de primeira ordem serao:
3M30%% = py1,M,a® P~ -y x
WMy P D) = g, . 42)

a'x=R

Como M,a®P~1) = M,(a®P~2 @ 1I,)a, e a matriz M,(a®P~2) ®1,) é simétrica e definida
positiva, o seguinte sistema pode ser formado multiplicando a primeira equagio de (4.2) por o
e X' (M,(a®P=2) ®1,))"" para obter um sistema para os multiplicadores de Lagrange:

30/ M30°% = pYipGpr + PopR
3% (M, (P2 @ 1,)) ' M30%2 = pyi R+ ppx (M, (P2 @ 1,))'x

Definindo como no caso par
By =¥ [My(a®" P @1,)] ',
Bimp =X M@ 01,)] " Ms(a®) e
Bo_p = (O‘®2>IM§ [Mp(OC@(piZ) ®[n)]7lM3a®27

com os subscritos correspondentes ao grau de homogeneidade com respeito ao vetor de pesos,
temos:

PYipOpr + YopR = 30 M3 (0t®?)
p’}/lpR + ’)/21732717 = 38471)

Deste modo, para resolver este sistema basta encontrar a inversa da matriz

Opr R ]

Be=
"R B,

quando seu determinante for ndo nulo.
Note que o determinante da matriz Bs se anula quando

R2
By,

Gpp =

E neste caso, os vetores x e M ,,(x®<1"1) sdo linearmente dependentes, dando origem a mesma
solucdo encontrada na generaliza¢gdo do modelo de Markowitz apresentada na secdo anterior,
que denotaremos aqui como solucio trivial. O que pode ser verificado na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 4.3. Os vetores x e M,,(Jc@(”_1> sdo linearmente independentes se e somente se
detBs > 0. Além disso, se x e Mpa®<”’l) sdo linearmente dependentes, entdo RM,,O!®(”’1) =
OprX.
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Proof. Considere a norma ||OCH?, = o/ (M,0®P=2) @ I)~'a, induzida pelo produto interno
(o, B)p = o' (M,,a®P=2) @ 1)~ B. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
|(x, (Mpa® P2 @ D ar) | < |l M, PV,

|G, M), 2 <l M0 PV

Logo
detBs = 6By — R* = |[x]3[|M, 0~ V|2 — ((x,M,a"=V) )2 > 0.

Sabemos que a igualdade se verifica se e somente se os vetores x e Mpa®<1"1) sdo linearmente
dependentes. Por outro lado,

Opr [Gpsz_p —R2] = szsz_p — GPPR2 — GPPR2 + GppR2
= {oppx—RM,a® P~ VY (M,a® P2 @ )" {opx — RM,a®P~V}

_ @(p—1) |12
= ||oprx — RMpa*P~ V|12,
Sendo o,» estritamente positivo, O, By— ), — R? =0 se somente se OprX = RM,,oc@(P*l). O

A Proposicao 4.3 nos mostra que o caso detBg > 0 corresponde a totalidade dos casos em que a
hipétese de independéncia linear dos gradientes das restricdes € satisfeita. Logo, podemos através
da inversa da matriz By, obter os multiplicadores ¥i, € ¥5,.

3By pa'M3(a®?) —Bs_pR

= — =3
yl]’ 2 Gpl’BZ—p _ R2 € ’)/2]7

GppB4,p — (XtM3((X®2)R
OBy —R?

4.3)

Substituindo (4.3) na primeira equagdo de (4.2) obtém-se o seguinte sistema de n equagdes nao
lineares que € satisfeito pela solugcdo do problema:

(Bz_,,a'M3(a®2) —B4_,R
OBy —R?
O'ppB4_p — OCZM3(06®2)
OBy —R?

) o= (M, (a®P2 @1,)) " M3 (a®?)
“4.4)

)0ty ) !
Sendo o a solugdo para (4.1), multiplicando ambos os lados da equagdo (4.4) por (a?z)’Mg e
sendo 6;3, a assimetria 6tima (maxima), chega-se a equacao:

(Bz_pB67p — (B4_p)2)(7p1) — BG,pR2 + 2B4_p0;3R — Bz_p(6;3)2 =0,

onde By j, B4, € Bs_), sdo calculados em o, o conjunto de pesos do portfélio 6timo, cuja
assimetria méaxima figura na equagdo junto com os outros dois momentos, R € G,r. A partir desta
equacdo, uma expressao para a assimetria maxima associada ao portfélio 6timo € obtida:

o = By pR+ \/(3271736*17 — (Ba—p)*)(0prBa—p —R?)
B, '

(4.5)
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Tendo em vista o Lema 4.1, a dualidade entre os problemas estd condicionada ao sinal do mul-
tiplicador associado a restricdo definida a partir da funcdo objetivo do problema primal. Neste
caso, para haver dualidade, ¥, terd que ser estritamente positivo, ou seja

By_,a'M3(a®?) > By_,R.

Além disso, sabemos que o discriminante em (4.5) € sempre positivo. Deste modo, podemos
concluir que a assimetria maxima associada a carteira 6tima eficiente, ou seja que pertence a
regido de dualidade, é dada pela expressao:

ot — By pR+ \/(32pr6—p — (Bs—p)*)(0prBr—p —R?) _
P’ B,

Todos os resultados obtidos nesta secdo podem ser reproduzidos para o segundo problema dual
associado ao modelo geral apresentado na Secdo 2, de modo a obter uma carteira de retorno
maximo quando fixados o momento par de ordem p e a assimetria da carteira.

Ao desenvolvermos o modelo geral que minimiza um momento de ordem par proposto em [3],
sob a perpectiva da maximizacdo da assimetria, explorando a natureza dual dos problemas de
otimizacdo envolvidos, ampliamos a visdo do modelo, o que permitiu confirmar a estabilidade
das estruturas bem como a preservacao das caracteristicas de homotetia. Agora, propomos um
modelo geral semelhante, onde um momento de ordem impar serd maximizado. Esta é uma
perspectiva que generaliza o problema dual ao problema de minimizar a variancia quando fixados
os dois primeiros momentos e apresenta estruturas distintas da generalizac@o anterior.

Na préxima se¢@o apresentamos nossa versio para o modelo a trés momentos, sob a perspectiva
da maximizagdo da assimetria, dual ao problema da Subsec¢@o 2.1, para em seguida generalizar o
modelo para momentos impares de ordem superior, contemplando todas as possiveis variagdes e
permitindo uma comparagdo entre as possiveis generalizagdes.

5 CARTEIRAS DE ASSIMETRIA MAXIMA

Para obtermos os mesmos resultados para momentos de ordem impar, inicialmente maximiza-se
a assimetria fixando os dois primeiros momentos, retorno e varidncia como em [7]:

max [ = ' M3(a@a)+7(0, —a'Ma)+ (R —o'x), (5.1)

IMz(a®@ o) =27iMya+ px
a'Mra = 0,2
oa'x=R

Determinamos os multiplicadores obtendo as equacdes:

2no,, + pR=3a'M3(a®@a)
211R + pAg = 34,
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em que
Ao :xIMz_lx,
Ay =XMy'My(a® a),

e encontramos o seguinte sistema de n equacdes ndo lineares em o que satisfaz a equacdo de
Lagrange:

0 Ms(a® o) — 4, o=M"M(axa)— P ! ) My'x. (5.2)
0,040 — R? G,pAo — R?

A partir da solucdo dada pela Equacdo (5.2), obtemos a assimetria 6tima para a maximizagdo do
terceiro momento.

AR+ \/ (AoAs — (42)2)(0,2A0 — R?)
Gps = Ao .

Esta assimetria associada a carteira eficiente ird indicar se os parametros fixados possibilitam a
dualidade com o problema de minimizar a varidncia. O que ird depender do sinal do multiplicador
de Lagrange associado a restri¢do que tem como origem a func¢io objetivo, conforme o Lema 4.1.

Em [7], além da existéncia de solucdo para o problema (5.1), obtemos o seguinte resultado de
propriedade de homotetia para o problema de maximizagcdo da assimetria, semelhante aquele
verificado para o conjunto de varidncia minima.

Proposicao 5.4. Para um dado k positivo e maior ou igual a ﬁ, seja & o portfolio de assimetria
mdxima (minima) quando R=1e 0,, = K2, e 6,3 a assimetria mdxima (minima) correspondente,
entdo, para todo portfdlio 6timo relacionado ao par varidncia/retorno tal que 0, = K*R?, uma

solugdo para (5.1) serd & = OLR, com assimetria mdxima correspondente ©,; = 6P3R3.

A seguir generalizamos os resultados obtidos para qualquer momento de ordem impar dados o
retorno esperado e a variancia.

6 GENERALIZANDO O MODELO A TRES MOMENTOS PELA MAXIMIZACAO
DE UM MOMENTO IMPAR DE ORDEM SUPERIOR

Seguindo a maxima de que momentos de ordem superior fornecem um melhor cendrio na andlise
de investimentos, apds obter os problemas duais associados ao modelo geral de Athayde e Flores
[2], introduzimos um modelo geral para maximizar um momento impar de ordem g > 3, e em
seguida um modelo geral que maximiza um momento de ordem impar qualquer.

6.1 Maximizando um momento impar de ordem g > 3

Dado um vetor de pesos o € R”, na notagdo introduzida por Athayde e Flores [3], o g-ésimo
momento do portfélio com estes pesos € representado por

dM(a@aa---@a)= oMoV,
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em que ® denota o produto de Kronecker e M, representa a matriz que contém os g-ésimos
momentos do vetor aleatdrio de n ativos. Para este modelo geral consideramos g > 3.

Para o caso geral de maximizar um momento fmpar de ordem g > 3 quando fixados os dois
primeiros momentos, o problema sera:

max L = o' M,o®4Y) 4 A(0,p —a'Myat) +Y(R— ot'x), (6.1)
o

gM,a® 9= = 2AMy o + yx
a'Mya = 0,2
o'x=R
Como estamos lidando com momentos de ordem impar, a matriz M> ndo se altera. De modo que
definindo
Ag =x'Mj 'x,
Ayt = XMy "My,
Agy 1) = (Mqa®<q‘1>)’M2‘1Mqa®("‘1)

obtemos as seguintes equagoes:

246,2+ YR = ga' Mya®le~ 1)
2AR+ YAg = qu—l

Assim, resolvendo (6.1) quando 6,2A¢ — R? > 0, determinamos um sistema de n equacdes nio
lineares em @, que satisfaz a equagdo de Lagrange, e define a configurac@o 6tima da carteira com
o momento impar de ordem ¢ maximo:

Aoa!' Mya®\1"Y) — A, 1R «— MM ey _ [ At T o' My IR M 'x
2 -2 q 2 2
0,240 —R 0,240 —R

6.2)
em que os coeficientes Ay € Ay, 1) estdo associados a @, a carteira 6tima. Do sistema (6.2),
uma expressdo para o g-ésimo momento associado ao portfélio eficiente € obtida:

24, 1R+ \/4(Aq,1 )2R2 — 4A0(0,2 (AoAny 1) — (Ag-1)2) +As(y 1)R)
24,
Ag-1RE (Ao 1) — (Ag-1)?) (0,040 — R)
Ao ‘

Opa =
(6.3)

Tendo em vista a condi¢cdo para dualidade no Lema 4.1, podemos considerar apenas a raiz
positiva de (6.3):

Aq,1R+ \/(AOAZ(q—l) — (Aqfl)z)(cpzA() 7R2)
Ap '

Ops =
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Neste trabalho, obtivemos também o seguinte resultado de propriedade de homotetia, semelhante
ao obtido em [3].

Proposicao 6.5. Para um dado k positivo, seja & o portfolio que maximiza o momento impar
de ordem q quando R=1e¢ 0,» = K e Gpa 0 g-ésimo momento mdximo correspondente, entdo,
para todo portfdlio 6timo relacionado ao par variancia/retorno tal que 6,» = k>R?, uma solugdo

para (6.1) serd o0 = OR, com g-ésimo momento mdximo correspondente Gpq = GpaRY.

Note que, no modelo geral de ordem fmpar apresentado, como o primeiro momento € fixado
para definir uma das restricdes no problema, o momento impar a ser maximizado estava restrito
aordem g > 3.

Uma possibilidade alternativa a esta, seria fixar o segundo e quarto momentos para entdo maxi-
mizar um momento de ordem impar qualquer. A seguir, propomos um modelo geral alternativo,
no qual maximizamos um momento impar qualquer de ordem i.

6.2 Maximizando um momento de ordem impar qualquer

Quando maximizamos um momento impar de ordem i, fixadas a varidncia e a curtose, o
lagrangiano do problema sera:

max L = o M; (o)) + py (0,2 — ' Mact) + 112 (00 — o' My(a®?)). (6.4)
o
Neste caso as condi¢gdes de primeira ordem
iM; (a®0V) = 2 Moot + 4poMu (0®3)
a'Myo = 0, ,
OCtM4(O£®3) =04

nos levam ao sistema:

2010, +4110,4 = o' Mi(a®( D) | ©5)
2111 6p, + 41 A6 = iBy(;i_1)
em que
Byi—1y= (a® DY MMy My (oY),
Bipa = (a® V)Y MMy ' My(a™?),
Ag = (0 MMy ' My(a®?).

Resolvemos o sistema quando A¢0,» — (GP4)2 > 0, o que ocorre quando os gradientes das

restri¢des sdo linearmente independentes.

De fato,
2
0,2 (AGsz — (Gp4) )=
= (Gp2M4(OC®3) - 6p4M2(X)tM2_1(Gp2M4((X®3) - GP4M2(X) >0,
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como 0, € estritamente positivo e a inversa da matriz de covariancia ¢ definida positiva, entdo
6p2M4(O£®3) — 0« Moo se anula se e somente se os gradientes das restri¢Ses forem linearmente
dependentes.

Assim, obtemos um sistema de n equacdes ndo lineares que define a configuracdo da carteira
6tima com o momento impar de ordem i maximo:

A60-;i _Bi+2(7p4 Bi+2(7p2 — 0,40

Myoo = M;ar®=1 —

A6C,2 —(0,4)? A6C,2 —(0,4)?

onde G;,- € o momento de ordem impar mdximo associado a carteira eficiente, para o qual também
obtemos uma expressao:

Bis20, 1/ (Ba1)As — BF.p) (46,2 = (0,4)?)
Ag ‘

G*,‘:
P

7 CONCLUSOES

A generalizac¢do para momentos impares de um dado portfélio, complementa o método geral pro-
posto em [3] para tratar a escolha do portfélio em um contexto de momentos de ordem superior,
vista como uma vantagem inquestiondvel. A introducdo da generalizacdo do modelo cldssico de
Markowitz permite a andlise completa tanto dos problemas de minimiza¢do de momentos pares
de ordem superior, quanto da maximiza¢do de momentos impares de ordem superior e seus res-
pectivos duais. O teste final dos ganhos obtidos com momentos de ordem superior ainda depende
de extensas aplicacdes praticas dos novos resultados. Estes, por sua vez, exigem ferramentas
de software adequadas para resolver os sistemas ndo lineares e os problemas de otimizagdo en-
volvidos. Um melhor conhecimento das superficies relacionadas a elas pode melhorar muito o
entendimento do modelo.
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ABSTRACT. This paper presents a general model to portfolio selection based on maximi-
zing a higher-order odd moment when the first two moments are fixed, considering a risk-
free asset, and allowing short sales. We deduce geometric properties from their solutions
and also propose a generalization to the Markowitz Mean-Variance model by minimizing a
higher-order even moment subject to a fixed return.

Keywords: portfolio selection, higher-order moments, maximizing skewness.
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