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SINOPSE 

É descrita a análise estatística de um grupo especial de fatoriais fracionados 
(1/5) (53), utilizando os modelos quadrático e com raiz quadrada; tal estudo foi desen
volvido pelos autores visando principalmente sua aplicação em experimentos agronômicos 
com fertilizantes. 

Estes delineamentos fatoriais se originaram da superposição de três dos quatro 
quadrados latinos ortogonais 5x5, sendo obtidos três conjuntos básicos, designados por 
Tipo I, II, III, Tipo I, II, IV e Tipo I, III, TV; o último deles é apresentado: 

O modelo quadrático com dez parâmetros é dado por: 



O coeficiente linear para cada fator pode ser estimado independentemente; os 
coeficientes quadráticos e das interações linear x linear são estimados a partir de uma 
matriz simétrica completa 6 x 6 . Conseqüentemente, na análise da variância as somas 
de quadrados dos componentes lineares são independentes, mas as somas de quadrados 
dos componentes quadráticos e das interações são confundidas e, por isso, testadas con
juntamente. Se a contribuição de um fator e sua interação com os outros são negligíveis, 
podem ser calculadas estimativas independentes dos coeficientes linear e quadrático dos 
outros dois fatores e sua interação correspondente. Por outro lado, se todos os fatores são 
importantes mas suas interações são negligíveis, os coeficientes lineares e quadráticos de 
cada fator são estimados independentemente. 

O modelo polinomial com raiz quadrada pode ser representado na mesma forma (A), 
com os valores: 

Neste modelo, com exclusão de /3o, os coeficientes para cada fator e para as respec
tivas interações são estimados a partir de uma matriz simétrica completa 9x9; assim, com 
exceção da soma de quadrados correspondente a /30> Que pode ser calculada isoladamente, 
teremos uma única soma de quadrados representando todos os outros coeficientes, que 
serão, por isso, testados englobadamente. 

Quando as três interações, ou quando um fator principal e suas interações são 
negligíveis, o modelo com raiz quadrada apresenta as mesmas propriedades que o modelo 
quadrático. 

Assumindo a não existência de interações, pode-se utilizar o modelo de 
Mitscherlich 

Y - A [l-10-c , I+, ,>] 

para avaliação da resposta de cada fator, a partir dos totais marginais correspondentes. 

Pode-se ainda obter uma avaliação extra a partir da diagonal principal do deli-
neamento, que representa a resposta a quantidades crescentes, em níveis iguais, para 
os três fatores. 

Com vistas à avaliação do incremento devido ao uso da adubação e ainda uma 
visualização extra do efeito de calcário e calcário mais micronutrientes, podem ser adicio
nados ao delineamento (1/5) (5x5x5) alguns tratamentos extras para melhor atingir esse 
objetivo: o tratamento 000, o tratamento 333+(Ca+Mg) e o tratamento 333+(Ca-(-Mg)-f 
micronutrientes, possivelmente com duas repetições para cada um deles. Se se desejar 
avaliar a adequação do modelo utilizado, podem ser colocados mais quatro ou cinco pontos 
no nível 333. 

Usando uma amplitude apropriada das dosagens (evitando platô nas respostas), 
este grupo de delineamentos possibilita uma análise mais eficiente da curvatura da 
superfície de resposta na área da decisão econômica. Se os modelos são usados sem as 
interações, a estimação dos parâmetros, de forma independente, para os modelos qua
drático, com raiz quadrada e Mitscherlich, pode ser facilmente conseguida. Estas proprie
dades são de grande interesse nos estudos econômicos de programas de fertilizantes para 
países em desenvolvimento. 



Com a ajuda de uma rede de experimentos deste tipo, podem ser obtidos estudos 
econômicos com macronutrientes como nitrogênio, fósforo e potássio, por exemplo, com 
cinco níveis de cada fator, com experimentos de tamanho médio. 

1 — INTRODUÇÃO 

Nos estádios iniciais da experi
mentação, procurava-se estudar a 
ação de certo fator, em vários níveis, 
para condições prefixadas dos demais 
fatores que poderiam influir nos re
sultados. 

Fisher introduziu o conceito da 
experimentação fatorial em que se 
procurava avaliar a ação conjunta de 
vários fatores, inicialmente em dois 
níveis e posteriormente em três ou 
mais. Buscava-se avaliar não só a 
ação desses fatores como a importân
cia de suas interações. 

A pesquisa de vários fatores 
(três ou mais) em dois ou mais níveis, 
em experimentos fatoriais completos, 
levava à# necessidade de utilização de 
um número grande de unidades ex
perimentais, tornando muito difícil a 
execução dos experimentos, aumen
tando a variabilidade dos resultados e 
encarecendo o processo. 

Os delineamentos fatoriais 2n 

são apropriados para os trabalhos ex
ploratórios. O delineamento possibi
lita o estudo de efeitos principais e 
interações em experimentos em que 
são estudados os efeitos de vários fa
tores em dois níveis. Tem sido bas
tante usado principalmente quando 
n < 5 (7,14). Quando são cinco ou 
mais fatores e as observações são difí
ceis de ser obtidas e, além disso, 
apresentam custo elevado, é possível 
utilizar a técnica da repetição fracio-
nada, proposta por Finney, fazendo-
-se o confundimento de algumas inte
rações (7, 13). 

Já em trabalhos mais informati
vos, os níveis de cada um dos fatores 
deverão ser pelo menos três. Com re
lação a esse aspecto, delineamentos 
3x3, 3x3x3, 4x4, 4x4x4, 3x4x4, 
2x4x4 e outros têm sido usados na 
pesquisa. Se forem três ou mais fato
res em mais de três níveis, repetições 
fracionadas desses delineamentos, 
como por exemplo (1/3) (3x3x3x3) 
(1/4) (4x4x4), têm sido utilizadas, de
vido às dificuldades de instalação e 
alto custo decorrentes da utilização de 
grande número de unidades experi
mentais. 

Durante muitos anos a enfatiza-
ção foi dada quase exclusivamente no 
teste (avaliação da significância) dos 
efeitos principais e interações. 

Só esporadicamente tentou-se, 
nos primeiros tempos da estatística 
moderna, o uso de modelos estatísti
cos e o estudo da função de resposta. 
Um dos primeiros trabalhos sobre o 
assunto foi o de Wishart (20, 32), que 
preconizou o uso de polimônios orto-
gonais em estudos de crescimento de 
porcos em função da variação dos ní
veis nutricionais; os polinômios fo
ram usados como uma forma prática 
de aproximação para a verdadeira 
função de resposta. 

A busca de modelos funcionais 
para descrever o crescimento levaram 
ao uso de funções como a de Gom-
pertz (31), a logística (25) etc. 

Um campo em que as curvas de 
resposta foram consideradas pela pri-



meira vez é o constituído pelo estudo 
agronômico da reposta da planta a di
ferentes níveis de adubação e espaça
mentos. Uma primeira tentativa foi 
a de Mitscherlich (22); um trabalho 
de grande repercussão, usando a 
equação de Mitscherlich, e que levou 
à implantação de uma política de uso 
de fertilizantes foi efetuado por 
Crowther e Yates (9), na Inglaterra, 
durante a II Guerra; foi efetuada aná
lise de grandes grupos de experimen
tos de fertilizantes, abrangendo várias 
culturas; muitos dos experimentos 
eram do tipo fatorial 2x2x2 e 3x3x3. 

A partir de 1951, com Box e 
Wilson (6), surgiram os delineamen-
tos do tipo Central Composto que 
visavam à obtenção de uma superfície 
de resposta e o estudo de suas pro
priedades, principalmente a determi
nação de pontos extremos (4, 7, 10). 

Foram propostos delineamentos 
simétricos e alguns assimétricos, 
quando se supunha o conhecimento 
da direção da área de crescimento da 
função. Surgiram então muitas va
riações: 

a) Para estudos exploratórios 
foram utilizados modelos dos tipos 

e delineamentos usando partes de um 
fatorial do tipo 2k, convenientemente 
escolhidas (fractional replication), de 
modo a assegurar a estimativa da fun
ção de resposta pretendida. 

b) Para o estudo de k fatores 
em cinco níveis, através de modelos 

de segunda ordem, na forma de fun
ções quadráticas do segundo grau, 
que incluíam os efeitos lineares e qua-
dráticos e as interações simples duas 
a duas, com o modelo 

foram desenvolvidos delineamentos 
simétricos do tipo 2k-|-2(k)+n1, com
posto de um fatorial 2k, uma estrela 
2(k) e nx pontos no centro do deli-
neamento (para estimar a variância e 
a adequação do modelo empregado). 

No caso de três fatores, por 
exemplo, o delineamento seria 2 3 + 
+ 2 ( 3 ) + 1 = 15 tratamentos, poden
do ter 20 tratamentos se fizermos 
n t = 6 (6 pontos no centro, propor
cionando 5 graus de liberdade para 
a estimativa da variância para teste 
de adequação do modelo). Neste 
exemplo, além do fatorial 23, é adi
cionada uma estrela composta de 
dois pontos (pontas da estrela) situa
dos às distâncias — a e +a em cada 
um dos três eixos (correspondentes a 
cada fator) que passam pelo ponto 
000. 

Com vistas ao encontro de es
timativas independentes dos coefi
cientes da inação 4e resposta, deter
minaram-se valores de a que possi
bilitaram a ortogonalização do modelo 
e a obtenção de uma ciasse de cen
trais compostos conhecidos como cen
trais compostos ortogonais (5, 23). 

Visando à obtenção de delinea
mentos que possibilitam a mesma 
variância para os pontos que estão a 
uma mesma distância do ponto cen-



trai do delineamento foram criados 
os tipos compostos rotacíonais (5,23). 
Com vistas à obtenção de delinea-
meníos em biocos de tamanho menor, 
foram desenvolvidos delíneamentos 
do tipo Central Composto em blocos 
incompletos (5, 11, 23); para os rota-
cionais, os tratamentos foram gru
pados em duas panes (7, 23). 

Em todos esses delineamentos 
posteriores a Box e Wilson, está 
sendo dada uma eniatização maior 
ao estudo das propriedades do mode
lo e principaimente à determinação 
das propriedades da superfície de 
resposta (.pontos extremos etc). 

Nos casos em que se busca a 
otimização de um processo, como 
nas pesquisas industriais, de investi
gação química etc., e em que os 
erros experimentais são baixos e o 
processo é repetitivo no tempo, pode 
ser utilizado o método de cami-
nhamento ascendente ótimo (steepest 
ascent) e o experimento, executado 
seqüencialmente (7, 10, 23). 

Nos experimentos de adubação, 
nos quais se procura obter a reco
mendação para o uso ótimo de dosa-
gens de NPK, por exemplo, que 
proporcionem a maior rentabilidade 
ao agricultor, todas as unidades de 
cada experimento devem ser localiza
das no mesmo lugar e no mesmo ano 
agrícola. As variações anuais deve
rão ser avaliadas repetindo o experi
mento dois ou três anos, lado a lado, 
ou usando outras técnicas que possi
bilitem a cobertura das variações 
climáticas, de solo e de fertilidade. 
As respostas devidas às diferenças 
ecológicas devem ser asseguradas 
através da execução de uma rede 
adequada de experimentos, de forma 
a possibilitar a avaliação das respos
tas dos nutrientes para os vários 
estratos ecológicos existentes. 

No campo agronômico, nas pes
quisas com fertilizantes NPK, foram 
bastante utilizados, no passado, os 
experimentos fatoriais, inicialmente 
os 23 e, posteriormente, os 33 , os do 
tipo 4x4x2 e outros semelhantes (26). 

Na Inglaterra, na índia, nos 
Estados Unidos e em outros países, 
incluindo o Brasil, redes de experi
mentos fatoriais NPK do tipo 3x3x3, 
em blocos de nove, foram conduzidas 
com diferentes culturas, (1,16, 18, 
21), de forma a estimar as respostas 
para as diferentes condições ecológi
cas. Os ensaios de cada uma das 
culturas foram reunidos em grupos 
que pudessem representar os mesmos 
estratos e analisados economicamen
te, usando Mitscherlich e a polino-
mial quadrática que inclui no modelo 
as interações de dois fatores (compo
nente linear x linear) (18, 29). 

Entretanto, no Brasil, em muitos 
casos, apareceram "pontos de sela", 
que dificultavam as análises econô
micas. 

Na busca de delineamentos mais 
satisfatórios para contornar estes pro
blemas, alguns pesquisadores tenta
ram, no Brasil, o delineamento cen
tral composto do tipo 23-|-2X3-[-l, 
com duas repetições, porém, na aná
lise foi verificado que os pontos de 
sela continuaram (21). . 

Alguns tipos novos represen
tando pequenas variações nos mode
los de Box foram propostos, como o 
2 ^ + 2 3 + 2 3 + 2 x 3 + l (28), o 2 3 + 
+ 2 3 + 2 x 3 + l (30), o 2 3 + 6 x 3 + l 
(24). 

Em 1968, com vistas à pesquisa 
de novas soluções, os autores apre
sentaram em uma Reunião de Ferti
lidade, no Uruguai, uma análise do 
delineamento tipo Box, com dois 



cubos, do tipo 2 3 + 2 3 + 4 x 3 + l em 
que ai = 1 e a2 = 2 (8). 

No presente trabalho os autores 
desenvolvem o delineamento (1/5) 
(53), que se constitui em uma repe
tição fracionada do 5x5x5, susceptí
vel de ser analisado, entre outros mo
delos, por um polinomial quadrático 
com 10 parâmetros, por um modelo 
polinomial do tipo raiz quadrada tam
bém com 10 parâmetros; a partir dos 
totais marginais, pode ser analisado 
pela equação de Mitscherlich avalia
da fator a fator (e que passa pelos 
totais marginais correspondentes aos 

cinco níveis de cada fator), e, ainda, 
eventualmente, por outros modelos 
(Cobb-Douglas, Gompertz, logística), 
ou ainda pelos modelos pertencentes 
à "família de platô linear" (3). 

Acreditam os autores que este 
delineamento tem um tamanho bas
tante adequado, apresentando número 
suficiente de níveis para a pesquisa 
com fertilizantes; possibilita o estudo 
de várias relações entre os níveis dos 
elementos químicos, desde níveis 
equilibrados (variando as quantidades 
dos elementos) até relações variáveis 
entre dois fatores para um dado nível 
do terceiro fator. 

2 — CARACTERÍSTICAS DO DELINEAMENTO (1/5)(53) 

O delineamento é uma repetição fracionada do 5x5x5 e abrange um grupo de 25 
tratamentos, escolhidos a partir dos quadrados latinos ortogonaís 5x5 existentes, em número 
de quatro, designados I, n , m e IV por Fisher e Yates (15). Esses quatro quadrados 
latinos foram escolhidos três a três, e, superpostos, possibilitaram a formação de três 
quadrados hiper-greco-latinos, que constituem os seguintes tipos básicos: 

Quaisquer outras combinações dos quadrados latinos I, n , m , IV recaem em um 
destes três tipos básicos. 

Na literatura, Cochran e Cox (7), Davies (10) e John (19) fazem referência à 
utilização de quadrados latinos, greco-latinos e hiper-greco-latinos para obter o fracio-
namento de experimentos fatoriais, considerando a utilização de linhas, colunas e letras 
para representar os níveis de cada um dos fatores, possibilitando o uso de três, quatro 
ou cinco fatores, com um número bem reduzido de pontos. 

No nosso caso, utilizamos o grupo dos hiper-greco-latinos para somente três fatores, 
abandonando a idéia de uso de linhas e colunas para a escolha do subconjunto dos 
tratamentos; conseguimos, com isso, que os tratamentos da diagonal principal (apresen
tando igual nível para cada um dos fatores) estejam obrigatoriamente incluídos no deli-



neamento, bem como um balanceamento entre os níveis dos fatores. Essa diagonal 
principal representa, na opinião dos autores, um grupo de tratamentos muito importantes. 
Do ponto de vista fisiológico, no caso de experimentos de adubação, esse subgrupo de 
tratamentos permite o estudo da variação das quantidades de nutrientes, sem mudar 
a relação entre os teores dos nutrientes usados nos tratamentos. 

A análise estatística vai ser realizada primeiramente para o delineamento I, i n , IV 
usando o Modelo Quadrático e o Modelo Com Raiz Quadrada, considerados pelos autores, 
em seu gênero, os mais promissores para serem utilizados nos experimentos de adubação. 
Os autores consultados para o desenvolvimento dos vários itens foram Anderson e 
Bancroft (2), Draper e Smith (12), Graybill (17), Myers (23), entre outros. 

3 — MODELO QUADRÁTICO 

Os índices i, j e k indicarão, no nosso caso, os fatores (os macronutrientes nitrogênio, 
fósforo e potássio, para experimentos de adubação), sendo que os níveis variarão de 1 a 5 
para cada um deles. Os polinômios de 1.° grau (linear) e de 2.° grau (quadrático), a 
serem adaptados aos níveis de cada fator, serão designados por 1 e 2. 

A equação polinomial expressa em termo dos é a seguinte: 

onde os e,Jk são variáveis aleatórias normalmente distribuídas, com média zero e va-
riancia a". 

O polinômio linear é dado pela relação f. = a, + X e o quadrático por ^ = a + 

-+. Y jX -|- X2. Impostas as condições de ortogonalidade ( I í i r = 0- Zf->jt
 = 0 e 

J.í]-,ír = O) para o fator i, por exemplo, as expressões se tornam: 

Os coeficientes, são, respectivamente, no caso do nitrogênio: 

Para fósforo e potássio teremos A-, Çr e ( e ^-,. com valores correspondentes 
aos do fator i. 1J ZJ l k i k 

Seja X ° vetor das observações, £ o vetor dos p parâmetros (coeficientes de re
gressão), s a matriz das coordenadas (constantes conhecidas), também chamada matriz 
do delineamento. 

Tem-se 

Y s P + e ou s s Y - /? 



Vamos estimar os parâmetros /j pelo método dos quadrados mínimos, buscando 
o vetor /3 que torna mínima a soma dos quadrados dos resíduos. 

No caso do delineamento considerado, a matriz s das coordenadas, para o modelo 
quadrático do tipo básico (I, III, IV), é dada a seguir. 

Para facilitar a visualização da matriz H , suas linhas estão em correspondência 
com a seqüência dada aos tratamentos especificados na relação "Tratamento", e foram 
colocados, acima de cada uma das colunas de s , os s correspondentes, na mesma ordem 
em que aparecem na equação (A). 





A notação adotada é a seguinte: Y. representa a soma dos 25 tratamentos; 
Y t . representa a soma de todos os tratamentos, pertencentes ao grupo dos 25 trata
mentos do delineamento, que exibem o índice 1 (segundo índice) para fósforo, YM. 
a soma dos tratamentos que apresentam o índice 5 para nitrogênio e 4 para o fósforo 
etc. Assim: 

Deste modo, a expressão de B, por exemplo, é a que segue: 

As estimativas de f}F, obtidas a partir de ^ = S-^ sTT, são: 

A partir dessas estimativas obtém-se: 

No desenvolvimento dos delineamentos experimentais para a metodologia da super
fície de resposta, é importante investigar o efeito do delineamento sobre a matriz de 
dispersão, também chamada "matriz variância-covariância de j3". Por definição: 



Então a matriz S-1 nos dá as variâncias (elementos da diagonal) e covariâncias 
(elementos fora da diagonal) das estimativas dos coeficientes da regressão polinomial. 
Assim: 

3.1 — VARIANCIA DOS Y„k 

A variância de cada tratamento Ynt é também encontrada a partir da matriz S- ' 
de variâncias e covariâncias. 

Seja H',j t o vetor linha lxp, cujos elementos correspondem exatamente à linha 
de s relativa ao tratamento ijk, isto é: 

Para o delineamento tipo I, III e IV tem-se: 

3.2 — ANALISE DA VARIANCIA 

A redução na soma de quadrados, devida à adaptação da superfície de resposta com 
10 parâmetros, a ser incluída na análise da variância é dada, em forma matricial, por 
£' s Y. P a r a ° delineamento oriundo da superposição dos três quadrados latinos ortogo-
nais, tipo I, III, IV, a soma de quadrados é dada pela expressão: 



O quadro da Análise da Variância seria: 

3.3 — REDUÇÃO GERAL EM X 

Para o cálculo dos valores esperados e para a determinação da dosagem mais eco
nômica, ponto de máximo etc, é mais fácil usar a equação geral em X do que a em <f 
Substituindo f„ f, por seus valores, chega-se à equação de produção, em X: 

3.4 — REDUÇÃO NO NUMERO DE PARÂMETROS 

Tem-se verificado, em grande quantidade de ensaios de adubacão efetuados no Ins
tituto Agronômico e em outras instituições, que as interações do tipo NLPL, N,.KL , 
PLKL são de menor importância, em relação aos componentes NL, PL> NQ, PQ etc. 

É possível, em muitos casos, estudar o modelo eliminando essas interações. 
Neste caso, 



Se chamarmos Si à matriz s ' s obtida a partir do modelo sem interações, 
obteremos uma matriz diagonal, o que mostra que os componentes passam a ser estimados 
independentemente. 

Em muitos solos do Estado de São Paulo não há resposta ao potássio e às suas 
interações. 

Se usarmos o modelo: 

Y y k = V o + /»lifli + Vlj + Ptf2\ + % + ^ l i l j ^ l i l j ^ i j k (C) 

A matriz correspondente à supressão do 3.° fator e suas interações, e sua inversa, são 
as transcritas a seguir: 

Também, neste caso, o delineamento possibilita a estimativa dos parâmetros, inde
pendentemente. 



3.5 — VIÉS NAS ESTIMATIVAS EM DECORRÊNCIA DO USO INCOMPLETO 
DO MODELO 

Como foi dito anteriormente, em muitos casos a existência de interações pode ser 
questionada, usando-se então o modelo simplificado, com sete parâmetros, dado pela 
equação (B). 

É de interesse, entretanto, avaliar o viés ("bias") que poderia ocorrer na estimativa 
dos efeitos lineares e quadráticos em decorrência do uso do modelo simplificado, quando 
as interações lineares dos fatores, dois a dois, possam realmente existir. Para essa 
avaliação deve-se considerar: 

Hipótese H0: (modelo reduzido com 7 parâmetros) 

Hipótese H,: (modelo com 10 parâmetros) 

onde as matrizes têm respectivamente as dimensões (Nx7), (Nx3), 
(7x1) e (3x1). 

De acordo com o modelo reduzido, (hipótese H„), 

A esperança de g» na hipótese de ser H, verdadeira, é dada por: 

A grandeza do viés é determinada pela matriz M (matriz dos "aliases") 



A soma de quadrados do resíduo, quando o modelo reduzido de q parâmetros (no 
caso, q=7) não é o mais adequado para representar o fenômeno estudado, também apre
senta um viés. 

Desenvolvendo a expressão teremos: 

ou, segundo a fórmula usada em Box e Hunter (5), 

No caso presente do delineamento tipo I, n i , IV, com o modelo simplificado com 

7 parâmetros, 

Assim: 

Se o modelo for dado pela equação (C), com 6 parâmetros, teremos. 



3.6 — ANÁLISE DO DELINEAMENTO (1/5 (5s) 
Tipo i, n , m 

A relação dos 25 tratamentos Já foi apresentada. 

O vetor Yj das observações deve ser escrito na seguinte ordem: 

A matriz S referente ao p rodu tos ' s é a que segue: 

A matriz S-1 é dada a seguir: 

As quantidades 

B = 2(Yi. .) —1(Y2- )-fl(Y4 • )+2(Y5- •), C, D, E, F, G, H, I, J são definidas da mesma 
forma que anteriormente, só que, agora, os valores das observações que fazem parte dessas 
quantidades são retirados do novo conjunto de 25 tratamentos, atrás descrito. 

Por exemplo: 



Temos então que: 

#, = 0,040000A, /3u = 0.020000B, 
02l = (0.016640E — 0,000236F — 0,000026G + 0,000061H -\- 0,0016531 — 0,005494J); 

J&J e j32k são definidos semelhantemente. 

/Lu = (0.000061E + 0.000551F — . . . — 0.000142J), sendo /3llllt e 0m* definidos 
semelhantemente. 

A análise da variância é feita de forma semelhante, e a matriz de dispersão é dada, 
analogamente ao caso anterior, por S - V . 

3.7 — REDUÇÃO DO NUMERO DE PARÂMETROS E AVALIAÇÃO DO VIÉS 

O viés, obtido do uso de modelo com sete parâmetros se na realidade o verdadeiro 
modelo fosse de 10 parâmetros (incluindo as interações simples), é dado pela matriz M. 

Quando se utiliza o modelo com seis parâmetros, 



3.8 — ANALISE DO DELINEAMENTO (1/5) (5s) 

Tipo I, II, IV 

O vetor Y da produção é composto dos seguintes tratamentos, pela ordem: 111, 222, 
333, 444, 555, 235, 341, 452, 513, 124, 354, 415, 521, 132, 243, 423, 534, 145, 251, 312, 542, 
153, 214, 325 e 431. As matrizes S e S-1 são, respectivamente: 

As quantidades A, B, C J são definidas de forma semelhante, porém 
os tratamentos terão que pertencer ao grupo dos 25 tratamentos deste tipo de 
delineamento. Por exemplo: 

O vetor A , suas variâncias e covariâncias, a análise da variância são encontrados 
de modo semelhante aos antes mencionados. 



3.9 — REDUÇÃO DO NUMERO DE PARÂMETROS E AVALIAÇÃO DO VIÉS 

A grandeza do viés obtido pelo uso do modelo B, com sete parâmetros, quando na 
realidade o verdadeiro modelo deveria ser o de 10 parâmetros, dada pela matriz M, vem 
â seguir: 

Se íor usado o modelo com seis parâmetros, 



4 — MODELO COM RAIZ QUADRADA 

Começaremos com o estudo do Tipo I, III, IV. 

Como para o modelo anterior, os índices i, j , k indicam os fatores, cada um deles 
variando de 1 a 5, d e £, representam os componentes linear e quadrático. 

Impondo as condições de ortogonalidade, obtêm-se as expressões: 

{! = -1,67646 + V x e í, = 2,41157 — 3,22798 yX + X 

com os seguintes coeficientes: 

que são análogos para cada um dos três fatores. 

Também no modelo com raiz quadrada os valores J3P são encontrados pelo desen
volvimento matricial visto anteriormente, chegando-se a /3 = S-1 s 'Y. 

A matriz s para o novo modelo é a que segue na página 43. 

A equação polinomial expressa em termos dos *f é a. seguinte: 







O vetor das produções é Y, constituído dos 25 tratamentos de cada um dos três grupos 
considerados anteriormente (no caso, o Tipo I, III, IV). 

Os dez elementos do vetor s'Y são designados por A, B, C, . . . , J, dados pelas ex
pressões: ~~ 

H = BC, respeitadas as notações condensadas, como foi feito para o caso do modelo 
quadratico. 

I e J são desenvolvidos de forma semelhante a H. 



Temos já todos os elementos para avaliação do vetor £ = S J sTT. 

Observando a matriz S-1, vê-se que, com exceção da 1.» linha e da 1.» coluna, que 
só têm o elemento da diagonal, as outras linhas e colunas têm todos os seus elementos, 
o que mostra que, excetuando @0, todos os demais j}r estão correlacionados. 

As variâncias e covariâncias de alguns dos @p são dadas a seguir, e podem ser encon
tradas a partir da matriz S - V . 

4.1 — VARIANCIA DE Y, J t 

A variância de cada tratamento Y,Jk é dada por: 



4.2 — ANALISE DA. VARIANCIA 

Em conseqüência da existência de correlação entre quase todos os J3V, somente o 
componente correspondente à média pode ser isolado na redução da soma de quadrados. 
Todos os outros nove componentes serão testados englobadamente. 

4.3 — EQUAÇÃO GERAL EM X 

4.4 — REDUÇÃO NO NUMERO DE PARÂMETROS 

Caso se possa admitir que as interações de dois fatores não sejam relevantes, con
sidera-se um modelo polinomial em sete parâmetros, em que entram só os efeitos prin
cipais (correspondentes aos efeitos lineares e quadráticos na variável Z=-^/X). O modelo 
se reduz a: 



As matrizes Sr e S, foram determinadas e são dadas a seguir: 

Verifica-se que, nos casos em que se puder admitir a inexistência de interações, 
as matrizes S : e Sji transformam-se em matrizes diagonais, significando que os efeitos 
se tornam independentes também para o modelo com raiz quadrada. 

Se no modelo pudermos suprimir o terceiro fator e suas interações, isto é, se 
tivermos: 

as matrizes S„ e ST} são as que seguem: 

4.5 — VIÉS NAS ESTIMATIVAS EM DECORRÊNCIA DO USO INCOMPLETO 
DO MODELO 

O viés que poderia ocorrer na estimativa dos efeitos lineares e quadráticos, e 
também na soma de quadrados do resíduo, em decorrência do uso do modelo simplificado, 
quando as interações lineares dos fatores dois a dois possam realmente existir, é 
mostrado por: 



Para o modelo com seis parâmetros, dado pela equação F, teremos: 

5 — VARIÂNCIA DOS TRATAMENTOS, PELOS DOIS MODELOS 
EM 10 PARÂMETROS 

Através das expressões^ apresentadas nas páginas 33 e 46, foram calculadas as 
variâncias para a produção YiJ t de cada um dos tratamentos, respectivamente para o 
modelo quadrático e com raiz quadrada. 

Como alguns tratamentos apresentam variâncias iguais para a estimativa Y1) t 
das produções, será dada uma nova ordem à apresentação dos mesmos. 



As variâncias dos tratamentos situados perto do centro do delineamento tendem 
a ser menores, seja para a função quadrática, seja para a função com raiz quadrada. 

Os resultados mostram uma correlação bastante alta para a magnitude das 
variâncias dos vários tratamentos, calculadas em função das dois modelos. 

6 — EXEMPLO 

Para exemplo de análise do delineamento, foram simulados dados de experimen
tação com milho, a partir de uma equação hipotética com valores dos parâmetros /3P ba
seados em resultados de vários anos de adubação dessa cultura, e com a atribuição de erros 
experimentais a cada um dos tratamentos, supondo uma variabilidade experimental da 
ordem de 8,5%. 

A relação das produções de milho, em kg/ha, é dada a seguir: 

6.1 — MODELO QUADRATICO 

Para os dados de produção relacionados, foram calculadas as matrizes s*Y e 
fi = S-1 H_'Y definidas „as páginas 31 e 32, 



6.1.1 — EQUAÇÃO GERAL EM 

A redução na soma de quadrados, devida à adaptação da superfície de resposta com 
10 parâmetros, é dada, em forma matricial, por /§' s'Y. Conforme pôde ser notado no de-
senvolvimentto feito à página 34, os efeitos correspondentes a jSoA (média), /3nB (nitrogênio 
linear), faC (fósforo linear), 0ltD (potássio linear) são obtidos isoladamente, cada um 
deles com um grau de liberdade; os outros seis efeitos aparecem englobadamente, com 
seis graus de liberdade. 

£ s 'Y = 3500,0000 x 87500 4. 205,8000 x 10290 + 294,4000 x 14720 4. 128,2000 x 6410 4 

4 [-47,6789(-3170) — 129,1666(-7850) _ 34,0044(-2800) — 13,9943(-1520) 4 

4 39,7232 x 460 4. 16,7546 x 1970] 



6.1.2 — EQUAÇÃO GERAL EM X 

Na redução da soma de quadrados, somente o termo correspondente à média é dado 
isoladamente. 

6.2 — MODELO COM RAIZ QUADRADA 

Foram obtidas as matrizes: 



7 — DETERMINAÇÃO DA FORMA GERAL DA SUPERFÍCIE 

A partir da equação paramétrica estimada, foi determinada a equação canônica, 
para verificar se a superfície apresentava ponto de máximo, de mínimo ou de sela. Para 
os dois modelos foram obtidos valores de 1 negativos; tivemos, assim, ponto de máximo, 
sendo a superfície adaptada um elipsóide. 

8 — ESTIMATIVAS DAS PRODUÇÕES Ym E D E SUAS VARIÂNCIAS, 
PELOS DOIS MODELOS 

Estimados os parâmetros /3, compõe-se o modelo polinomial e se calculam os valores 
esperados Y11£ para os tratamentos do experimento. Damos a seguir os valores esperados, 
as estimativas das variâncias, as grandezas ty'V'(Y) (com t=2,13, para 15 graus de liber
dade do resíduo e a=0,05) e os intervalos de confiança para Y, nos modelos quadrático e 
com raiz quadrada, usando a equação polinomial em 10 parâmetros. 





9 — CONCLUSÕES 

Nas pesquisas com fertilizantes, 
o objetivo principal é, na maioria das 
vezes, chegar-se finalmente à análise 
econômica de experimentos ou grupos 
de experimentos, com vistas às reco
mendações da adubação. 

Usando uma amplitude apropria
da nas dosagens, evitando platô nas 
respostas, este grupo de delineamen-
tos possibilita uma análise mais efi
ciente da curvatura da superfície de 
resposta na área da decisão econô
mica. 

O delineamento (1/5) (5x5x5) 
proposto apresenta tamanho conve
niente para os ensaios de adubação; 
possibilita análise por vários modelos, 
como o quadrático, o com raiz qua
drada, Mitscherlich e outros. Para os 
dois modelos desenvolvidos, se as 
interações forem negligíveis, todos os 
componentes serão estimados inde
pendentemente. 

Podem ser adicionados ao deli
neamento alguns tratamentos extras 
para melhor abrangência de objeti
vos; o tratamento 000, os tratamentos 

333 + calcário e 333 + calcário + 
micronutrientes possibilitam detectar 
o incremento devido à adubação, o 
incremento devido ao uso do calcário 
e o devido ao uso de calcário e micro
nutrientes, em relação à dose média 
de NPK utilizada; podem ser usadas 
duas repetições para cada tratamento 
extra incluído. 

Se se desejar uma estimativa da 
variação experimental para pôr em 
prova a adequação dos modelos, po
dem ser adicionados mais quatro ou 
cinco pontos no nível 333, o que não 
altera substancialmente a análise, fi
cando ainda o delineamento com ta
manho adequado para uso na agricul
tura. 

Ponto essencial a ser considera
do é efetuar a escolha adequada dos 
níveis dos fatores e fazer com que o 
máximo da função esteja preferivel-
mente incluído no intervalo constituí
do pelos níveis experimentados e que 
esse máximo esteja entre o 4.° 
e o 5.° nível utilizado para cada fa
tor. Assim evitam-se platôs desneces
sários e que reduzem a informação, 
porque se situam fora da área da to
mada das decisões econômicas. 

DESIGNS (1/5) (5s) 

SUMMARY 

The statistical solutions for quadratic and square root polynomials for a group 
of special 1/5 (5s) fractional factorial, aiming, primarily, its application to fertilizer 
experiments are reported. 

These factorial designs were originated by the superposition of three of the four 
existing orthogonal 5x5 latin squares. Three basic designs are obtained: I - I I -m, I-n-IV, 
and I- in-rV; the last one is presented below. 



The quadratic model of second order with ten parameters is: 

The linear regression coefficient for each factor can be estimated independently; 
the quadratic and the linear x linear interaction coefficients are estimated from a 6x6 
full matrix. Consequently in the analysis of variance the linear sums of squares for 
each factor are independent but the quadratic and interactions sums of squares for all 
factors are entangled and should be jointly tested. If the contribution of a factor and 
its respective interaction with the others are negligible, independent estimators of the 
linear and quadratic regression of the other two factors and the correspondent interaction 
can be -calculated, with correspondent parallelism in the analysis of variance. On the 
other hand, if the factors are Important but its interactions are negligible, the linear and 
quadratic coefficients for each factor are estimated independently. 

The square root polynomial model may be represented as in (1) with the values: 

Regarding this model, with the exclusion of /?<,, the coefficients for each factor 
and the square-root interactions are estimated from a full 9x9 symetric matrix. In 
consequence; with the -exception «f 780* the -sums -ef-squares- correspondent to the other 
coefficients are tested together. 

Equivalent properties to the quadratic model hold true for the square root model, 
when the interactions or when one main factor and its interactions are negligible. 

Assuming no interaction, the Mitscherlich model Y=A [1—10-«(I+M], can be used 
for evaluation of each factor response from the corresponding marginal totals. An extra 
evaluation from the main diagonal of the design can be obtained, representing the 
response to increasing amounts of the three factors at equal levels. 

In case of fertilizer experiments, treatments like 000 should be added as extra 
points to the 25 used in this design, in order to allow the determination of the increment 
due to the use of macronutrient combinations and their costs. 



Using proper range of dosages (avoiding plateau responses), as it should be in 
npk fertilizer experiments, this group of designs allows a more efficient analysis of the 
curvature of the surface functions on the area of economical decision. If the models 
are used without interactions, the independent estimation of the parameters for the 
quadratic, square-root and Mitscherlich models can be very easily achieved. These 
properties are of great interest in the economical studies of fertilization programs for 
developing countries. 

With the help of a net of experiments of this type, economical studies of fertility 
nature with macronutrients as nitrogen, phosphorus, and potassium, for example, can 
be obtained with five different levels of each factor, with experiments of medium size. 
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DELINEAMENTOS (1/5)(53) 

ARMANDO CONAGIN e JOASSY DE PAULA NEVES JORGE ('), Divisão de Plantas Alimen
tícias Básicas, Instituto Agronômico 

C O R R E Ç Õ E S 

P a g . 2 6 : l i n h a 3 2 , da 1? c o l . , o n d e e s t á X . X . , l e i a - s e : 

X. X. 
íu ju a k k 

l i n h a 7, da 2. c o l . , onde e s t á l , l e i a - s e : + Z 
i=l i=l 

onde está X.X., leia-se: X. X. 
i 3 _ íu ]u 

Pág. 29: linha 15, onde estão 1 e 2, leiam-se Ç, e £„ 

linha 16, leia-se: dos Ç 

linha 33, onde está: do delineamento, leia-se: das 

variáveis independentes 

linha 35, leia-se: Y = H_6_+£ ou E = Y - 56 

Pag. 30: linha 15, onde está: os H correspondentes, leia-

-se: os Ç correspondentes 

linha 19, cancelem-se os colchetes dos Ç 

Pág. 31: linha 23, leia-se: E ' Y 

Pág. 32: linha 28, leia-se: |_ 

linha 3U, leia-se: = S_15'E(ee')5S_1 



Pág. 33: linha 8, em lugar de 10~ (236), leia-se: 

10_6(-236) 

linha 14, leia-se: Seia =!.. 
J —íjk 

linha 28, leia-se: JJ'E'Y 
Pág. 34: linha 2, em lugar de: +5551 I - 1785 J E +, leia-

-se: +551 I - 1785 J)E + 

linha 5, onde está: -2858 J, leia-se: -3858J 

linha 10, leia-se: SY?., = T 
ilk 

Pag. 35: linha 33, leia-se: ç~l _ 
ÜII " 

Pág. 36: linha 15, onde está: H,Y, leia-se: E'Y 

linha 16, onde está: A esperança de B_^ , leia-se: A 

esperança de _B 

Pág. 36: linha 18, onde está: e(jL), leia-se E(J_,) e onde 

está: + S , leia-se: + S 

l inha 30, onde e s t á : S , l e i a - s e : S 
l inha 37, onde e s t á : EB, , l e i a - s e : E(_|_, ) 

2 Pag. 37: l inha 7, onde e s t a : (N-q)a J3' ( , l e i a - s e : 
= (N-q)a2+B_^( 

l inha 2 3 , onde e s t á : B.-.H' - , 1 - , , l e i a - s e : J3 ' = ' ~ jL 

Pág. 39: l inha 15, onde e s t á : MJL, l e i a - s e : Mj$„ 
l inha 28 , p r imei ra m a t r i z , l e i a - s e : 

0 1_ i_ i . 
10 10 10 

Pág. 41 : a p a r t i r d l i nha 22, l e i a - s e : 

Pág. 42: l i nha 12, l e i a - s e : Ç = 0,05554 



Pag. 43 : Ma l i n h a c o r r e s p o n d e n t e ao t r a t a m e n t o 52 3 , s u b s t i 

t u i r os v a l o r e s : - 0 , 0 4 4 3 8 p o r - 0 , 1 7 9 2 8 ; - 0 , 0 3 7 5 7 

p o r - 0 , 1 4 6 7 7 ; -0,21886 p o r 0 , 0 3 1 0 8 ; e 0 ,01796 p o r 

-0 ,01456 

Na l i n h a c o r r e s p o n d e n t e ao t r a t a m e n t o 1 3 4 , t r o -

c a r os v a l o r e s : - 0 , 1 7 9 2 8 p o r - 0 , 0 4 4 3 8 ; - 0 , 1 4 6 7 7 

p o r - 0 , 0 3 7 5 7 ; 0 ,03108 p o r - 0 , 2 1 8 8 6 ; e - 0 , 0 1 4 5 6 

p o r 0,01796 

Pag. 44 : l i n h a 16 , onde e s t á : - 6 2 2 0 3 , l e i a - s e : 62203 

l i n h a 2 2 , onde e s t á : - 4 9 8 2 8 6 , l e i a - s e : - 4 9 8 2 6 8 

Pág. 45 : l i n h a 6 , onde e s t á : - 0 6 7 6 4 6 , l e i a - s e : - 0 , 6 7 6 4 6 

Pág . 47: l i n h a 1 8 , onde e s t á : Y-- , , l e i a - s e : ? . . , & ' i ] k ' í j k 
l i n h a s 18 a 2 4 , t o d o s os 6 devem s e r s u b s t i t u í d o s 

p o r 6 

l i n h a 2 3 , onde e s t á : X„,X , l e i a - s e B?,X 

Pág. 48: l i n h a 2 , onde e s t á : e S, l e i a - s e : e S~ 
na ú l t i m a l i n h a , onde e s t á : _|' , , S , , l e i a - s e : 

Pág . 49: l i n h a 1 0 , onde e s t á : =,= , l e i a - s e : Hi = 

Pág . 50: l i n h a 2 9 , onde e s t á : Y ^ - . , l e i a - s e : Y 

l i n h a 3 1 , onde e s t á : H'Y, l e i a - s e : 5'Y 

l i n h a 32 , onde e s t á : _S = S - 1 5 ' Y , l e i a - s e : £ = 5 - ½ ^ 

No f i n a l da p á g i n a , f a l t a o s i n a l = e n t r e as 

duas m a t r i z e s que r e p r e s e n t a m os v e t o r e s H'Y e | 

Pág. 5 1 : l i n h a 1 , e s c r e v a - s e : Equaç io g e r a l em Ç 

l i n h a 2 , em l u g a r de Y . . , , l e i a - s e : ? - . , ' s í j k ' í j k 
l i n h a 3 , onde e s t á : 3 4 , 0 0 , l e i a - s e : - 3 4 , 0 0 

l i n h a 7 , l e i a - s e J / E ' Y 

l i n h a 2 9 , onde e s t á : Cov ( Ü ) , l e i a - s e : Cov (£) 

Pág . 52: l i n h a 2 , l e i a - s e ? - - v 1 J K 

l i n h a 1 0 , l e i a - s e H'Y 
l i n h a 1 7 , l e i a - s e ? - . , ' i ] k 



Pag. 53: linha 2, onde está: Cov (5), leia-se; Cov (j[) 

linha 19, onde está: Y.., , leia-se Y--, e onde es-

tá: +2U7,m/x? +, leia-se: + 247,14/X. -
* k k 

Pág. 54: 3. col. , onde está: Y, leia-se Y 

Nas 6., 7. e 10. col., onde está: Ykg/ha, leia-se: 

Y(kg/ha) 

Pag. 56: linha 22, os números devem ser lidos: -1.67646; 

2.41157; -3.22798; -0.67646 

linha 23, leiam-se os seguintes números: -0.26226; 

0.05554; 0.32354; 0.55964 

linha 24, ler: 0.18359; -0.15342; -0.17928; 

-0.04438 

linha 25, leia-se: 0.19349 




