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O preco a vista de uma commodity pode ser decomposto em dois fatores
estocasticos, o preco de equilibrio de longo prazo e o desvio (ou variacado)
de curto prazo dos precos que por sua vez representa mudangas tempo-
rarias. Estes dois fatores ndo sdo observaveis diretamente no mercado.
Nosso objetivo é estima-los assumindo um movimento geométrico Browni-
ano para os precos de equilibrio de longo prazo e um processo de Ornstein-
Uhlenbeck adicionado a um processo de Poisson, modelando saltos, para o
desvio de curto prazo. Entretanto, a adi¢do do processo de Poisson torna
o0 modelo ndo Gaussiano. O filtro de Kalman ndo pode ser usado. Existe
outra metodologia para estimacdo das variaveis ndo observaveis denomi-
nada filtro de particulas que é apropriada em tais casos. Utilizamos esta
metodologia no processo de filtragem. Os resultados evidenciaram que o
modelo com saltos explica melhor o comportamento empirico que aquele
sem saltos.
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The spot prices of a commodity can be decomposed into two stochastic fac-
tors, the long term equilibrium price levels and the short term deviation in pri-
ces, which represents temporary changes. These two factors are not observa-
ble in the market. We consider that the long term equilibrium price follows a
geometric Brownian motion and the short term deviations in prices follow an
Ornstein-Uhlenbeck process with Poisson jumps. It is our objective to test this
hypothesis. The addition of a Poisson process makes the model non-Gaussian.
The Kalman filter methodology can not be used here. But there exists another
methodology known as Particle filter method, which is appropriate in our case.
We have used it and found that the model with jump process explains better
than the model without it.

1. INTRODUGCAO

A valoracdo de ativos reais e o aprecamento de derivativos financeiros constituem um dos ramos
mais importantes de estudo em Finangas. Basta observar o enorme nimero de publica¢fes tanto em
livros como em periddicos. Este ramo de estudo em Finangas constitui uma de suas maiores vertentes.
O rapido desenvolvimento de métodos de aprecamento de derivativos e a sua aplicabilidade cotidiana
nas empresas e no mercado financeiro propiciaram o surgimento e o crescimento vertiginoso de bolsas
de valores e mercadorias onde sdo negociados titulos a vista e derivativos por todo o mundo. Por outro
lado, a existéncia de vigorosos mercados com grandes volumes negociados impulsionou a pesquisa na
busca de novos produtos financeiros.

O aprecamento de um derivativo depende fundamentalmente do processo estocastico do ativo ob-
jeto. Por esta razao o conhecimento preciso deste processo é tdo relevante e muitos artigos e estudos
tém sido dedicados a sua estimacdo acurada. Quando este ativo é uma commodity surgem complicacoes
adicionais. Em geral, as commodities ndo sao negociadas no mercado a vista. Portanto, o preco a vista,
S, ndo é uma variavel observavel. Em geral sao negociadas em mercados futuros e o preco futuro, F, é a
varidvel observavel. O preco a vista S pode ser estimado a partir do prego futuro E Ndo é por outra razdo
que normalmente o contrato futuro mais proximo é considerado uma “proxy” para o preco a vista. O
exemplo mais trivial é o caso do petrdleo. Dada a sua relevancia no mundo, o petréleo é a commodity
de maior negocia¢ao nas bolsas de futuros. Os precos que normalmente sdo veiculados pela imprensa
diariamente referem-se exatamente aos precos do primeiro contrato futuro, aquele que tem vencimento
no periodo de um més a frente. Em geral sdo divulgados os precos do petréleo do tipo Brent negociado
na bolsa de Londres e do tipo WTI (West Texas Intermidiate) negociado em Nova Iorque. Estes precos
futuros sdo as referéncias para o preco a vista do petroleo.

Existe uma relacdo muito conhecida entre os precos nos mercados a vista (S) e futuro (F): F' =
Sexp((r — §)(t — t)). A variavel que faz a ligagdo entre F e S é §, denominada retorno de conve-
niéncia. As demais variaveis sdo a taxa livre de risco r, a data do vencimento do contrato 7 e a data
atual t. O retorno de conveniéncia é o prémio que faz jus o proprietario do ativo fisico, ao contrario
daquele que detém apenas um contrato futuro sobre a commodity. Para uma maior compreensdo do
papel do retorno de conveniéncia na valoracao de ativos contingentes, veja Brennan (1991). Quando
o retorno de conveniéncia é considerado constante, um simples ajuste no processo estocastico (drift)
permite que os modelos de aprecamento sejam meras extensoes do modelo de Black e Scholes (1973) e
Merton (1973). Entretanto se § é considerado constante, a volatilidade dos contratos futuros torna-se
idéntica a volatilidade do mercado a vista. Evidéncias empiricas mostram que a volatilidade dos con-
tratos futuros é decrescente com a maturidade dos contratos. Além disso, sabe-se que o retorno de
conveniéncia varia inversamente com o nivel dos estoques. Portanto, considera-lo constante é apenas
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uma aproximacio. Os primeiros trabalhos em Opcdes Reais' adotaram esta hipotese simplificadora. O
mais correto é considera-lo uma variavel estocastica. Assim, para descrever adequadamente o preco
futuro de uma commodity sdo necessarias, pelo menos, duas variaveis estocasticas: S e d. Estas varia-
veis sao denominadas variaveis de estado, ndo sao observaveis e devem ser estimadas. A observacdo
de F (preco futuro) permite esta estimacao. A importancia de definir o preco a vista esta relacionada a
necessidade de seu uso em modelos de valoracao de ativos reais (OpcOes Reais), planejamento de curto
e longo prazo, decisdo de protecdo ou hedging e decisdes de investimento de empresas e/ou instituicoes
financeiras.

0 modelo de Schwartz e Smith (2000) tem sido um dos mais utilizados na literatura. A questdo fun-
damental aqui tratada esta relacionada ao processo de estimacdo das variaveis de estado. Via de regra
a literatura adota o filtro de Kalman como metodologia desta estimacdo. O filtro de Kalman pressupoe
linearidade e Gaussianidade dos modelos. Nem sempre estas condi¢des sdo atendidas na pratica. Este
trabalho propde um modelo ndo Gaussiano para o preco a vista e faz uso de uma metodologia alterna-
tiva que pode ser aplicada quando os pressupostos do filtro de Kalman nao se verificam. Trata-se do
filtro de particulas, que flexibiliza as suposicoes de linearidade e Gaussianidade dos modelos.

O artigo foi organizado da seguinte maneira: a se¢do 2 resume os artigos mais relevantes que tratam
diretamente de processos estocasticos para commodities; a secdo 3 trata dos procedimentos empiricos
utilizados para a comparacao do filtro de Kalman e do filtro de particulas; a se¢do 4 apresenta o modelo
com saltos para os precos das commodities e a se¢do 5 apresenta as conclusoes.

2. TRABALHOS RELEVANTES SOBRE O TEMA

Brennan e Schwartz (1985) apresentam um relevante trabalho dentro da disciplina que mais tarde
foi denominada de OpgoOes Reais. Neste artigo os autores investigam a valoracdo, o gerenciamento e
o instante 6timo de investir em um projeto de desenvolvimento de uma mina de cobre. Os autores
modelam o preco futuro do cobre com um tnico fator estocastico, o preco a vista.

Pode-se dizer que o artigo de Gibson e Schwartz (1990) no inicio da década de 90 foi o primeiro
passo na direcdo de modelos guiados por mais de um fator para precos de commodities. Os autores
desenvolveram um modelo de dois fatores para os precos do petréleo. Os fatores que carregam as incer-
tezas (ou variaveis estocasticas) sao o preco a vista e o retorno de conveniéncia. O processo estocastico
do preco a vista é o movimento geométrico Browniano. Para o retorno de conveniéncia foi adotado o
processo de reversao a média. Os resultados mostraram que o retorno de conveniéncia tem a tendéncia
de reverter para a sua média de longo prazo sendo a variavel de estado de maior volatilidade, enquanto
0 prego a vista é menos volatil e sua evolugao assemelha-se a um passeio aleatério. O modelo também
foi capaz de mostrar a diferenca entre a volatilidade dos precos a vista e aquela dos contratos futuros,
evidenciando que quanto maior a maturidade menor a volatilidade.

Schwartz (1997) analisou o comportamento estocastico dos precos das commodities. O autor inves-
tiga o desempenho de trés modelos distintos. O modelo de um fator considera que o logaritmo do preco
a vista segue um processo de reversdo a média. O segundo modelo considera dois fatores: (i) o primeiro
fator estocastico é o preco a vista e segue um movimento geométrico Browniano, (ii) o segundo fator
estocastico é o retorno de conveniéncia que evolui segundo um processo de reversao a média. O ter-
ceiro modelo agrega ao segundo a taxa de juros como variavel estocastica, e esta segue um processo de
reversao a média tal qual o modelo de Vasicek (1977). Nos trés casos, as solugoes analiticas do modelo
apresentam o logaritmo do preco futuro como uma funcao linear das variaveis de estado. Apesar da line-
aridade, uma dificuldade persiste no problema: as variaveis de estado ndo sdo observaveis diretamente
nos mercados, apenas o preco futuro é observavel. O modelo foi entdo colocado na forma espago-estado.
E aproveitando a sua propriedade linear, o autor usou o filtro de Kalman para estimar as variaveis de

IDixit e Pindyck (1994) apresentam os fundamentos da Teoria das Opgdes Reais e os modelos classicos desta nova disciplina.
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estado e os hiperpardmetros do modelo. Os resultados evidenciaram que o modelo de um fator tem um
desempenho fraco. Os modelos de dois e trés fatores apresentam desempenhos equivalentes e o autor
observa que a taxa de juros como um fator estocastico agrega pouca informagao.

Schwartz e Smith (2000) propuseram um modelo de dois fatores a semelhanca de trabalhos ante-
riores do primeiro autor. Neste modelo o logaritmo do preco a vista é decomposto como a soma de
duas parcelas que sdo as variagdes de curto prazo e o preco de equilibrio. Ou seja, In(S;) = x¢ + &,
onde y; representa as varia¢cdes de curto prazo e &; os precos de equilibrio. Estas duas variaveis de
estado sdo os dois fatores incertos. A primeira & modelada por um processo de reversao a média do
tipo Ornstein-Uhlenbeck e a segunda é modelada por um processo geométrico Browniano. No modelo
derivado, o logaritmo do preco futuro é linear com relacdo as duas variaveis de estado. Esta linearidade
possibilita a estimacdo dos estados usando o filtro de Kalman. Os hiperparametros sdo estimados pela
maximizacao da verossimilhanca. Os autores implementaram o modelo com dados dos contratos futu-
ros de petréleo. Os resultados mostraram aderéncia para os dados empiricos no curto e longo prazos.
Este modelo é formalmente equivalente ao modelo de Gibson e Schwartz (1990) e a variavel x; é line-
armente relacionada ao retorno de conveniéncia. O modelo pode ser adaptado para outras situagoes e
pode ser estendido de maneira a considerar mais variaveis estocasticas.

Manoliu e Tompaidis (2000) usaram o modelo de Schwartz e Smith (2000) para analisar o comporta-
mento dos precos do gas natural. Foi incluida uma func¢do deterministica para descrever a sazonalidade.
Os parametros de reversao encontrados sao significantes e a volatilidade para a variavel de curto prazo
(reversdo a média) é muito superior a volatilidade da variavel de longo prazo. Foi realizada uma com-
paracdo entre modelos de um e dois fatores através o erro de previsao um passo a frente. Os resultados
mostram que o modelo de dois fatores permite melhor ajuste que o modelo de um fator.

Lucia e Schwartz (2001) apresentaram um estudo sobre os derivativos de energia elétrica. Fizeram
uso dos modelos de um e dois fatores. No modelo de um fator é usado o processo de Ornstein-Uhlenbeck.
Para o modelo de dois fatores sdo usados os modelos de reversdo a média e geométrico Browniano. Os
modelos sdo implementados usando dados de precos de energia da bolsa de energia dos paises noérdicos
(Nordic Power Exchange, Nord Pool ASA). E utilizada uma componente sazonal com variaveis dummies
e funcdes senoidais. Os resultados mostraram que os parametros de sazonalidade sdo significantes
componentes dos precos de energia elétrica na regiao de onde foi extraida a amostra. Esta sazonalidade
tem um papel fundamental na definicao de como os precos dos derivativos de energia sdao formados.
0 estudo conclui que outros modelos também poderiam ser especificados tais como um processo de
reversdo para a volatilidade. Outra especificagdo relevante seria a inclusao de saltos.

Sgrensen (2002) apresentou um estudo sobre a modelagem da sazonalidade para os precos futuros
de commodities agricolas. Usou o modelo de dois fatores de Schwartz e Smith (2000) introduzindo uma
componente deterministica para modelar a sazonalidade. A sazonalidade foi modelada por uma com-
binacao linear de fungdes trigonomeétricas com freqiiéncias sazonais. Foi implementado usando dados
empiricos para as commodities milho, soja e trigo. Como resultado observou-se que as componentes
sazonais acarretam um pico de precos dois a trés meses antes do periodo de colheita. Outra verificacdo,
que foi possivel fazer a partir dos resultados, esta relacionada ao fato de que em periodos de elevados
estoques o retorno de conveniéncia é baixo, e vice-versa.

Javaheri et alii (2003) apresentaram um artigo onde é analisado o problema de filtragem em Finan-
cas. Sdo apresentadas as metodologias do filtro de Kalman, do filtro de Kalman estendido e do filtro de
particulas. Sao mostradas aplicagoes destas metodologias: o filtro de Kalman é utilizado nos modelos
de Schwartz (1997) e o filtro de particulas é utilizado na estimacao da volatilidade estocastica do modelo
de Heston (1993). O modelo de Heston considera que o processo de evolugao dos precos é semelhante ao
geométrico Browniano, porém com a varidncia nao constante. Além disso, propde para a varidncia um
processo de reversao a média. Os dois processos estocasticos sdo correlacionados. Desta forma, o mo-
delo de Heston leva em consideracao: (a) que a distribuicao dos precos ndo é lognormal; (b) a presenca
do “efeito alavanca” e (c) a reversdo a média da volatilidade. A dificuldade de se trabalhar com este
modelo reside no fato de que os modelos de aprecamento baseados no conceito da Medida Martingal
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Equivalente (MME) ndo sdo viaveis, pois ndo é possivel montar um portfélio sem risco devido, princi-
palmente, ao fato de que a volatilidade ndo é um ativo negociavel. Nao sendo uma variavel observavel
diretamente, a volatilidade pode ser estimada, e o filtro de particulas é 1til para esta finalidade.

Pode-se notar que o modelo de dois fatores de Schwartz e Smith (2000) foi usado em trabalhos
subsequentes para a commodity gas natural em Manoliu e Tompaidis (2000), para commodities agricolas
em Sgrensen (2002). Além disso, permitiu extensdes como em Lucia e Schwartz (2001) que analisa os
precos da energia elétrica.

Em sintese, podemos dizer que a grande parte dos trabalhos faz uso do filtro de Kalman para a
estimacdo das variaveis ndo observaveis. Além disso, a estimacao dos hiperparametros dos modelos
é feita pela maximizacao da verossimilhanca do erro de previsao (veja Harvey (1989) capitulo 3). Tal
fato decorre da condicdo dos modelos serem lineares e Gaussianos. Entretanto, as condi¢des de ndo
linearidade ou ndo Gaussianidade tém se tornado cada vez freqgiiente em Financas. A medida que os
modelos avancam na tentativa de descrever os fatos estilizados observados nas séries de precos, os
modelos tornam-se mais complexos agregando tais propriedades. Este trabalho apresenta os resultados
do uso do filtro de particulas como metodologia alternativa para lidar com as perdas de linearidade e
Gaussianidade de um modelo com saltos, usado para modelar os precos do petroleo.

3. COMPARAGAO ENTRE O FILTRO DE KALMAN E O FILTRO DE PARTiCULAS

A comparacdo entre os filtros de Kalman e de particulas sera feita através do modelo de Schwartz
e Smith (2000). Este é um modelo linear e Gaussiano e, portanto as duas metodologias podem ser
empregadas sem restricoes. O objetivo é mostrar que o filtro de particulas leva a resultados tdo bons
quanto o filtro de Kalman quando sao requeridas as condi¢des para o uso deste Gltimo. Adiante, na secao
4, mostraremos o uso do filtro de particulas para as situacoes em que o filtro de Kalman apresenta
limitacoes. Por questdo de brevidade serd mostrado o modelo de Schwartz e Smith (2000) no que se
refere aos aspectos gerais. Para o detalhamento da derivacao sugerimos que seja consultado o artigo
original. Trata-se de um modelo de dois fatores em que o logaritmo do preco a vista é decomposto em
duas parcelas: a primeira modela as varia¢oes de curto prazo e a segunda os precos de equilibrio de
longo prazo. As duas variaveis de estado serao estimadas ja que ndo sao observaveis. Entdo, pode-se
escrever:

In(S;) = xt + & (1)

onde S; é o preco a vista da commodity, y; representa as variacoes de curto prazo e &; os precos de
equilibrio de longo prazo. A parcela x;, variacoes de curto prazo, segue um processo de Ornstein-
Uhlenbeck:

dXt = _kxxtdt + O'XdWX (2)

onde k, é a velocidade de reversdo, o, é o parametro de difusdo do processo e dW,, é o incremento do
processo padrao de Wiener. A parcela &;, preco de equilibrio, segue um processo geométrico Browniano,
dado por:

d&y = pedt + oedWye (3)

onde /¢ € a tendéncia (drift) do processo, o¢ é o parametro de difusdo e dW¢ é o incremento do processo
padrao de Wiener. Ainda temos que dW, dW¢ = pdt, onde p representa a correlacdo entre as variaveis
de estado. O modelo acima foi escrito sob a MME e procedida a derivacdo dos pregos futuros.

Seja I ; o valor em t de um contrato futuro com vencimento em 7. Sob a MME, o preco do contrato

futuro é igual ao valor esperado do preco a vista em 7. Isto é, F7.; = EtQ [S-], ou ainda In [F; ;] =

In (EtQ (ST)). onde EX(.) representa o valor esperado em t sob a MME. Pode-se demonstrar que

In(Frq) =e ™Dy, + &+ A(r — t) (4)

)

RBE Rio de Janeiro v.60n.3/p.215-233 Jul-Set 2006 219



v
Fernando A. L. Aiube, Tara K. N. Baidya, Edison A. H. Tito \

onde A(7 — t) é dado por

M

o

Al —t) = (T — t) — (1 _ e—kx(r—n)

1 ) o2 i PO O
Z1(1= —Qkx(f—t)) X 2(r — ) +2 (1 — —kx(T—t)) PIX9E
2 ( ‘ o, ToET oDt ¢ iy

onde g = 1 — Ag; Ay @ A¢ s30 os pregos de risco de mercado de x e &, respectivamente.

Agora serao descritos os procedimentos empiricos que foram seguidos para estimacdo das variaveis
de estado. As duas metodologias usadas para tal finalidade foram os filtros de Kalman e o de particulas.

O filtro de Kalman é um conjunto de equa¢des matematicas que constitui um processo recursivo
eficiente de estimacdo uma vez que o erro quadratico é minimizado. Através da observacdo da va-
ridvel denominada “varidvel de observacao” outra variavel, nao observavel, denominada variavel de
estado pode ser estimada eficientemente. Podem ser estimados os estados passados, o estado presente
e mesmo previsto os estados futuros. Inicialmente o modelo é escrito na forma espago-estado, e a seguir
as equagoes do filtro de Kalman sdo usadas. Além disso, é realizada a estimacao dos hiperparametros
do modelo através da maximizac¢ao da verossimilhanca via decomposicdo do erro de previsao. Veja em
Harvey (1989) e em Durbin e Koopman (2002) exposicoes detalhadas sobre o filtro de Kalman.

O filtro de particulas é um procedimento recursivo para integragao, dentro da classe dos métodos
seqlienciais de Monte-Carlo. Os métodos seqiienciais de Monte-Carlo sdo particularmente interessantes
para o calculo de istribuicoes a posteriori, isto é, das distribui¢oes das variaveis de estado dada a ocorrén-
cia da observagao y;. Os métodos seqiienciais de Monte-Carlo dispensam as condi¢6es de Gaussianidade
e linearidade do modelo e ainda possuem adequadas condicdes de convergéncia. Eles abrangem os mé-
todos que apareceram na literatura sob as denominacdes de filtros bootstrap, filtro de particulas, filtro
de Monte-Carlo, dentre outros. O filtro de particulas baseia-se na distribuicdo por importancia a qual
é definida como sendo a distribuicdo a priori (Sequential Importance Sampling). Infelizmente o processo
degenera-se quando o tempo cresce e ndo se consegue a distribuicdo a posteriori. Uma etapa adicional
é acrescida para viabilizar o procedimento. Trata-se da amostragem com reposicdo. As particulas amos-
tradas que sdo pouco representativas dentro da distribuicdo sdo retiradas do processo e as particulas
“sobreviventes” constituem a distribuicdo, que é usada como base para o prosseguimento do método
em cada instante de tempo. Os fundamentos do filtro de particulas podem ser encontrados em Doucet
et alii (2001). No anexo deste artigo é apresentada uma resenha do filtro de particulas bem como o seu
algoritmo basico.

0 modelo de Schwartz e Smith (2000) esta sob as condic¢des requeridas para o uso do filtro de Kalman
pois a equacao das observacgoes (equagao (4)) é linear em relacado aos estados y; e &. Também é imediato
que o logaritmo de dos precos futuros é uma distribuicdo condicionalmente normal. Isto é, dado que se
conhece os valores das variaveis de estado em ¢ — 1, entdo x; e & sdo condicionalmente Gaussianas e
por conseguinte a equagdo de observagdes define que o In(F’; ;) é também Gaussiana.

A comparacdo entre as duas metodologias foi realizada em dois estagios distintos. O primeiro esta-
gio tratou o problema como um caso ideal. A variavel de observacao foi criada artificialmente. Foi entao
atendido o requisito da Gaussianidade do modelo para uso do filtro de Kalman. No segundo estagio da
comparacao os dados de observacdo sdo reais: os precos observados no mercado futuro de petroleo.

Considerando os hiperpardmetros do modelo como aqueles em Schwartz e Smith (2000), os pregos
futuros (variavel de observacio) serdo gerados artificialmente.? Primeiramente as equacées (2) e (3) sdo
discretizadas abaixo. Estas equac¢des sdo denominadas equagdes de transicao:

xt = (1 =k At)xi—1 + & (5)

2 A estimacdo dos hiperpardmetros no modelo de Schwartz e Smith (2000) é realizada através da maximizacio da verossimi-
lhanca do erro de previsdo, conforme a metodologia do filtro de Kalman. Este mesmo procedimento estd implementado na
secdo 4. Para maiores detalhes veja Harvey (1989) e Durbin e Koopman (2002).
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§t = peAt + &1 + 1y (6)

onde g, ~ N(0,02) e v, ~ N(0,02) sendo pAt a correlagio entre as duas distribui¢des padronizadas
e At o intervalo de tempo usado na discretizagdo (uma semana ou 1/52 anos). As distribuicoes de x; e
&; sdo condicionalmente normais. Ou seja, dados y:—1 e &1 , as varidncias condicionais e a matriz de

2
covaridncia sdo dadas por: Var(xi|xi—1) = (1 — e 24) Zx =02 e Var(&|&-1) = 02 At = o2
X

2
_ =2k, At\ %x _ —kyAt\PoxT¢
(1 e x )2kx (1 e ) X

Cov(xe,6) =
(1 o ekaAt) PkaX‘Tﬁ O’?At

A equacdo das observacoes é dada por:
In(Frq) = e ™y + &+ Al — t) + (7)

onde u; ~ N(0,02) representa os erros nas observacdes que sdo descorrelacionados dos erros das
equacoes de transicao (5) e (6).

Foram gerados simultaneamente 7'(7" = 2000) ruidos Gaussianos para &;, para v; e ainda para
we(t = 1,2,...,T) de tal modo que os dois primeiros ruidos sdo correlacionados, conforme mencionado
acima, e ainda descorrelacionados do terceiro ruido.

Em cada uma das trés séries geradas foram realizados os testes estatisticos para verificacdo da
adequabilidade dos dados: (i) testes de normalidade de Jarque-Bera e Anderson-Darling; (ii) analise dos
correlogramas com uso da FAC (Fun¢ao de Auto-Correla¢do), FACP (Funcdo de Auto-Correlagdo Parcial)
e da estatistica Ljung-Box (estatistica Q); (iii) teste de independéncia BDS (Brock, Dechert e Sheinkman
(1987)). Os resultados indicam que os ruidos gerados sdo normais, descorrelatados e independentes.
Além disso, as séries dos residuos das variaveis de estado estdo correlacionadas, enquanto a correlacdo
destas mesmas séries com a série dos ruidos da variavel de observacao é baixissima. Portanto, os valores
gerados artificialmente para os ruidos estao adequados as premissas requeridas.

A etapa seguinte foi calcular para cada intervalo de tempo as variaveis de estado a partir de valores
inicias de x( e & . Para tal, foram usadas as equacoes discretizadas (5) e (6), bem como os ruidos gerados
acima. Entdo, de posse dos valores calculados para as variaveis de estado e do ruido das observacoes,
foi calculado, em cada instante de tempo, o valor da variavel de observacdo para o primeiro contrato
futuro (equacdo (7)). Os dados artificiais, assim gerados, serao os dados de entrada para o processo
de filtragem. Eles serdo utilizados no filtro de Kalman e no filtro de particulas. Faremos somente a
filtragem dos dados pelas duas metodologias. Por enquanto ndo havera estimacao de hiperparametros
por nenhum critério. O objetivo, até o momento, é tdo somente de comparar os dois processos de
filtragem dos dados observados, para estimacdo das variaveis de estado.

O preco do primeiro contrato futuro, gerado artificialmente, serviu como dado de entrada para os
dois filtros. Esta é a variavel de observacdo que sera filtrada. A filtragem estimara a duas variaveis
de estados y: e & por cada metodologia. Também sera obtido o sinal de observacdo filtrado. Serdo
avaliados os erros entre o sinal observado e aquele gerado em cada metodologia de filtragem. Os filtros
e todos os procedimentos citados acima foram implementados como uso do software MATLAB.

A variavel de observacdo, gerada artificialmente, foi introduzida no filtro de Kalman e, juntamente
com os mesmos parametros utilizados na sua geracao, foi rodado o filtro. A saida fornece as variaveis de
estado estimadas juntamente com a variavel de observacao filtrada. Foram realizados testes estatisticos
nas saidas resultantes do filtro de Kalman. O residuo da variavel de observacdo foi analisado para a
verificacdo das propriedades de sua distribuicao. Foram realizados os testes de normalidade Jarque-Bera
e Anderson-Darling e em ambos aceita-se a hipétese nula de normalidade. A FAC e a FACP, junto com a
estatistica Q, mostram que os dados sdo descorrelatados. O teste BDS mostra fortemente a aceitacdo da
hipétese nula de independéncia.
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O mesmo procedimento foi realizado em relacdo ao filtro de particulas. Ou seja, usando a mesma
variavel de observacdo anterior e os mesmos parametros, fizemos a filtragem com o filtro de particulas.
Os dois procedimentos de filtragem foram comparados em termos quantitativos usando-se as seguintes
medidas para o erro entre as variaveis observada e filtrada:

Yot — Yt
Yot

RMSE = iy (Wor = yr1)” MAE = ET: Wor —ysil ypapp— L ET:
‘ B T - t=1 T - T t=1

onde y,; significa o valor da variavel de observagéo no instante t e y/7; o valor da variavel de observagao
filtrada no mesmo instante. A primeira medida RMSE é a raiz do erro quadratico médio, a segunda
medida, MAE, é o erro absoluto médio e a terceira medida, MAPE, é o erro absoluto percentual médio.

Os valores iniciais das variaveis de estados foram os mesmos para as duas metodologias e iguais a
xo = 0,2 e &y = 3,2 (para fazer estas estimativas dos valores iniciais foi rodada uma regressao da equa-
¢do (7) sendo as variaveis x e £ os parametros). No filtro de Kalman todas as distribui¢des envolvidas
sdo normais e apenas a média X = (x,£) e a varidncia P sdo suficientes para descrever as distribui-
¢oes. O filtro de particulas é um procedimento numérico em que as amostras (particulas) descrevem
as distribuigoes. Foram realizados inicialmente 100 experimentos onde cada experimento representa
uma amostra diferente da distribuicao inicial. Posteriormente, foram realizados 500 experimentos. Os
resultados obtidos estdo mostrados na Tabela 1.

Tabela 1 — Comparacao entre as duas metodologias de filtragem para a variavel de observacao.

RMSE MAE MAPE
(US$/bbl) | (US$/bbl) (%)
Filtro de Kalman 0,9954 0,7639 2,5849

Filtro de particulas (100) | 11,0406 0,7917 | 2,6803
Filtro de particulas (500) 1,0402 0,7912 2,6780

Na Tabela 1 o filtro de Kalman mostra o erro cometido na solucdo exata. O algoritmo do filtro
de particulas fornece a solucdo numérica e cada ntimero da tabela representa a média do erro para o
caso de 100 experimentos e 500 experimentos. Os resultados mostram que a solu¢do numérica esta
bem préxima da solugao exata. O tempo computacional requerido para cada experimento da solucdo
numérica (filtro de particulas) é de aproximadamente 26 segundos (com o uso de 200 particulas®). Na
solucdo exata (filtro de Kalman) os resultados sdo imediatos.

Agora comparamos as duas metodologias usando dados reais de mercado. A variavel de observacao
é o primeiro contrato futuro (F1) de petrdleo. Desta forma, o modelo é univariado nas observacoes, pois
contém apenas uma variavel de observacdo. Os dados abrangem os precos dos contratos futuros de
petréleo WTI no periodo de janeiro de 1985 a abril de 2004 negociados no NYMEX (New York Mercantile
Exchange), tomados com freqiiéncia semanal. O tamanho da amostra é de 1007 dados. A Tabela 2 mostra
os resultados.

A comparacao com dados reais de mercado abrange o periodo que envolve a guerra do Golfo, quando
se observou precos anormalmente elevados relativamente aos precos daquela época. Notamos que o
residuo entre o preco observado e o preco filtrado é elevado durante este periodo, se comparado aos
demais residuos da série.

Embora nao se tenha o objetivo de comparar os resultados dos dados artificiais com os dados de
mercado, cumpre ressalvar um aspecto com relacdo a magnitude dos erros obtidos nos dois casos.

3Nio existe um critério definitivo para determinar o nimero de particulas a ser utilizado. Um procedimento empirico é efetuar
simulagdes com diferentes nimeros de particulas e observar o nivel em que os resultados estabilizam-se.
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Tabela 2 — Comparacdo entre as duas metodologias de filtragem para a variavel de observacdo

RMSE MAE MAPE
(US$/bbl) | (US$/bbl) (%)
Filtro de Kalman 0,5242 0,3675 1,6970

Filtro de particulas (100) 0,5810 0,3965 1,8282
Filtro de particulas (500) | 0,5812 0,3963 1,8279

Observa-se que com dados artificiais o erro foi superior do que com dados de mercado. Deve-se isto
simplesmente ao fato de que o desvio padrao do ruidos das observacoes que foi utilizado é superior
aquele dos dados de mercado. Outros rodadas foram realizadas em que o desvio padrao do ruido das
observacdes era menor que aquele com dados reais. Nesta situacdo, o erro apresentado pelos dados
artificiais foi menor que os de mercado. Cumpre ainda lembrar que o modelo que esta sendo usado é
linear e Gaussiano. O menor erro do filtro de Kalman retrata o quao distante estdo os dados da condicado
de Gaussianidade quando sdo tratados por tal modelo.

4. EXTENSAO DO MODELO DE SCHWARTZ E SMITH (2000)

A secdo anterior deteve-se em examinar tdo somente o processo de filtragem pelas duas meto-
dologias que estimam as variaveis ndo observaveis. Agora trataremos do processo de estimacdo dos
hiperparametros. Nesta se¢do serd proposto um modelo ndo Gaussiano e analisado através do filtro de
particulas. Serdo estimados as varidveis estado (filtro de particulas) e simultaneamente os hiperpara-
metros do modelo (maximizacdo da verossimilhanca do erro de previsao).

Um dos fatos estilizados das séries de retornos financeiros é o excesso de curtose (caudas pesadas).
A literatura tem modelado esta propriedade através de: (i) volatilidade variando no tempo (modelos da
familia ARCH/GARCH), (ii) volatilidade estocastica e (iii) processos de difusdo com saltos. Este artigo usa
esta ultima abordagem propondo uma extensdo do modelo de Schwartz e Smith (2000). A utilizacao
de saltos em processos estocasticos dos precos de commodities pode ser encontrado em Deng (1998)
que analisou os derivativos dos precos da energia elétrica. Considere o modelo dois fatores com saltos,
proposto abaixo:

In(Sy) = f(t) + xe + &
dxi = —kyxidt + oy, dW, + v(p,, 02)dr () 8)
d&y = pedt + oedWye

A definicdo dos pardmetros das equagoes em (8) sdo os mesmos ja apresentados no modelo de
Schwartz e Smith (2000). As duas variaveis de estados sdo correlacionadas por pdt = dW, dW,. Foi
adicionado um processo de saltos na variavel y por ser esta a variavel que possui maior volatilidade. A
variavel ¢ representa a componente de equilibrio de longo prazo. Para representar um modelo de forma
mais genérica incluimos uma componente sazonal representada pela fun¢do deterministica f(¢). Intui-
tivamente, o salto acima possui tamanho aleatério dado pela distribuicao v e o processo de Poisson tem
intensidade w. Os processos de Poisson e de difusdo sdo independentes um do outro e cada um deles
é independente de v. Note que os processos do modelo acima sdo afins. Os processos de difusdo afins
sdo muito comuns em Financas, pois sao “bem equipados” no sentido que possuem a componente de
difusdo, a componente dos saltos e ainda permitem agregar componentes de volatilidade estocastica ou
volatilidades variando no tempo tais com os processos ARCH/GARCH. Em Duffie e Kan (1996) e em Duffie
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et alii (2000) ha uma resenha sobre os processos de difusio afins*. Foi considerado que a distribuicio v
é normal°.

A seguir, foi derivada a expressao do preco futuro de um contrato que tem maturacdo em 7. O preco
deste contrato no instante t é dado por F; ;, = EtQ [S;]. Q representa a Medida Martingal Equivalente
sob a qual os processos descritos nas equacgoes em (8) foram escritos. O valor esperado acima pode
ser calculado com a transformada proposta em Duffie e Kan (1996), ou ainda, a mesma transformada
pode ser encontrada em Duffie et alii (2000), Proposicdo 1. Os detalhes desta derivacdo estdo em Aiube
(2005). O prego futuro, escrito sob a MME, (equacado das observagoes) é dado por:

In(Fr;) = f(r) + ey + &+ AT —t) + B(r — t) )

onde:

2
Q(l — e—2kx(f—t>)+

« A ko (r—
AT —1) = (ui(r = 1) = ZX(1 = e 0) 4 2
X

X

PIxT¢ —ky (1) 1,
T(1—e X )+§o—§(7—t))

i 1
B(r—1t) = w/ {exp (,uiekX(TZ) + 2012,62kX(TZ)) - 1} dz
¢

P = pe — A¢ e ainda 41, € a média do tamanho dos saltos sob a MME.

A inclusdo de saltos no modelo gerou o aparecimento do termo B(7 — ¢) que ndo existia no modelo
de Schwartz e Smith (2000). Para obter a equacdo deste ultimo (equagdo (4)) basta retirar os saltos,
removendo o termo B(7 — t).

A equacdo em (9) é escrita na forma da equacdo de observacdo como:

Yro = f(1) + ey 4 &+ A(T —t) + B(T — t) 4 uy

ondexy,; = In(Fr;); uy ~ N(0,s) e s é o desvio padrdo do ruido das observagdes.

A variavel de observacdo é o preco de um contrato futuro com vencimento em 7. Sao observadas
séries histéricas de precos futuros para diferentes maturidades. As observacdes sdo agregadas em um
painel. O procedimento de agregar os dados em painéis é o mesmo dos artigos mencionados na se¢ao 2.
A seguir serdo apresentados mais detalhes sobre os dados.

O logaritmo do preco futuro é linear em relacao aos estados como pode-se observar da equagdo (9).
Os dois processos estocasticos descritos em (8) constituem as equacoes de transicdo ou de evolucdo dos
estados. O problema nao é Gaussiano porque uma das variaveis de estado () segue um processo que
possui saltos. A estimacao dos estados é feita através do filtro de particulas. Os hiperparametros a
serem estimados sdo dados pelo vetor ©, este vetor sera especificado abaixo em cada modelo. O filtro
de particulas inicia o processo de filtragem com o vetor de pardmetros ©,. As variaveis de estado e as
observacdes filtradas sao estimadas para cada instante de tempo. Através da decomposicdo do erro de
previsdo é estimada a verossimilhanca do modelo. Ao final da primeira filtragem este valor é avaliado
conforme a equagao abaixo:

T T

NT 1 1

InL(©) = ——~In(2m) - 5 » In|Gy| - 5 Y eGle
t=1 t=1

4Além dos artigos mencionados, o site http://wwwé.ncsu.edu/unity/users/p/pfackler/wuw/affine/ contém varios
outros artigos e links relacionados a utilizacdo de processos afins em Financas.

5 Duffie e Kan (1996) apontam que as distribui¢des exponencial, binomial e normal sio convenientes por levarem a solugdes
fechadas. Em outras situagdes deve-se proceder a solu¢do numeérica.

224 RBE Riode Janeiro v.60n.3/p.215-233 Jul-Set 2006



b Processos estocasticos dos precos das commodities:
r e uma abordagem através do filtro de particulas

onde G, representa a matriz de covariancia dos erros das observagoes em ¢; &, = Y, — Y ;1 € O €ITo
de previsao em ¢, parat = 1,2,--- ,7; e N o numero de contratos no painel. O algoritmo utilizado
na maximizacdo da verossimilhanca foi o BHHH (Berndt, Hall, Hall e Hausman) e os programas foram
implementados em MATLAB.

Com a finalidade de estabelecer comparagdes, foram analisados dois modelos pela metodologia do
filtro de particulas. O primeiro é o modelo Gaussiano de Schwartz e Smith (2000) descrito na segdo
anterior. O segundo modelo é o proposto acima que inclui saltos e, portanto é nao Gaussiano.

Os modelos foram implementados usando dados empiricos dos contratos futuros da commodity pe-
tréleo WTI negociados NYMEX. Os dados observados dos contratos futuros para diferentes maturidades
foram organizados em um painel. Os dados foram coletados de maneira que o painel fosse completo,
ou seja, nio ha dados faltantes®. A maturidade dos contratos abrange do primeiro contrato futuro (com
vencimento um meés a frente), denominado de F1, até o contrato com vencimento em sete anos, deno-
minado por F84. O painel contém sete contratos futuros. O periodo de observagao foi de 23/04/1997
a 20/12/2004, totalizando 403 observacdes. A Tabela 3 apresenta algumas propriedades estatisticas
destes contratos.

Tabela 3 — Estatisticas do painel de dados utilizado para a estimacdo

Contrato Média Desvio Padrdao | Curtose
(US$/bbl) (US$/bbl)
F1 26,31 8,71 3,27
F5 25,38 7,77 4,08
F10 24,31 6,93 4,71
F17 23,33 6,21 5,41
F27 22,62 5,60 5,95
F48 22,19 5,16 6,20
F84 21,95 4,69 5,93
No modelo sem saltos o vetor ® é dado por ® = ('“Z? kv, Ay, Oy, 0¢, P, S1,...,87),onde s; é desvio

padrdo do ruido das observagdes do i-ésimo contrato. No caso do petroleo bruto a componente sazonal
ndo é significante. Foram realizados testes considerando a sazonalidade representada por uma soma de
senos e cossenos. A sazonalidade trimestral mostrou que os coeficientes das fungoes trigonomeétricas
sdo estatisticamente insignificantes. A Tabela 4 apresenta os resultados da estimacao do modelo de
Schwartz e Smith (2000), ou seja, o modelo sem saltos. O resultado mostra que a volatilidade de curto
prazo (o) neste modelo é substancialmente superior que aquela dos precos de equilibrio (o).

No modelo com saltos o vetor ® é ® = (uz,kx,)\x,ax,ag,p,w,/zjj,Uy,sl, ...,87). A Tabela 5
mostra os resultados obtidos. No modelo sem saltos o choque nos pregos estava sendo explicado, prin-
cipalmente, pela forga da reversdo a média (parametro £, ) e pela volatilidade de curto prazo (pardmetro
0y). A inclusdo dos saltos no modelo coloca em agao outro pardmetro capaz de explicar os choques nos
precos. Se comparado ao modelo sem saltos, nota-se que a volatilidade o, tem o seu valor reduzido
de 36% ao ano para aproximadamente 18% ao ano. De fato este resultado era esperado como pode
ser constatado em Das (1998) que incluiu saltos na dindmica da taxa de juros. Também pode-se notar
que na velocidade de reversdo k, houve redugdo. A presenca dos saltos absorve, em parte, o que es-
tes parametros representavam no modelo sem saltos. Isto é, grande parte dos choques existentes na
série de precos estava traduzido anteriormente em termos de k, e o,. Agora os choques sdo também
explicados pelos saltos.

6Tratamos o problema montando painéis completos (sem auséncia de informagcdes de pregos futuros). Pode-se trabalhar com
painéis incompletos, para tal veja Sgrensen (2002) e Cortazar e Naranjo (2003).
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Tabela 4 — Estimacdo dos hiperparametros do modelo sem saltos

Pardmetro | Valor | Erro Padrao
ug 0,0097 0,0007
k:X 1,4070 0,0155
)\X 0,0780 0,0783
oy 0,3606 0,0124
o¢ 0,1500 0,0041
P 0,2188 0,0446
S1 0,0092 0,0001
So 0,0477 0,0000
S3 0,0103 0,0000
S4 0,0092 0,0000
S5 0,0100 0,0001
Sg 0,0200 0,0006
S7 0,0156 0,0007

Verossimilhanga: In L(©®) = 8152

Foi realizada a anélise da estrutura a termo dos precos para os dois modelos. Isto é, a diferenca
entre o valor filtrado e aquele observado. A Tabela 6 mostra estes resultados. Cada niimero representa
a média dos erros para os contratos do painel.

A inclusao de saltos no modelo resultou em um menor erro médio para o dados do painel, ou seja,
o modelo com saltos descreve mais apropriadamente a evolugao dos pregos. Em Aiube (2005) pode-se
observar que esta mesma melhora nos resultados ocorre quando a distribuicdo dos saltos é do tipo
exponencial. Além disso, nota-se também que a distribuicdo normal (para v) é mais apropriada que a
exponencial para os precos do petroleo.

5. CONCLUSOES

Este artigo apresentou inicialmente uma comparacgao entre os processos de filtragem das metodolo-
gias do filtro de particulas e do filtro de Kalman. A comparacao foi realizada tanto com dados sintéticos
como com dados de mercado e sempre fazendo uso de um modelo Gaussiano. A solucao numérica pelo
filtro de particulas mostrou resultados proximos daqueles obtidos pela solucao exata do filtro de Kal-
man. Portanto, pode-se concluir que o filtro de particulas apesar de computacionalmente mais intenso
é viavel em termos de tempo de resposta e apresenta resultados coerentes em termos de filtragem,
quando comparado ao filtro de Kalman.

0 modelo de Schwartz e Smith (2000) é muito flexivel e pode acomodar iniimeras extensdes. Além
disso, este modelo tem sido usado muito freqiientemente na anlise de diferentes commodities tais como
0 gas natural, energia elétrica, produtos agricolas e petroleo.

O artigo propde uma extensdo do modelo de Schwartz e Smith (2000) incorporando saltos nas vari-
acoes de curto prazo. Na derivacdo da expressdo dos precos futuros foi feita uma aplicacdo das trans-
formadas apresentadas por Duffie e Kan (1996) e Duffie et alii (2000) para processos estocasticos afins.
A dinamica proposta com saltos restringe o uso do filtro de Kalman como metodologia de estimacao.
Aplicou-se entao o filtro de particulas e a compara¢do dos modelos com e sem saltos mostrou que a
inclusdo dos saltos explica melhor a estrutura a termo dos precos do petroleo.

A maior contribuicdo do artigo esta relacionada a analise de viabilidade do uso do filtro de particulas
como metodologia alternativa ao filtro de Kalman classico. O filtro de particulas é uma metodologia que
tem sido usada em varios ramos do conhecimento e certamente é muito promissora em Finangas, pois
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Tabela 5 — Estimacdo dos hiperparametros do modelo com saltos

Pardmetro | Valor Erro Padrdo
,ug 0,0101 0,0000
kx 1,0155 0,0000
)\X 0,0100 0,0000
Oy 0,1775 0,0000
O¢ 0,1423 0,0000
p 0,1800 0,0002
w 0,3222 0,0000
w 0,3714 0,0000
oy 0,1001 0,0001
S1 0,0103 0,0000
So 0,0123 0,0000
S3 0,0096 0,0000
S4 0,0100 0,0000
S5 0,0477 0,0000
S6 0,0304 0,0000
S7 0,0145 0,0000

Verossimilhanca: In L(©) = 11859

Tabela 6 — Estrutura a termos dos precos

Modelo RMSE MAE MAPE
USS/bbl | USS/bbl | %

Semsaltos | 1,0331 | 0,8454 | 3,5931
Com Saltos | 0,8566 | 0,6720 | 2,7936

permite lidar com os modelos cada vez mais complexos que buscam melhor explicar os fendémenos
relacionados a dindmica dos dados financeiros.
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b Processos estocasticos dos precos das commodities:
r e uma abordagem através do filtro de particulas

A. O FILTRO DE PARTIiCULAS

Este Apéndice trata da apresentacdo do filtro de particulas em seus conceitos basicos. O filtro de
particulas é um método numeérico de integracdo. E adequado para lidar com problemas nio lineares
e ndo Gaussianos. Desde a década de sessenta, grande atencdo tem sido devotada a estes problemas.
Entretanto somente com o aumento do poder computacional foi possivel tornar o seu uso mais corrente.
Os conceitos aqui apresentados estdo baseados em Doucet et alii (2001). Veja também Doucet et alii
(2000). Foi mantida a mesma notacao dos artigos técnicos que tratam dos métodos seqiienciais de
Monte-Carlo como pode ser observado através das referéncias aqui listadas.

A.1. Introducao

Em varios ramos do conhecimento é comum o problema relacionado a necessidade de estimar uma
variavel desconhecida ou nao observavel a partir de um conjunto de dados. Também é freqiiente que
estes dados ou observacoes sejam gerados em tempo real e desejavel que a estimagao seja feita em
tempo real. Na grande parte dos casos é conhecida a distribuicdao anterior (ou a priori) do fendmeno ou
da variavel ndo observavel. Com o uso do Teorema de Bayes é possivel calcular a distribuicao posterior
(a posteriori). Esta distribuicdo permite a inferéncia sobre a variavel que se deseja estimar. Em resumo,
trata-se do mesmo problema que o filtro de Kalman aborda. O filtro de Kalman pode ser visto como
um caso particular em que o modelo é linear e as distribui¢des das variaveis de estado e observacao
sdo Gaussianas. O filtro de Kalman é a solucdo analitica exata para problemas Gaussianos. Portanto,
no algoritmo do filtro de Kalman apenas os dois primeiros momentos da distribuicdo das variaveis de
estado sdo relevantes. A aplicabilidade do filtro de particulas esta relacionada aos mesmos problemas
de controle em sistemas dindmicos que trata o filtro de Kalman. Entretanto, aborda uma classe mais
ampla de problemas, pois ndo tem as mesmas restri¢coes do filtro de Kalman. Por outro lado, possui
a desvantagem de ser computacionalmente muito mais intenso. Exemplos de aplicacoes do filtro de
particulas sdo diversos no ramo da engenharia. Esta pesquisa propoe o seu uso para estimar variaveis
de estado ndo observaveis em mercados financeiros. Um simples exemplo é o caso da volatilidade
de ativos. Esta variavel nio é diretamente observada no mercado. E extraida das séries financeiras
sendo dispensavel ressaltar sua importéancia para os mercados. A cada nova informagao do prego de
um ativo financeiro que normalmente, vem corrompida por um ruido, este parametro pode ser filtrado
e estimado em tempo real. Outro exemplo estd relacionado aos mercados futuros de commodities. A
cada nova informacao de preco de negociacao no mercado futuro para uma commodity, o preco a vista
que, via de regra, ndo é observavel, pode ser estimado. Portanto, em caso de Gaussianidade, como dito
acima, existem solugoes fechadas para a distribuicdo posterior e este conjunto de equagdes recursivas
é o filtro de Kalman.

Entretanto, nem sempre os fendmenos podem ser tratados por modelos lineares. Uma solucdo sem-
pre & vista é linearizar tais modelos para que possa recair sob condicées mais faceis para se trabalhar. E
o caso do filtro de Kalman estendido. Ainda mais, nem sempre é possivel trabalhar com modelos Gaussi-
anos. Ou seja, os modelos Gaussianos restringem o conjunto de fendmenos que podem ser analisados. A
ndo linearidade e a ndo Gaussianidade sdo propriedades comumente encontradas. Nestes casos a deter-
minacdo da distribuicdo posterior depende de intensos calculos numéricos para ser determinada, uma
vez que nao ha solucdo analitica fechada. Esquemas de aproximagoes numéricas tém sido pesquisados
nos ultimos trinta anos com esta finalidade. Os métodos seqiienciais de Monte-Carlo (MC) destacam-se
com vantagens sobre os demais no que se refere ao calculo da distribuicdao posterior. Além disso, o apa-
recimento de computadores potentes possibilitou o rapido crescimento desta disciplina. Os algoritmos
seqlienciais de MC apareceram na literatura sob diversas denominacdes: filtros bootstrap, condensacdo,
filtro de particulas, filtro de Monte-Carlo. Aqui todos serao tratados por filtro de particulas.
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A.2. Definicoes basicas

Seja {x;, t € N} a variavel de estado, ndo observavel, que segue um processo de Markov. Seja
{yt,t € N} a variavel observavel. Ainda sejam p(z) a distribuigdo inicial da variavel de estado e
p(x¢|zi—1) a equacdo de transicdo que descreve a evolugdo da variavel de estado. A distribuicdo margi-
nal da variavel de observacdo é dada por p(y:|x+). Ou seja, as observagdes {y;,t € N} sdo condicional-
mente independentes dado {z;,t € N}. Em resumo:

p(xp) distribuicio inicial da varivel de estado,
p(z¢|zi—1) equagdo de transicdo da variavel de estado,

p(y¢|x¢) distribuicdo marginal da variavel de observacio.

Dentro do ambiente Bayesiano toda informagcdo relevante sobre {z¢,z1,...,x;} dadas as observa-
¢bes até t, podem ser obtidas a partir da distribuicdo posterior p(xo,21, . . . ,Z¢|y1,Y2, - - - ,y¢ ). Em varias
aplicacdes ha o interesse em determinar recursivamente, em tempo real, esta distribuicdo, p(xo.+|y1.¢)-
Além disso, deseja-se saber a distribuicdo marginal p(x; |y;.¢ ), conhecida como distribuicdo filtrada.
Ainda mais, deseja-se saber valores esperados tais como:

I(fi) = / fi(zo.e)p(xo:lyr:¢)dxo . (10)

onde f; : R*! — R é integravel com respeito a p(xo.¢|y1.¢)- Assim estabelecido, o problema acima é
conhecido como problema de filtragem Bayesiano ou problema é6timo de filtragem.
Em um instante de tempo ¢ qualquer, o Teorema de Bayes fornece a distribuicdo posterior:

_ P(y1:t|1’o:t)p($t)
p(xt|y1:t) B fp(yl:t|1’0:t)p(fﬂ0:t)d1'0:t (11)

Ainda pode-se obter uma féormula recursiva para avaliar a distribuicdo posterior:

p(yt+1 |9Ct+1)p($t+1 \l’t)
P(yt+1 |yl : t)

P(To:t+1[Y1:e41) = P(To:ely1:¢) (12)
A distribuicdo marginal p(x|y;.+) também pode ser obtida de forma recursiva a partir das seguintes
equagoes:

p(Telyr:e—1) = /p($t|$t—1)p(3€t—1\y1:t—1)dﬂ3t—1 (13)

_ p(yt|$t)p($t|y1:t—1)
fp(yt|xt)p(zt\y1:t—1)d1t

A equacdo (13) é a equacao de previsdo e a equagao (14) é a equacdo de atualizagdo. Estas duas equagoes
constituem a base dos algoritmos seqiienciais de Monte-Carlo.

Quando as equagoes de transicdo e observagdao sdo lineares e as distribuicoes sdo Gaussianas as
integrais em (13) e (14) possuem solugoes analiticas fechadas. A solucdo 6tima obtida é exatamente o
filtro de Kalman.

p(zelyr.t) (14)

A.3. Amostragem por importancia

O célculo da integral em (10) é funcdo da densidade posterior. Da mesma forma, toda a descrigao da
variavel ndo observavel {zg.+,t € N} é obtida da densidade posterior. Dentro do ambiente Bayesiano
a distribuicdo posterior desempenha papel fundamental.
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A excecdo de casos lineares e Gaussianos, o calculo da distribuicdo posterior e dos estimadores
Bayesianos sdo proibitivamente complexos. Para transpor esta dificuldade o filtro de particulas adota
uma abordagem baseada em simulacdo cuja técnica basica é denominada amostragem por importancia.
O objetivo é estimar a densidade de probabilidade posterior e a idéia central do filtro de particulas é
representar tais densidades por conjunto de particulas.

Adota-se uma distribuicdo 7 (x.+|y1.+) denominada distribui¢do por importancia. A amostragem
sera feita a partir desta distribuicdo e serdo geradas amostras iid. Assim, seja a integral em (10):

I(fy) = / Je(@o.e)p(xo:¢|y1:¢)dwo.

E vélida a seguinte identidade:

_ J fe(@o. )p(wo:¢lyr - ¢)dwo
fp(xo:t|y1:t)dx0:t

I(f)

Multiplicando e dividindo por 7(z¢.¢|y; . ) humerador e denominador:

B fft(xo:t)%ﬂ(xoﬂm:t)dxo:t

I(fe)

(o t|Yy1:¢)

fp($0:t|y1:t)md$0:t

— P(xo:elyi:e)

Definindo w(xg.¢) = e Ty resulta em:

_ [ fi(zo.)w(zo. o) (@0 ¢|y1:¢)dzo ¢
fw(mo:t)W(l‘O:t|y1:t)dl'0:t

I(ft) (15)

onde w(xg.) é denominado peso de importancia. Um estimador da integral em (15) é dado por:

f(ft) _ % Zivzl ft(x(()l)t)w(x((;)t) _ Zil ft(x(i) ) *(1)

N j 0:t)%t
% Zj:l W(x(()J:)t)

G) _ _ w),

S e
dos grandes nimeros é aplicavel, isto é, Iy (f,) = I(f,). O método acima apesar de ser um método
genérico de integracao de Monte-Carlo (MC), ndo possui uma forma recursiva.

onde w; sdo os pesos de importdncia normalizados. Sob condicdes fracas, a lei forte

A.4. Amostragem por importancia seqiiencial

Seja o caso em que a distribuicdo por importéncia em ¢ é obtida da distribuicdo por importancia em
t—1:
(20 ¢|y1:¢) = T(To:e—1|y1:e—1)T(Te|T0. 6,51 :¢) (16)

Recursivamente pode-se obter:

t
(o elyn:e) = m(wo) [[ m(xnlzo:norv1:5) (17)
k=1

Agora os pesos de importancia sao obtidos por:

S L Gy

*(i) _
Wy - Y1 (i), (3 (18)
(@ [ 151
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A escolha da distribuicao por importéncia é essencial, pois ela determinara a eficiéncia e a complexidade
do filtro de particulas.

Se for adotada como distribuicdo por importéncia a distribuicao posterior, entdo a distribuicao
por importancia serd dada por w(zo.¢|y1.¢+) = p(¢|To.¢,y1.4). Seria a condicdo ideal no sentido
de que a varidncia dos pesos por importancia é minimizada e em conseqiiéncia melhores estimativas
podem ser alcancadas. Entretanto, o calculo dos pesos é muito complexo pois envolve a avaliacdo de
p(y¢|xi—1,y1.¢—1) através de integracdes onerosas. Este fato exclui a distribui¢do posterior como uma
boa candidata para ser usada como distribuicdo por importancia.

Se for adotada como distribuicdo por importéncia a distribuicdo anterior, a equagao (17) transforma-
se em:

t
7(zo:¢|y1:¢) = p(zo) H p(xg|Tr—1) (19)
h=1

Trata-se de uma situacgao especial, pois é de facil implementac¢ao. Quando a distribuicao por importéancia
é a distribuicdo anterior, a amostragem por importancia recebe a denominacao de amostragem por
importancia seqiiencial. Neste caso os pesos por importancia sdo dados por:

w:(i) = wt(i_)lp (yt\xgl)) (20)

Agora a funcdo p(y; xiz)) é a funcdo de verossimilhanca em ¢, que é relativamente facil de calcular. A

desvantagem do seu uso é que ela ndo carrega nenhuma informacao das observacoes e assim as parti-
culas geradas podem ser oriundas das caudas da distribui¢do posterior. Desta forma, com o transcorrer
do tempo o sistema degenera-se rapidamente. Em outras palavras, a variancia incondicional dos pesos
de importancia aumenta com o tempo.

A.5. Estratégia de reamostragem e o filtro bootstrap

A amostragem seqiiencial por importancia acarreta a degeneracao do procedimento. A solucdo
adotada para evitar este problema foi criar uma etapa adicional. Trata-se da etapa de selecao ou de
reamostragem. Uma vez calculados os pesos por importancia, antes de fazer a evolucdo para o instante
seguinte, é realizada a selecdo. As particulas de maior peso (maior importancia), sao selecionadas. De
acordo com o seu peso é realizada uma nova amostragem (da distribuicdo anterior). Assim, as par-
ticulas de maior importéancia dao origem a um maior nimero de particulas. As particulas de menor
importancia desaparecem e ndo originam “descendentes”. Este procedimento é denominado filtro de
particulas bootstrap (FPB). Ao amostrar proporcionalmente a verossimilhanca, o filtro de particulas fo-
caliza nas regides da distribuicdo onde a verossimilhanca é maior, ou seja, onde as boas aproximacoes
significam possuir maior importancia. As principais vantagens do FPB sdo: (i) facilidade de implemen-
tacdo; (ii) modularidade (basta atualizar a densidade por importancia e o peso por importancia); (iii)
é paralelizavel; (iv) a etapa de reamostragem independe da complexidade do modelo e ndo requer ne-
nhuma alteracao; (v) a sua aplicabilidade prescinde das condicoes de linearidade e Gaussianidade do
modelo que esta sendo analisado. O quadro abaixo resume as principais etapas do algoritmo do filtro
de particulas padrdo.

1. Inicializacao

Tome um conjunto de particulas da distribuicdo anterior p(zy) e obtenha
{@@w), i=1,.. N}

Facat =1
2. Etapa de Avaliacao
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a) Calcule os novos pesos

Wt(l—)l & W:SQQP(yt—l m:(—li) =1

b) Normalize os pesos

T =N G
Zj:lwf(,J—)l

3. Etapa de reamostragem ou selecao
Reamostre xﬁl) com probabilidade dzt(z_)l obtendo N particulas aleatérias iid x?), aproximada-

mente distribuidas conforme p(z; |y1 .+ ).
Faga&;g'):% i=1,...,N
4. Etapa de Evolucao
Avance os estados no tempo de t-1 para t usando a equagdao de evolucao dos estados
2t @ ~ m(.) :p(:rt\:v@ yparai=1,...,N
t t—1 ) )
5. Retorne a etapa 2.
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