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1. Introducao

A interrupgao de fiscalizacao de excesso de velocidade por meio de radares méveis é
um tema que com frequéncia ¢ defendido no Brasil por representantes legislativos
e por autoridades do Poder Executivo (ver, por exemplo, Lobel & Santos, 2018 e
Bem Parand, 2019). Uma das caracteristicas desta modalidade de fiscalizacio mais
criticadas pelos agentes politicos é a auséncia de aviso prévio sobre a presenca do
radar movel em determinada localidade (Estadao Contetido, 2019). Considerando
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que tais declaragdes refletem uma resisténcia de parte do eleitorado a “fiscalizagdo de
transito sem prévia notificagdo” e que os limites de velocidade existem para reduzir
o risco de acidentes causados por excesso de velocidade, a resisténcia dos eleitores a
fiscalizagdo por radar mével é no minimo intrigante.

Possivelmente motivado em atender o interesse dessa parte do eleitorado, o
Governo Federal do Brasil suspendeu em agosto de 2019 a utilizagdo de radares
moveis na fiscalizacdo de excesso de velocidade em todas as rodovias federais,
mantendo-se permitida a fiscaliza¢do por meio de radares somente com aparelhos
fixos (montados sobre porticos ou postes).! Como justificativa para tal suspensio, o
despacho da Presidéncia da Republica estabelece que “a suspenséo é para evitar o
desvirtuamento do carater pedagogico e a utilizagdo meramente arrecadatéria dos
instrumentos e equipamentos medidores de velocidade.”

Com o objetivo de analisar os efeitos previstos pela Teoria Econémica para a
proibicio de fiscalizacdo com radares moveis, este trabalho utiliza o ferramental usual
de Teoria dos Jogos para modelar de forma parcimoniosa a interagdo estratégica
entre a fiscalizacdo de excesso de velocidade e os condutores de veiculos.? O modelo
assim construido é utilizado para avaliar o efeito de proibir fiscalizagdes por meio
de radares moveis, mantendo-se a opgéao de fiscaliza¢do por radares fixos.

O modelo proposto ¢ uma extensao natural do modelo de Bjornskau e Elvik
(1992) para o caso em que a fiscalizagdo pode ser executada também por meio de
radares fixos e no qual ha mais de uma localidade na rodovia para ser fiscalizada. A
existéncia de mais de uma localidade permite estudar a situacédo em que a fiscalizagéo
pode ser organizada em trés formatos: ela pode ser estruturada somente com radares
fixos, ou somente com radares méveis ou usar uma combinagdo de radares fixos
com radares moveis.

A diferenca estratégica essencial entre os dois tipos de fiscalizagdo considerados
(por meio de radares mdveis e por meio radares fixos) reside no fato de o posiciona-
mento dos radares fixos na rodovia ser previamente conhecido pelos condutores.
A autoridade de transito ¢ obrigada a sinalizar a presenga do radar pouco antes da
localidade na qual ele foi instalado e, apds descobrir o posicionamento do radar em
periodo anterior, os condutores sabem que sua posi¢io ndo mudou desde entdo. Na

1Ver Sorano e Néri (2019) e despacho da Presidéncia da Republica publicado no Diério Oficial da
Unido de 15/08/2019 (DOU, 2019). A medida se aplica somente aos radares usualmente conhecidos
como “méveis”: radares instalados em veiculo parado ou sobre suporte (tecnicamente denominado
radar estdtico), instalados em veiculo em movimento (tecnicamente denominado radar mével) e
direcionados manualmente para os veiculos (tecnicamente denominado radar portdtil). Segundo
DOU (2019), a medida seguira em vigor até que o Ministério da Infraestrutura conclua a reavaliagio
da regulamentagdo dos procedimentos de fiscalizagao eletronica de velocidade em vias publicas e
ndo hé prazo definido para a volta da fiscalizagdo. Conforme noticiado recentemente por Richter
(2019), no entanto, uma decisdo judicial de 11 de dezembro de 2019 ordena o reestabelecimento da
fiscalizagdo com radares deste tipo.

Bjornskau e Elvik (1992) e Elvik (2014) discutem a atratividade superior da abordagem de Teoria dos
Jogos para se estudar o comportamento dos condutores.
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fiscalizagdo por radar moével, por outro lado, nao ha obrigatoriedade de sinalizacao
prévia e o posicionamento do radar pode ser mais facilmente mudado de um periodo
para outro. Dessa forma, o jogo estdtico proposto por Bjornskau e Elvik (1992) para
modelar a interacéo entre a fiscaliza¢do e os condutores é adequado para estudar a
situacao em que a fiscaliza¢ao é possivel somente com radares moveis. A adaptacao
deste modelo para a possibilidade de fiscalizagdo com radares fixos requer uma
dimensio dindmica que reflita a informagdo possuida pelos condutores no momento
de sua decisdao. O modelo resultante é o jogo dindmico com informagao completa e
imperfeita apresentado na Figura 4 em sua forma extensiva.

A relevancia para o contexto brasileiro do assunto aqui tratado justifica uma
analise cuidadosa sobre potenciais efeitos das politicas publicas. Conforme destacado
por Bacchieri e Barros (2011), o transito no Brasil é considerado um dos mais
violentos do mundo.? Citando estimativas do IPEA, os autores chamam a atengéo
para o fato de que o custo dos Acidentes de Transporte Terrestres (ATT’s) sdo
significativos: os custos totais em 2005 sdo estimados em torno de R$28 bilhoes,
sendo R$6,5 bilhoes estimados para os ATT’s ocorridos em rodovias federais,
R$ 14,1 bilhoes nas rodovias estaduais e de R$ 1,4 bilhdo nas rodovias municipais.

A relagdo da velocidade dos veiculos com a probabilidade e severidade dos
ATT’s é bastante bem documentada por varios trabalhos empiricos.* Alguns estudos
identificam uma correlagdo positiva e significativa entre o nivel de velocidade e a
probabilidade e severidade de ATT’s, enquanto outros encontram maior relevancia da
variabilidade de velocidade entre veiculos na explicagdo dos acidentes. Neste sentido,
as regras de limite de velocidade sdo importantes instrumentos para combater a
inseguranca no transito. Elas cumprem o papel de desincentivar niveis de velocidade
muito elevados e podem agir como um mecanismo de coordenagao que induz a
uniformizacdo da velocidade entre condutores.’

Os radares utilizados para afericdo de velocidade de veiculos sdo instrumentos
uteis para promover o cumprimento das regras de limite de velocidade. Em uma
revisdo de 35 estudos para paises desenvolvidos,® Wilson et al. (2010) encontram
que todos eles indicam redugao da velocidade nas areas proximas do radar: queda
entre 8% e 70% no numero de condutores acima do limite de velocidade, sendo que
a maior parte dos estudos mostrou uma queda entre 10% e 35%. Dentre tais estudos,

3Moreira, Ribeiro, Motta, e Motta (2018) cita que 733.120 pessoas morreram no Brasil em decorréncia
de Acidentes de Transito Terrestres (ATT) entre 1996 e 2015, cerca de 3,5% do total de mortes do
periodo. Destaca ainda que 2.272.068 pessoas foram internadas por se envolverem ATT’s no mesmo
periodo. Dentre estes, os motociclistas sdo as vitimas com maior tempo de permanéncia hospitalar,
conforme destacado por Andrade e Jorge (2017).

4Ver Zlatoper (1991), Aarts e Van Schagen (2006), Wilson, Willis, Hendrikz, Le Brocque, e Bellamy
(2010), Theofilatos e Yannis (2014), e Fowles e Loeb (1989).

5Ver Lave (1985), Ryeng (2012), Connolly e Aberg (1993), e Elvik (2014).

6Com dados de velocidade em rodovias antes e ap6s a introdugio de radares e usando como controle
medidas de velocidade em rodovias similares no mesmo periodo.
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28 analisaram o efeito da introducio dos radares sobre os acidentes e identificaram
queda entre 8% e 49%, com a maior parte deles mostrando redugio entre 14% e
25%. Nesta mesma linha, Teed, Lund, e Knoblauch (1993) apontam que o uso de
radares moveis pela policia reduz de forma consideravel a velocidade dos condutores,
embora tal efeito seja relevante somente nas proximidades da localizagao do radar
(distance-halo effect).” Estes dois efeitos sdo identificados no contexto brasileiro por
Yamada (2005), o qual conclui que o efeito na redugdo da velocidade é localizado
em um pequeno segmento imediatamente anterior a posi¢do do radar. Vaa (1997),
por sua vez, identifica em rodovias da Noruega uma redugio na velocidade dos
condutores causada pela fiscalizagdo via radares, mas destaca que tal efeito se dissipou
apos o periodo de maior fiscalizagao (time-halo effect).

Em resumo, os ATT’s envolvem custos sociais signiﬁcativos ea ﬁscalizaqéo de
velocidade por meio de radares é um instrumento bastante relevante para reduzir
tais custos (uma vez que promove regras de limite de velocidade), embora seu efeito
se concentre nas proximidades geografica e temporal de sua atuagéo.

Tendo em vista a relativa complexidade do modelo aqui desenvolvido (ver
Figura 4) e com o objetivo de manter o artigo acessivel para um publico mais
abrangente, a apresentagao dos conceitos, objetos e linguagem utilizados na andlise
¢ dividida em quatro passos, correspondentes as se¢oes 2, 3, 4 e 5. O modelo de
Bjornskau e Elvik (1992) é apresentado na se¢do 2 como forma de familiarizar o leitor
com o modelo existente na literatura. Em seguida, este modelo é generalizado na
secdo 3 para o caso em que hd duas localidades nas quais existe limite de velocidade
a ser verificado com o uso de radares. A se¢do 4 apresenta uma adapta¢ao do modelo
da secéo 3 para o caso em que a fiscaliza¢io é executada somente com radares fixos.
Finalmente, a se¢do 5 se beneficia da exposi¢ao das secoes 2, 3 e 4 para apresentar
a versdo completa do modelo, na qual existe as trés op¢des de organizacido da
fiscalizacdo: somente com radares fixos, somente com radares méveis ou combinar
o uso de radares fixos com radares maveis.

2. Ainteracao estratégica essencial

Considere um jogo entre dois jogadores: jogador 0 e jogador 1. O jogador 1 é
denominado Condutor e precisa decidir se excede ou nio a maxima velocidade
permitida em uma determinada rodovia. O jogador 0 ¢ denominado Fiscal e é

7No estudo realizado pelos autores na Interstate 70 (no trecho rural do estado de Maryland, EUA), foi
encontrado uma elevagio na velocidade média dos motoristas quando néo hd radar ativo. No entanto,
o efeito é apenas local. Nas proximidades da localidade do radar, houve redugdo de 42% para 28%
no numero de motoristas com velocidade 10 milhas por hora acima do limite méaximo (55 milhas
por hora). Apés 1 milha, 38% dos motoristas jd desenvolviam velocidade acima de 65 milhas por hora,
com a porcentagem aumentando para 40% ap6s duas a cinco milhas da posi¢do do radar.
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responsavel por fiscalizar o cumprimento da regra que estabelece o limite maximo
de velocidade nesta rodovia.

Suponha, por simplicidade, que o veiculo utilizado pelo condutor é capaz de
desenvolver somente dois niveis de velocidade: um nivel baixo, denotado por vy, e um
nivel alto, denotado por v, e tal que v, > v;,. Suponha, ainda por simplicidade, que
héa somente um local na rodovia em que existe um limite maximo para a velocidade
dos veiculos: denominado local 1 e denotado por [;. O limite maximo de velocidade
nesta localidade é dado por v tal que v, < U < v,.

A verificagdo do cumprimento da regra (manter velocidade abaixo de v na
localizagdo 1) é efetuada por meio de um aparelho de aferigdo de velocidade,
doravante denominado radar. Para aferi¢io da velocidade, o radar precisa ser
posicionado na localidade [; e precisa ser operado presencialmente por uma pessoa.

O Condutor do veiculo precisa decidir sob qual velocidade transitard com seu
veiculo pela localidade [;. A atratividade da velocidade alta (v,) reside no fato de
que ela permite chegar mais cedo ao destino. A atratividade da velocidade baixa (v)
decorre do fato de esta respeitar o limite maximo v e, portanto, evitar uma eventual
multa.

O Fiscal, por outro lado, precisa decidir onde estard localizado no momento
de passagem do condutor. A atratividade de se posicionar em [; para operar o radar
reside no fato de que o fiscal possui autorizacio para cobrar uma multa (confiscar
um montante de recursos) do condutor quando este ¢ identificado violando o limite
0. Alternativamente, o Fiscal tem a opc¢ao de se posicionar em outra localidade,
denominada [, desempenhando uma atividade (produtiva ou de lazer) distinta
da verificagao de cumprimento da regra. O beneficio desta atividade alternativa
(produgéo ou lazer) € o custo de oportunidade incorrido pelo fiscal ao se posicionar
em [;.

Exemplo 1. A matriz a seguir ilustra de maneira bastante conveniente (na forma
normal) a situagdo estratégica na qual estdo envolvidos o Condutor e o Fiscal. Cada
linha da matriz corresponde a uma acdo do Fiscal e cada coluna corresponde a
uma ag¢do do Condutor. Dessa forma, por exemplo, a célula definida pela segunda
linha da primeira coluna representa a situagdo em que o Condutor decidiu passar
pela localidade I; sob uma velocidade baixa (v},) e o Fiscal decidiu se posicionar na
localidade de operacio do radar (I;).

Condutor (jogador 1)
Vp Va (1)
lO > - b
Fiscal (jogador o) 0 b1
I, -1,0 0, -1

Cada célula da matriz apresenta um par ordenado (x,y) de nimeros x e y que
denotam o nivel de satisfagdo do Fiscal e do Condutor, respectivamente, na com-
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bina¢io de a¢des correspondente a referida célula. Assim, o par ordenado (-1, 0)
apresentado na segunda linha da primeira coluna da matriz revela que o nivel de
satisfagdo (payoff) do Condutor ¢é igual a 0 quando ele passa pela localidade I; em
velocidade baixa e o Fiscal esta presente para aferir sua velocidade. Revela ainda que
o payoft do Fiscal nesta situagdo é —1, consequéncia do custo de oportunidade da
fiscalizagéo.

Note que o exemplo apresentado é um caso particular da situagdo descrita
acima, embora ja seja rico o suficiente para captar a esséncia da interagdo estratégica
entre o Fiscal e o Condutor. O Condutor prefere exceder o limite v, a fim de chegar ao
seu destino em menos tempo, quando o Fiscal ndo estd presente em [; para verificar
sua velocidade: seu payoff aumenta em uma unidade ao trocar v, por v, neste caso.
Por outro lado, o Condutor prefere ndo exceder v quando o Fiscal estd presente
em [;. Ao trocar v, por v, neste caso, seu payoff é reduzido em uma unidade: o
condutor chegaria mais cedo ao destino (o que gera um ganho unitario de payoft),
mas teria que arcar com o custo monetdrio da multa por excesso de velocidade (o
que reduz seu payoff em 2 unidades, no exemplo apresentado). Similarmente, o
Fiscal prefere ndo se posicionar em [; quando o Condutor esta respeitando o limite v
seu payoff aumenta em uma unidade quando ele troca a localidade [; pelalocalidade
ly, uma vez que isto evita o custo de oportunidade de se posicionar em I;. Quando o
Condutor excede o limite de velocidade, no entanto, o Fiscal prefere se posicionar
em [;: o Fiscal recebe uma unidade adicional de payoff ao trocar [, por [; nesta
situacao.

2.1 Previsdes de comportamento

Como cada um dos jogadores (Fiscal e Condutor) possui duas agdes possiveis, entao
hé 4 possibilidades de resultado no jogo descrito acima: (ly, vp), (Iy, V), (I, Vp) €
(I1,v,). Um dado resultado é considerado uma boa previsdo sobre o comportamento
dos jogadores se nenhum dos jogadores possui interesse em se comportar de maneira
distinta daquela prevista no referido resultado. Por exemplo, o resultado (I, vp) nao
pode ser considerado uma boa previsdo para o comportamento dos jogadores, pois
o Condutor possui interesse em exceder o limite de velocidade quando Fiscal esta
em ly. Usando tal defini¢do de boa previsao, nenhum dos quatro resultados do jogo
acima pode ser considerado uma boa previsdo para o comportamento dos jogadores,
conforme estabelecido pelo Lema 1 a seguir.

Lema 1. Cada um dos possiveis resultados do jogo (1) ndo pode ser considerado uma
boa previsdo para o comportamento dos jogadores.

Demonstragdo. A razdo de (ly, v,) ndo poder ser considerado uma boa previsdo ja
foi exposta no texto. O Condutor possui interesse em respeitar 0 quando Fiscal esta
em [; e, portanto, (I;,v,) ndo é uma boa previsdo. O Fiscal possui interesse em se
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posicionar em /; quando o Condutor excede v. Logo, (I, v,) ndo é uma boa previsao.
O Fiscal possui interesse em se posicionar em I, quando o Condutor respeita 0. Com
isso, (I3, Up) ndo é uma boa previsédo. O

Em situagdes nas quais nenhum resultado do jogo ¢ uma boa previsao sobre
o comportamento dos jogadores (como é o caso aqui considerado de interagdo
estratégica entre o Condutor e o Fiscal), a previsdo de comportamento ¢é feita
em termos probabilisticos. Um exemplo de comportamento probabilistico® para o
Condutor seria respeitar 0 com probabilidade 3/4 e excedé-lo com probabilidade
1/4. Tal comportamento é usualmente denotado pela distribuicao de probabilidade
(3/4,1/4), em que a ordem de apresentacdo das probabilidades é consistente com
a ordem na qual as agdes foram apresentadas na matriz (1): a primeira entrada do
vetor (3/4,1/4) denota a probabilidade de v, e a segunda entrada a probabilidade de
Vg Como exemplo de comportamento probabilistico para o Fiscal, este poderia se
localizar em [, com probabilidade 1/3 e em [; com probabilidade 2/3, comportamento
este que recebe a representacdo vetorial (1/3, 2/3). Em conjunto, estas duas previsoes
sobre comportamentos individuais geram a seguinte previsio probabilistica sobre o
que acontecerd no jogo

(90, 01) = [(1/3,%3), (34, /4)]. (2)

Nesta previsdo, o resultado (I, vp) ocorre com probabilidade (1/3)(3/4) = 1/4 e
(11, vp) ocorre com probabilidade (2/3)(3/4) = 1/2.Ja (ly, v,) ocorre com probabili-
dade (1/3)(1/4) = 1/12 e (I3, v,) com probabilidade (2/3)(1/4) = 2/12.

A medida usual para descrever o nivel de satisfagdo dos jogadores quando
algum deles adota o comportamento probabilistico é dada pelo payoff esperado,
o qual ¢ calculado segundo as distribui¢des de probabilidade que descrevem os
comportamentos. Como ilustragdo desta medida, o payoft esperado do Condutor
sob a previsdo (2) é dado por

00 (1) 1071l ) + 91Vl Vo) | + )01, v9)

1/3 1 2/3 1
+aamb,u)| = 3(30+70) + 3 (30 +2¢-D)
_t_2__ 1
12 120 12
em que 7 (l;, v;) denota o payoft obtido pelo jogador k € {0,1} sob o resultado
(li> vy)s conforme apresentado na matriz (1). Para i € {0,1}, a probabilidade de o

jogador 0 escolher [; é denotada por ogy(l;). Para j € {a, b}, a probabilidade de o

8Para interpretacdes alternativas sobre previsdo de comportamento em termos probabilisticos, ver o
trabalho seminal de Harsanyi (1967, 1968a, 1968b) e o livro-texto Gibbons (1992).
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jogador 1 escolher v; € denotada por o;(v;). De forma mais geral, o payoft esperado
do jogador k € {0,1} sob a previsio o = (0y, 07) ¢ dado por Uy(0y, 07) tal que

b

1
Uy(09,01) = D, 0o | D) v (I vy) | (3)

i=0 j=a

em que o operador X é usado para denotar o somatdrio

1
x0+x1=ij
j=0

para uma dada sequéncia de nimeros X, e x;. Analogamente,

b
Yat o=,
J=a
para uma dada sequéncia de nimeros y, e yj.

Uma previsao probabilistica 0 = (0p, 07) ¢ denominada uma boa previsio
sobre o comportamento dos jogadores se nenhum dos jogadores possui interesse
em se comportar (probabilisticamente) de maneira distinta daquela prevista por o.
Especificamente, 0 = (0y, 07) ¢ uma boa previsdo se cada jogador i € {0,1} nao
é capaz de elevar seu nivel esperado de satisfagido U;(oy, 07), conforme definido
em (3), modificando seu comportamento probabilistico o;. Como ilustragao deste
conceito, a previsdo o = (0y, 07) = [(1/3,2/3), (3/4, 1/4)] ndo pode ser considerada uma
boa previsdo, pois o Condutor é capaz de elevar seu nivel de satisfagdo U;(o) de
—1/12 para zero trocando seu comportamento o; = (3/4,1/4) por g; = (1,0).

Como todo jogador é capaz de modificar seu comportamento unilateralmente
— ou seja, sem que os demais jogadores modifiquem seu comportamento —,
entdo o = (0, 07) € uma boa previsao somente se cada jogador ndo é capaz de
melhorar sua situagdo modificando unilateralmente seu comportamento. Tendo em
vista que previsdes que nao possuem desvios unilaterais atrativos sao usualmente
denominadas como Equilibrio de Nash,® esta propriedade estabelece que toda boa
previsao é necessariamente um Equilibrio de Nash.

A fim de tornar precisa a defini¢do de Equilibrio de Nash, alguma nota¢ao
matematica adicional é necessaria. Defina A; = {v, v,} como o conjunto de agoes
possiveis para o jogador 1 (Condutor) e Ay = {ly,l;} como o conjunto de agdes
possiveis do jogador 0 (Fiscal). Para cadai € {0,1}, seja

AA) ={(x,y): x>0,y>0ex+y=1)}

o conjunto de distribuigoes de probabilidade sobre A;. Por exemplo, (x,y) € A(A4,)
significa que o jogador 0 escolhe [, com probabilidade x > 0 e escolhe I; com
probabilidadey =1 —x > 0.

9Ver o artigo seminal de Nash (1950) e o livro-texto Gibbons (1992).



BERTOLATET AL.: Fiscalizagdo com e sem radares moveis a luz da teoria dos jogos 379

Seja o* = (05, 07) tal que ;" € A(A;) e descreve o comportamento proba-
bilistico previsto por o* para o jogador i € {0,1}. O jogador 0 ndo possui desvio
unilateral atrativo a partir de o* se, e somente se, gy é melhor resposta do jogador 0 ao
comportamento previsto por o* para os demais jogadores: neste caso, o;". Ou seja,

0p € arg max Uy(gy, 07), (4)
00€A(Ag)
em que 0 V = max ,cx f(x) denota o valor maximo que uma dada fun¢ao f(-)
atinge no conjunto X e B = arg max___, f(x) denota o conjunto de pontos de X nos
quais f(-) atinge o valor V. O conjunto apresentado em (4) é o conjunto de melhores
respostas do jogador 0 ao comportamento o7 do jogador 1. De forma andloga, o
jogador 1 ndo possui desvio unilateral atrativo a partir de * = (gy, 07') se, e somente
se,
o € arg max U (oy, 07). (5)
01€A(AY)
Conclui-se disto que o* = (o5, 07') é Equilibrio de Nash se, e somente se, o* satisfaz
(4) e (5). Esta caracterizagdo do Equilibrio de Nash permite obter a #inica boa
previsdo para o comportamento dos jogadores no jogo (1), conforme estabelecido
pelo Lema 2 a seguir.

Lema 2. A tinica boa previsio (o tinico Equilibrio de Nash) o* = (0§, 07 ) para o jogo
entre o Fiscal e o Condutor apresentado em (1) é dado por o* = [(1/2,1/2), (1/2,1/2)].

Demonstragdo. Por conveniéncia, denote By(0;) = arg max Uy(0y,07) €

By (0p) = arg max U, (0y, 01). Usando (3), observe que

00EA(Ag)
[o5] EA(AI)

Uo(09, 01) = gy(lp) [Ul(vb)o + Ul(Ua)(—l)] + 0p(ly) [Ul(vb)(—l) + 01(Ua)0]
= —0y(lp)01(Vg) — Gp(11)01(Vp) = —01(Vg) + Tp(1)[01 (V) — 61 (V)]
= 0p(l1) [201(%) - 1] — 01(Vg)

Uy(0p,01) = Ul(vb)[ao(lo)o + 0'0(11)0] + O'l(Ua)[Uo(lo)l + O'o(ll)(—l)]
= 01(Vq) [O'o(lo) - 0'0(11)] = Ul(Ua)[l - 20'0(11)] )

em que se usou os fatos gy(ly) + 0p(l;) = 1 e 01(vp) + 07(v,) = 1, decorrentes de
gy € A(Ay) e g, € A(A;). Assim, Uy(gy, 07) pode ser escrita como uma fungio
linear em oy(l;) quando o; é mantida fixa. A monotonicidade desta fungéo linear
depende da magnitude de o1(v,): ela é estritamente decrescente quando oy(v,) <
1/2; estritamente crescente se 0;(v,) > 1/2; e constante se 0;(v,) = 1/2. Com
isso, Uy(0y, 07) atinge valor maximo quando o;(v,) < 1/2 somente se gy(l;) = 0.
Similarmente, Uy(0y, 07) atinge valor maximo quando o0;(v,) > 1/2 somente se
0p(l1) = 1. Quando oy(v,) = 1/2, todo valor gy(l;) € [0, 1] maximiza Uy(oy, 07). Tal
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argumento justifica o resultado (6) a seguir:

{(1’0)}s se Ul(va) < 1/2>
By(oy) = arg max(ao(ll)[zgl(va) - 1] - Ul(Ua)) =9 A(Ag), seqi(v) =12, (6)
0oEA(Ag)
{(0, )}, seqy(vg) > V2

(0,1)), seap(ly) <Va
By(0p) = arg max(0y(v,)[1 = 205(L)]) =4 A(4y),  segy(ly) = V2, 7)
18 (1,00}, seop(ly)> 12

Analogamente ao argumento acima, U,(0y, o) pode ser escrita como uma fungédo
linear em o, (v,) quando o, é mantida fixa e sua maximizag¢do para cada valor de g
resulta em (7).

Note que By(o7) = A(Ap) e Bi(gy) = A(A;) quando o5 (l;) = o7(v,) = V2.
Assim (4) e (5) sdo trivialmente satisfeitas por o* = [(Y/2,12), (I/2,1/2)]. Para ver
que somente [(1/2, 1/2), (1/2,1/2)] é Equilibrio de Nash, suponha que o* = (ag , 07 ) €
A(Ap) X A(A;) é uma previsao probabilistica para o jogo (1) que satisfaz (4) e (5)
simultaneamente.

Observe que oy (l;) < V2 gera uma impossibilidade e, portanto, ndo pode ser
verdadeira. De fato, o5 (l;) < 1/2, (5) e (7) implicam que o7 = (0, 1) e, portanto, que
07 (vg) = 1 > 1/2. Usando (4), (6) e tal resultado, obtém-se o5 = (0, 1) e, portanto,
a impossibilidade o (l;) = 1 > 12 > o5(l;). Conclui-se desta contradicio que
05 (Iy) > /2. De maneira analoga, og(l;) > 1/2 gera uma impossibilidade e, portanto,
também ndo pode ser verdadeira. De fato, o;(l;) > 1/2, (5) e (7) implicam que
o; = (1,0) e, portanto, que gy (v,) = 0 < V2. Usando (4), (6) e tal resultado, obtém-
se o5 = (1,0) e, portanto, a impossibilidade o (l;) = 0 < /2 < o5 (l;). Conclui-se
desta contradi¢ao que o (l;) < V2. Como og(l;) > V2eo5(ly) < V2, entdo o5 (ly) = 12
e oy = (1/2,1/2).

Tendo em vista que o5 = (1/2,1/2), 0 Gnico caso em (6) consistente com g =
(1/2,1/2) € By(oy) € o caso em que By(o7) = A(Ag). Logo, oy (v,) = V2 e of =
(1/2,12). O

O resultado de unicidade apresentado no Lema 2 ndo depende dos valores
particulares atribuidos aos payoffs dos jogadores em (1). Basta que tais valores
reflitam o padrdo de atratividade (de cada resultado possivel para cada jogador)
descrito no inicio desta se¢do. A fim de verificar tal afirmacao, considere a seguinte
generalizagdo do nivel de satisfacdo dos jogadores.

Suponha que o Fiscal se posicionou em n € {0,1} localidades para verificar a
velocidade do Condutor e que tal posicionamento resultou em m € {0, 1} autuagoes
(multas) ao Condutor. Se o Condutor excedeu a velocidade em e € {0, 1} localidades,
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entdo a satisfagdo do Fiscal e do Condutor sdo definidas, respectivamente, por

up(n,m,e) = (a+ f)ym —an — ye (8)
uy(m,e) = ue — (u+mn)m )

emquef >0,a>0,7n>0,u>0ey > 0.A condigio y > 0 estabelece que o
Fiscal fica menos satisfeito quando o Condutor excede o limite de velocidade. A
condigdo a > 0 reflete o fato de a fiscalizacido possuir um custo: cada fiscalizagdo
diminui a satisfacdo do Fiscal em o unidades. Ou seja, a é o custo de oportunidade
de cada fiscalizacdo. A hipdtese § > 0 estabelece que a satisfacio do Fiscal em
autuar o Condutor quando este excede 0 é estritamente maior do que o custo de
oportunidade da fiscalizagdo requerida para tal autuagao (ou seja, a + 8 > a). A
condig¢do u > 0 reflete o fato de que exceder v aumenta a satisfacao do Condutor,
uma vez que permite chegar ao seu destino em menos tempo. A hipdtese > 0
estabelece que a satisfagdo do Condutor em exceder 0 para chegar ao destino mais
cedo ¢é estritamente menor do que a puni¢ao associada a autuagdo por limite de
velocidade (ou seja, u < 1 + 7). A auséncia de n em (9) estabelece que o Condutor
ndo se importa com o posicionamento do Fiscal quando sua velocidade nao excede 0.

O padrao de atratividade formalizado por (8) e (9) resulta na generalizagdo do
jogo entre o Fiscal e o Condutor apresentada em (10):

Condutor (jogador 1)

Vb Va

(10)
4,(0,0,0),u,(0,0)  u,(0,0,1),u,(0,1)

Fiscal (jogador o) b
I uo(1,0,0),u,(0,0)  uo(1,1,1),1(1,1)

Note que o Condutor obtém nenhum excesso de velocidade (e = 0) e, portanto,
nenhuma multa (m = 0) ao escolher vj,. Logo, sua satisfaao sera u,(0, 0) para cada
posicionamento do Fiscal. Ao escolher v,, por outro lado, ele obtém um excesso de
velocidade (e = 1) e fica exposto a multa por excesso de velocidade. Recebe nenhuma
multa (m = 0) se o Fiscal se posiciona em [, o que resulta em satisfacdo u;(0,1), e
recebe uma multa (m = 1) se o Fiscal se posiciona em [}, o que lhe confere satisfacdo
u;(1,1). Finalmente, ao escolher [, o Fiscal se posiciona em nenhuma localidade
para verificar velocidade (n = 0) e, portanto, nao autua o Condutor (m = 0). Obtém
com isso satisfagdo u,(0, 0,0) se o Condutor escolhe v}, e 1,(0, 0, 1) se o Condutor
escolhe v,. Ao escolher [}, no entanto, ele se posiciona em uma localidade para
verificar velocidade (n = 1) e autua o Condutor se, e somente se, este escolhe v,.

Como consequéncia de (8) e (9), a matriz de payoffs em (10) é dada por (11).
Esta representacdo permite visualizar que o jogo (1) é o caso particular de (11)
quandoa=f=y=n=u=1
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Condutor (jogador 1)

Vb Va

Fiscal (jogador o) b 0.9 hE
L -0 By,

(11)

A Proposigao 1 a seguir confirma a generalidade do resultado de unicidade do
Lema 2 e estabelece ainda que, em todas as situagdes estratégicas entre o Condutor e
o Fiscal que podem ser descritas por (11), o comportamento previsto é o Fiscal se
posicionar em [; para verificar a velocidade do Condutor segundo a probabilidade
6 € (0,1) e o Condutor exceder o limite v segundo a probabilidade 6 € (0, 1).

Proposicao 1. A unica boa previsdo (o tinico Equilibrio de Nash) para o jogo (11) é
dada por
o* = (05,01) =10 —6,8),1-6,0)],

emqueb =a/(a+p)€(0,1)ed = u/(n+u) €(0,1).

Demonstragdo. A demonstragdo é uma extensao direta do argumento utilizado para
provar o Lema 2. Ela é apresentada em detalhes no Apéndice. O

Utilizando a Proposi¢ao 1 e a definigdo (3), cabe registrar que o payoff esperado
dos jogadores no unico equilibrio de Nash de (11) é dado por

Up(0g,01) = (1=68)[0(1—6)—y8] +6[—a(l —0) + (B

= —y0+ 5[(a + )0 — oc] = —y0, (12)
U(gg.0f) = (1—06)[0(1 —8)+08]+6|ul —8)—nd
= Olu—(u+md] =0, (13)

em que a terceira igualdade utiliza a defini¢do de 6 = a/(a + 3) e a sexta igualdade
utiliza a definicdo de § = u/(n + w).

3. O modelo para radares maveis

No modelo estudado na se¢io 2, ha somente um local na rodovia em que existe
limite maximo para a velocidade dos veiculos, denotado por ;. A fim de estudar a
decisdo de posicionamento do radar entre mais de uma localidade, suponha agora a
existéncia de uma segunda localidade na qual existe limite maximo para a velocidade
dos veiculos: denominada localidade 2 e denotada por [,. O limite maximo de
velocidade na localidade I, também ¢é dado por v.

Por simplicidade, o veiculo utilizado pelo condutor continua capaz de desen-
volver somente dois niveis de velocidade: vy, e v, tais que v, < U < v,. No entanto,
agora o condutor precisa decidir qual velocidade vai desenvolver em cada localidade:
v; denota a velocidade do veiculo em [; e v, a velocidade em [,.
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Assim como na se¢io 2, hd uma localidade na qual o Fiscal pode desempenhar
uma atividade (produtiva ou de lazer) alternativa a fiscalizagdo: l,. Mas agora,
diferentemente do suposto na secio 2, suponha que o Fiscal possui dois aparelhos
para afericdo de velocidade (radares) e precisa decidir onde posiciona-los. A fim de
preservar a hipdtese de que cada radar precisa ser operado pessoalmente, suponha
agora que o jogador 0 (Fiscal) é a representa¢ao de um time de dois fiscais. Neste
caso, a satisfacdo do Fiscal definida em (8) pode ser interpretada como o interesse
da sociedade no cumprimento dos limites de velocidade.

O Fiscal possui quatro possiveis posicionamentos dos dois radares: fiscalizar
nenhuma localidade, py = (Iy, ly), fiscalizar somente a localidade 1, denotado por
D1 = (lp, 1)), fiscalizar somente I,, denotado por p, = (Iy,1,) e fiscalizar todas
as localidades, p; = (13, 1,). Logo, seu conjunto de escolhas (ndo probabilisticas)
possiveis é agora dado por Ay = {pg,P1, P2, P3}. O Condutor possui quatro
possibilidades para a agenda de velocidade: exceder o limite 0 em nenhuma localidade,
ay = (U, Up), exceder o limite apenas na localidade 1, denotada por a; = (vg, Up),
exceder o limite somente em [,, denotada por a, = (v, v,) e exceder o limite em todas
as localidades, a; = (v, v,). Logo, seu conjunto de escolhas (nao probabilisticas)
possiveis ¢ A; = {ay,a,, a,, as}. Portanto, o conjunto de resultados possiveis para o
novo jogo possui 16 elementos e é dado por

Ao XA, ={(piaj): i€{0,1,2,3} e j € {0,1,2,3}}.

O nivel de satisfacao (payoff) de cada jogador em cada resultado possivel é
definido por (8), (9) e pela combinagao (p;, a;), conforme apresentado na tabela a
seguir:

d, a, a, a,

U5(0,0,0),1,(0,0) uy(0,0,1),u,(0,1)  u,(0,0,1),u,(0,1)  uy(0,0,2),u,(0,2)
Uo(1,0,0),14,(0,0)  uo(1,1,1),u,(1,1)  uo(1,0,1),u,(0,1)  uo(1,1,2), u,(1,2)
Uo(1,0,0),u,(0,0)  uy(1,0,1),u,(0,1) Uo(1,1,1),1,(1,1) Uo(1,1,2),u,(1,2)
U5(2,0,0),1,(0,0)  uo(2,1,1),u,(1,1)  uo(2,1,1),u,(1,1)  us(2,2,2), u,(2,2)

Os valores atribuidos a (n,m, e) para cada resultado [(;, ), (U, Us)] segue
logica similar aquela utilizada para descrever a matriz (10). Por exemplo, somente
um radar é posicionado para aferi¢do de velocidade quando o resultado do jogo é
(P2, ay) = [y, 1), (Vg, Vp)]. Logo, o custo de oportunidade da fiscalizagdo ¢ incorrido
somente uma vez (n = 1). Como o unico radar em operacao foi posicionado em
1, e o Condutor nao excedeu 0 em l,, entdo ocorre nenhuma autuagao por excesso
de velocidade (m = 0). Tendo em vista que o Condutor excedeu v em [;, e somente
em [, tem-se e = 1. Usando (n,m,e) = (1,0,1) e (8), tem-se que o payoft do
Fiscal sob o resultado (p,, a;) é dado por 7y(p,, a;) = uy(1, 0, 1). Similarmente, o
payoff do Condutor sob o resultado (p,, a,) implicado por (9) é ;(p,, a;) = u;(0, 1).
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A justificativa para cada uma das demais células da tabela acima ¢é andloga. Portanto,
a matriz de payoffs implicada por (8) e (9) é

Condutor
(Vb)Vb) (Vaavh) (Vb’va) (VmVa)
(o> o) 0,0 s “)o —2y,24
Fisca] (orh) ~a,0 B-y,—n —a-pi Bo2pp-n (14)
(I 1) ~a,0 —a-yu B-y—n  B-2p,u-1
(L, L) —20,0 B-a-y,-n PB-a-y,-n 2(B-y),—21

O padrao de atratividade neste novo jogo € consistente com o padrao estudado
na se¢do 2. A atratividade de v, para o Condutor decorre do fato desta velocidade
permitir chegar ao destino em menos tempo. O nivel vy, por sua vez, é atrativo ao
evitar exposi¢ao a multa por excesso de velocidade. A atividade de fiscalizagdo é
mais satisfatoria para o Fiscal quando ela é efetiva: quando o Condutor excede o
limite de velocidade na localidade em que o Fiscal estd posicionado.

O payoft esperado do jogador k sob uma determinada previsao o = (gy,0;) €
A(Ag) X A(A,) passa a ser dado por

3 3

Uk(GO’ Ul) = Z UO(pi) [Z o-l(aj)ﬂk (pi’ a])] ’ (15)
i=0 j=0

em que o payoff obtido pelo jogador k sob o resultado (p;, a;) é denotado por

7 (p;» a;) e foi apresentado em (14). A previsdo o* = (G{{, 01*) para o jogo (14) é um

Equilibrio de Nash (e, portanto, ¢ uma boa previsdo de comportamento) se safistaz

(4) e (5) quando a fun¢ao Uy (-) é definida por (15).

3.1 Previsdes de comportamento

O conjunto de comportamentos probabilisticos possiveis neste novo jogo para o
Fiscal e para o Condutor precisam ser reformados para acomodar a maior quantidade
de alternativas disponiveis em Ay e em A;. Eles passam a ser dados por

A(Ap) = AA4) = {(xo,xl,xz,x3) ! X;>0paracadaie Zj_oxi = 1},

mas o significado de cada conjunto é distinto. Se x = (xg, X, X5, X3), @ €Xpressao
X € A(Ay) significa que x representa o comportamento do Fiscal no qual p, é
escolhido com probabilidade x, > 0, p; é escolhido com probabilidade x; > 0, p, é
escolhido com probabilidade x, > 0 e p; com probabilidade x; = 1 —xy—x; —x, >
0. A expressdo y = (Yo, ¥1,¥2,¥3) € A(A,) significa que o comportamento do
Condutor é escolher a, com probabilidade y, > 0, escolher a; com probabilidade
y1 = 0, escolher a, com probabilidade y, > 0 e escolher a; com probabilidade
Vs=1=Yyo=n—-y,20.

A notagao definida a seguir, embora sofisticada, facilita a caracterizagdo de
Equilibrios de Nash com comportamentos probabilisticos.
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Notagdo 1. Para cada jogadori € {0,1} e cada X C A;, denote por
AX) ={0, € A(A4)): gi(x) =0sex & X}

o conjunto de medidas de probabilidade sobre A; que atribuem probabilidade nula
para elementos de A; que nio estdo presentes em X.

Por exemplo, A(X) = A({ay}) = {(1,0,0,0)} quando X = {ay} C A;, pois
neste caso a; € X, a, € X e az & X. Se, por outro lado, X = {p;, p,} C Ay, tem-se

AX) = A({p1> p2}) = {(x0, X1, X2, X3) € A(Ap) & X = X3 =0}
= {(0,x1,1 —xl,O) :0<L X1 < 1}

O Lema 3 apresentado no Apéndice mostra que o payoff esperado dos jogadores
satisfaz as equagoes (16) e (17) a seguir. A variavel g;(0y) = 0p(p;) + 0p(p3) denota a
probabilidade com que a localidade i € {1, 2} é fiscalizada quando os jogadores se
comportam de acordo com o = (0y, 07). A variavel g;(0,) = oy(q;) + 01(az) denota
a probabilidade com que o limite v ¢ excedido na localidade i € {1,2} quando os
jogadores se comportam de acordo com o = (0y, 07).

Us(0,91) = 5 (@100 [an(60) = 6] + 4200 [ax(01) ~ 0] )
+0,[(1,0,0,0),01],  (16)

Ui@0,00) = £(@@)[6 — a1(00)] + 00 [6 — ax(0) )- (17)

A equagao (16) mostra que o payoff esperado do Fiscal é determinado por o,
somente via q(dp) = (q1(9), 2(9%)) e por oy somente via (1) = (q1(1), 42(01))-
Ainda, Uy(oy, 07) é uma funcio linear de oy, quando o; é mantido fixo. Similarmente,
a equagao (17) mostra que o payoff esperado do Condutor é determinado por g,
somente via q(gy) = (91(0), §2(0)) € por o, somente via q(c1) = (q1(61), g2(61)).
Adicionalmente, U, (gy, 0;) é uma funcio linear de o, para g, fixo.

Da equagiao (16), a decisdo 6tima do Fiscal depende das magnitudes de g,(c;)
e q,(0y) em relagdo a 6. Assim como no argumento da demonstragao do Lema 2, a
linearidade e o padrao de monotonicidade de Uy (-) podem ser usados para descrever
a escolha 6tima do Fiscal. Por exemplo, o Fiscal possui somente uma melhor resposta
para o comportamento o; do Condutor se g,(07) < 8 e g,(07) < 6. A tnica melhor
resposta neste caso é escolher q;(0y) = q,(0y) = 0 e, portanto, p, com probabilidade
1. Ou seja, 0y = (1,0,0,0). Para facilitar a visualizagdo de todos os casos relevantes
para o Fiscal, a Figura 1(a) apresenta o conjunto de possiveis valores para q(o,), o
quadrante [0, 1]%, como a unido de quatro conjuntos: [0,1]> = f,UF, UF, U F;, em
que

F={(xy€l01?: x<0ey<6}, F={(x,y)€[0,1P: x>0ey<0}
E={xyel01’: x<6ey>6}, FB={(xyel01P:x>0ey>0}
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q2(01) q2(0p)
q2(01) = q1(01) - q2(99) = q1(6p)
1 g 1 d
B 12 G Co
6 § _
F F [ o
o o1
5 1 q1(c1) B 1 q1(%o)
(a) Casos relevantes para o Fiscal (b) Casos relevantes para o Condutor

Figura 1. Casos relevantes para o Fiscal e para o Condutor

Nesta linguagem, o caso exemplificado acima, com g,(0;) < 8 e q,(0;) < 6, é descrito
de forma compacta como q(0;) € |, \ (FUE) = {(x, y): (x,y) €EF e (x,y) &
RUB}.

De forma similar, a decisdo 6tima do Condutor depende das magnitudes de
q1(0y) € q5(0p) em relagdo a §. Como exemplo, segue de (17) que as é a inica melhor
resposta do Condutor para um comportamento o, do Fiscal tal que g,(cy) < &
e g,(0p) < &, pois neste caso o 6timo é escolher g,(0;) = g,(0;) = 1. Ou seja, a
unica melhor resposta neste caso é o; = (0,0,0,1). Para facilitar a visualizacdo
de todos casos relevantes para o Condutor, a Figura 1(b) apresenta o conjunto de
possiveis valores para q(cy), o quadrante [0, 1]?, como a unido de quatro conjuntos:
[0,1]> = Co U C; U C, U C;, em que

Co={(,»)€l01P: x>8ey>68), C={xyel012:x<Sey>8},
sz{(x,y)e[o,l]z: x25ey§5}, C3E{(x,y)e[0,l]2: x§5ey§5}.

Nesta linguagem, o caso exemplificado, com g,(0y) < § e g,(0y) < J, é descrito de
forma compacta como q(gy) € C3 \ (C, U C,) = {(x, y):(xy €Ce(xy &
CLUG,}.

A descrigio de [0,1]* como a unido de Fs e de C;’s facilita a caracterizagdo
dos conjuntos de melhor resposta do Fiscal e do Condutor: By(0;) e B (0y), respecti-
vamente. A Tabela 1 apresenta todos os casos relevantes para o Fiscal na segunda
coluna e o correspondente valor de By(o;) na primeira coluna. Especificamente, a
segunda coluna indica o conjunto Q; para o qual a condi¢ao g(o;) € Q; implica o (e
é implicada pelo) valor correspondente de By(0;) na primeira coluna. O exemplo
q(0y) € Fy\ (F{ UE,) discutido acima, no qual By(07) = A({py}) e Q; = Fy\ (R UE),
é apresentado na primeira linha das duas primeiras colunas. As colunas trés e quatro
da Tabela 1 apresentam todos os nove casos relevantes para a decisio do Condutor
no mesmo formato. O exemplo gq(cy) € C; \ (C, U C;) discutido acima, no qual
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Tabela 1. Caracterizacdo de B,(0;) e de B;(0,) para o jogo (14)

By(o1) Q B, () Qo
A({po}) B\(RUR) A({ao}) Co\(CLUG)
A({p:H) E\(HVE) A{{a, ) Ci\ (G UGy)
A({p2}) B\ (HUE) A({az}) Cy\ (G U G3)
A({ps}) E\(FUE) A({asz}) G\ (G UG
A({po. P1}) FNF)\{6G.0)} | Alag,a1}) (ConC\ {(5,0)}
A({po, P2}) FNE)\{6.0)} | A{ag, a}) (ConCH\ {(5,8)}
A({p1, psH) FHNE)\{6,0)} | A{ay,as}) (C1nC)\ {(6,9)}
A({p2. p3}) ENE)\{G.0)} | A{ayas}) (€N G\ {(6,9)}
A({po, p1-P2-P3})  (HNENKENE) | A(fag,a1,05,a3}) (ConCiNCNC)

Bi(gy) = A({as}) e Qy = C3 \ (C, U Cy), é apresentado na quarta linha das duas
ultimas colunas.

A caracterizacio de By(0;) e B;(0y) apresentada na Tabela 1 e a visualizagido
dos respectivos conjuntos na Figura 1 sao instrumentos bastante tteis para o
entendimento da demonstracao da Proposi¢ao 2 a seguir. Tal proposi¢do revela
que cada Equilibrio de Nash ¢ descrito completamente por um par (x, y) tal que
0<x<min{1-4,6}e0<y <min {1-6,6}.

Proposi¢ao 2. A previsdo o* = (03, 07) é uma boa previsao (Equilibrio de Nash)
para o jogo (14) se, e somente se,

q(5) =(8,8) e  qor) = (6,0). (18)
Assim, o* é um Equilibrio de Nash se, e somente se,
ogg=01-x-6,%x,x,0 —Xx) e o=0-0-y,y,y,0-Y) (19)
para algum (x,y) tal que 0 < x < min {5,1 — 6} e0 <y <min {1-6,6}.

Demonstragdo. (<) Suponha que (18) é satisfeita por o* = (gj,07). Quer-se
demonstrar que o* é Equilibrio de Nash. Como q(o7) = (6,0) € (F,nF; N E N E),
entdo By(07) = A({po, p1, P2, p3})- Como q(gy) = (6,6) € (Co,NC1NC,NC3),
entdo By(05) = A({ag, a1, @y, a3}). Conclui-se disto que o € Bi(o7) e 07 € Bi(a3)
sao trivialmente satisfeitas. Ou seja, o* é Equilibrio de Nash.

(=) Suponha que o* é Equilibrio de Nash, de forma que o5 € By(o7) e of" € B,(05).
Vejamos que isto requer g(oy’) = (6,6). Considere inicialmente o caso em que
q1(03) < (%), de forma que o5 (p;) < o5 (p,). Entdo a Figura 1 revela que q(og) &
C,. Usando a Tabela 1, tem-se B, (0y) € A({ay, a;, as}) e, portanto, oy (a,) = 0. Logo,
g1 (az) = 0 < o7 (ay) e, com isso, q;(a7) 2 gz(o7). Como o5(p;) > g5 (p1) 2 0
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exige que A({p,}) C By(oy), entdo a Tabela 1 implica que q(o7) € F,. Em conjunto,
q(o7) € F e q,(07) > q,(07) implicam que q(o7) = (6,60) €e FnFENENE,
conforme evidenciado pela Figura 1.

Para o caso em que q,(0y) > q,(0g), tem-se o5 (p;) > 05 (p,) e a Figura 1 revela
que q(og) ¢ C;. Usando a Tabela 1, tem-se B;(0y) C A({ay, a,,as}) e, portanto,
o7 (ay) = 0. Logo, oy’ (a,) > 0 = oy'(ay) e, com isso, q;(07) < g,(07). Como o5(py) >
05 (p,) > 0exige que A({p;}) C By(o7), entdo a Tabela 1 implica que g(o7) € F;. Em
conjunto, g(oy) € F eq,(07) < g,(o7) implicam que g(o7) = (6,0) € [FnFNENE;,
conforme evidenciado pela Figura 1.

Por fim, considere o caso em que q,(05) = g,(05), de forma que o;5(p;) =
05 (p2)- Se 5 (p,y) = o5 (py) > 0, entdo A({py, po}) € By(o7). Logo, a Tabela 1 exige
para este caso que By(o7) = A(4y), o que é possivel somente se g(o7) = (6,0).
Suponha alternativamente que o (p,) = o5(p;) = 0. Se a5 (po) > 0 e o5(p;) > O,
entdo A({pg, p3}) C By(o7). A Tabela 1 exige para este caso que By(o7) = A(Ap), 0
que é possivel somente se q(a7) = (6, 6).

O caso com g = (1,0, 0,0) ndo constitui Equilibrio de Nash, pois isto implica
q(ag) = (0,0) € C5 \ (C; U Cy) e, portanto, B(gy) = A({az}). Assim, o € B;(0y)
exige que o7 = (0,0,0,1) e, comisto, g(o7) = (1,1) € 5\ (F; UE,). Entdo, By(o7) =
A({p;3}) e o = (1,0,0,0) & By(o7). O caso com g; = (0,0,0,1) também ndo
constitui Equilibrio de Nash, pois isto implica q(g3) = (1,1) € Cy \ (C, U C,) e,
portanto, B;(0y) = A({ag}). Assim, 07" € B;(0y) exigeque oy = (1,0, 0, 0) e, comisto,
q(o7) = (0,0) € K, \ (F, U F,). Entéo, By(o7) = A({po}) e g5 = (0,0,0,1) & By(07).

Conclui-se do exposto acima que para o* ser Equilibrio de Nash é necessario que
q(o7) = (6, 0). Segue de g(o7) = (6, 0) que somente o7 (a,) = 07 (a,) é consistente
com o* ser Equilibrio de Nash. Se oy (a;) = o7'(a,) > 0, entdao A({a;,a,}) C B;(5).
Logo, a Tabela 1 exige para este caso que B;(0;) = A(A;), o que é possivel somente
se q(a3) = (8, 6). Suponha alternativamente que o7 (a;) = o7’ (a,) = 0, de forma que
oi(az) = qi(a7) =0 >0e0q(ay) =1—07(az) =1—-0 > 0. Como gy (ay) > 0
e oy (az) > 0, entdo A({ag,as}) C By(oy). A Tabela 1 exige para este caso que
Bi(05) = A(A;), o que é possivel somente se g(oy) = (6, 9). ]

A fim de subsidiar a andlise sobre os efeitos da proibi¢do de radares méveis, o
Corolario a seguir registra importantes caracteristicas da situac¢ao prevista para a
relacio entre condutores e a fiscalizagdo quando podem ser usados somente radares
moveis.

Corolario 1. Em cada Equilibrio de Nash do jogo (14), os payoffs esperados do
Condutor e do Fiscal sdo, respectivamente,
o
U(o5,01) =0 Uplog,o01) = =2y0 = —2y——.
1 (055 97) e 0(05.07) 4 YaT B
Em cada Equilibrio de Nash (o3, 07’ ), o niimero esperado de fiscalizagdes é dado por
E(n) = o§ - [0,1,1,2] = q,(05) + q2(05) = 26, o numero esperado de excessos de
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velocidade é E(e) = o7 - [0,1,1,2] = q1(07) + qx(07) = 20 e a quantidade esperada
de autuagoes é E(m) = 206, pois

0000 0
do 10 1] . o)
Em=a1y 0 1 1 (@) = a5 glga})
01 1 2 q1(o7) + q5(o7)

= q1(95)9:1(07) + q2(95)q2(07),
em que (o7)T denota o vetor coluna obtido ao transpor o vetor linha oy

Demonstragdo. De acordo com a Proposi¢do 2, em todo equilibrio de Nash o* tem-
se g(o7) = (6,0) e q(ag) = (8, 6). Segue de (16) e (17) que o payoff do Condutor em
cada equilibrio é U (ay, o7') = 0 e o payoff esperado do Fiscal em cada equilibrio
¢ Uy(ag,07) = Uyl(1,0,0,0),07] = Upl(1,0,0,0),(1 — 6 — y,y,¥,6 — »)]. Ou seja,
Uo(03,07) =00 =0 =y) —yy —yy —27(@ = y) = =28 = =2y . O

Note que o payoff de equilibrio esperado pelo Condutor é igual ao payoff
que seria obtido ao nao exceder o limite 0 em todas as localidades. Como y > 0
e 6 € (0,1), o payoff de equilibrio esperado pelo Fiscal ¢ estritamente negativo
e estritamente maior do que —2y. Portanto, ele é estritamente menor do que o
payoft que seria obtido ao ndo fiscalizar o Condutor quando este nao excede v (ou
seja, no resultado [(Iy, ly), (Up, Up)]) € estritamente maior do que o payoff obtido
ao nao fiscalizar o Condutor quando ele sempre excede v (ou seja, no resultado
[(Ip, o), (g, Uy)]). Conclui-se disto que a possibilidade de violagdo de 0 piora (em
equilibrio) a situagdo do Fiscal, sem beneficio de satisfagao para o Condutor quando
somente radares moveis podem ser usados na fiscalizagao. A possibilidade deste
tipo de fiscalizagdo, no entanto, evita (em equilibrio) que a satisfagdo do Fiscal seja
reduzida até —2y.

4. 0 modelo para radares fixos

Considere novamente o modelo estudado na se¢do 3, mas agora suponha que o Fiscal
¢ obrigado a informar antecipadamente ao Condutor a localiza¢ao dos dois radares.
Tal situagao pode ser vista como um modelo para a relagao estratégica implicada
pela proibigdo de utilizagdo de radares mdveis. Somente radares fixos sao usados
nesta situacdo e o posicionamento deles é previamente informado ao condutor ou
descoberto por este em periodo anterior. A arvore de decisdo na Figura 2 ilustra de
maneira bastante conveniente (na forma extensiva) a nova situa¢ao estratégica na
qual estdo envolvidos o Fiscal (jogador 0) e o Condutor (jogador 1).

A Figura 2 indica que o Fiscal é o primeiro jogador a se mover no jogo. As
mesmas quatro opgdes de posicionamento continuam disponiveis: pg, p1, p; € Ps-



390 REv. Bras. DE Econ.  Vol. 75,No. 3 (Jul-Set 2021)

B-y,-n —a-y. U
—%,0 a, a, B2y -1
ao a,
0,0 1 -20,0
—y, 4 B-a-y,-1n
a, ao pl (229 a,
1 Po o Ps 1
a, |as . a,| a,
VH B-a-y,—n
—2y24 ! 2(B-y), -2
a,
a,
-, 0 B-2y,u-n
Ay B-y.-n

Figura 2. Fiscalizacdo via radares fixos

Nao ha novas opg¢oes de posicionamento e, portanto, o conjunto de agdes possiveis
¢ ainda dado por Ay = {pg, p1, P2, P3}. O Condutor joga em seguida, logo apds
observar a escolha de posicionamento do Fiscal. As mesmas quatro opgdes de agenda
de velocidade continuam disponiveis: ay, a;, a, e a;. Nao ha novas opgdes de agenda
e, portanto, o conjunto de agdes possiveis é ainda dado por A; = {ay,a;,a,, as}.
Mas agora é necessario escolher uma agenda para cada uma das quatro situagdes
nas quais o Condutor pode ser convocado a jogar: (i) apos a escolha de p; (ii) apos
a escolha de p;; (iii) ap6s a escolha de p,; e (iv) apos a escolha de ps.

Em situagdes nas quais o jogador é convocado a jogar em mais de uma
contingéncia, como a situacdo do Condutor aqui considerada, o conceito de a¢do
é insuficiente para descrever seu comportamento. Nestes casos, 0 comportamento
é descrito por uma funcio, a qual é frequentemente denominada estratégia. Por
exemplo, uma possivel estratégia para o Condutor no jogo apresentado na Figura 2
¢ a fungdo s tal que s(pg) = ag, s(p;) = as e s(p,) = s(p3) = a,. Esta estratégia
(fungdo) é mais compactamente representada por s = (ay, a3, a,, a,) e descreve a
escolha da acdo a, ap6s o Condutor observar o Fiscal escolher pg, agdo a; apos
observar escolha p; e a¢do a, apds observar p, ou p;. Como o Fiscal é convocado a
jogar somente uma vez, seu comportamento (sua estratégia) pode ser descrito com
agoes. Ou seja, no caso do Fiscal (assim como de ambos os jogadores nos jogos das
secOes 2 e 3), estratégia e acdo sao conceitos equivalentes.

A necessidade de o Condutor escolher uma dentre quatro agendas (a, a;, a, e
a3) para cada um dos quatro possiveis posicionamentos do Fiscal (py, p;, p, € p3) faz
com que o numero de comportamentos nio probabilisticos (denominados estratégias
puras) do Condutor seja dado por 4* = 256. Ou seja, o conjunto de estratégias puras
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disponiveis para o Condutor,
S, = {(so,sl,sz,s3) 5 € {ay, a1, 05,03} paracadai € {0, 1,2,3}},

possui 256 elementos. Como o Fiscal ainda possui quatro possiveis comportamentos
ndo probabilisticos (4 estratégias puras: Sy = Ay = {po, P1, P2> P3})> entdo ha 1.024
possiveis previsdes de comportamento ndo probabilistico. Tal nivel de complexidade
diminui a utilidade da representagao do jogo na Forma Normal, a qual foi utilizada
nas secoes 2 e 3.

Tendo em vista que a escolha do Condutor pode nio ser independente da escolha
do Fiscal na formulagao dinamica do jogo de fiscalizagao, o payoft esperado neste caso
ndo pode ser calculado segundo (15). A definigao de payoff esperado em (15) utiliza
a hipdtese de independéncia entre as distribuigoes de probabilidade o, e 0y, a qual é
aceitavel quando as escolhas sdo simultaneas. Quando a hipétese de independéncia
néo necessariamente ¢é satisfeita, a defini¢do (15) para cada o € A(Ay X A;) precisa
ser generalizada para

3 3 33
Uk(0) = 2. > o(pua)me(pinay) = Y, D) oo(pa (] pi) e (pin ) . (20)
i=0 j=0 i=0 j=0
em que a probabilidade condicional o;(aj|p;) denota a probabilidade com que o
Condutor escolhe a agdo g;, condicional a ter observado a escolha do Fiscal p;.

4.1 Previsoes de comportamento

O conceito de Equilibrio de Nash foi utilizado nas seces 2 e 3 como um bom critério
para avaliar a razoabilidade de uma dada previsao de comportamento para os jogos
estudados nestas segoes. Especificamente, a previsdo o* = (0§, o) foi considerada
boa se, e somente se, o5 € By(07) e o7 € By(0y). Ou seja, se e somente se 0 € uma
melhor resposta do Fiscal para a conjectura o;' que este faz sobre o comportamento
do Condutor e oy é uma melhor resposta do Condutor para a conjectura oz que este
faz sobre o comportamento do Fiscal.

Em contextos dindmicos, no entanto, o conceito de Equilibrio de Nash ¢é
frequentemente considerado insuficiente para qualificar uma previsiao como boa.
Nem toda conjectura utilizada pelos jogadores em um Equilibrio de Nash de um jogo
dindmico é considerada razodvel, no sentido de que ndo é razoédvel esperar que
os jogadores as considerariam relevantes ao decidir seu comportamento. O jogo
dinamico apresentado a seguir é um exemplo simples que ilustra tal ponto.

Exemplo 2. Considere o jogo descrito na Figura 3. A representacdo na forma
extensiva é apresentada no lado esquerdo e a representagdo na forma normal esta
no lado direito.

Conforme indicado na representagao extensiva do jogo, o jogador 1 é o primeiro a
jogar e escolhe entre as opgdes L e R. O jogador 2 joga em seguida, apds observar a
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Jog.1
1 o L R
1 B B 0 (L,R) 1,1 o0

(L,B) 1,1 1,2
(B,R) 0,1 0,0
2 (B,B) 0,1 1,2

Jog. 2

Figura 3. llustracao simplificada de Perfeicdo em Subjogos

escolha do jogador 1. Se observar a escolha L, o jogador 2 precisa decidir entre as
opgoes L e B. Se observar a escolha R, precisa decidir entre as op¢des R e B. Assim,
o jogador 1 possui duas estratégias possiveis (L e R) e o jogador 2 possui quatro
estratégias possiveis: (i) jogar L apds observar L e jogar R ap6s observar R, denotada
por (L, R); (ii) jogar L apds L e jogar B apos R, denotada por (L, B); (iii) B apos L e
R ap6s R, com notagdo (B, R); e (iv) sempre jogar B, denotada por (B, B).

Ha trés equilibrios de Nash em estratégias puras neste jogo: s* = (s7,53) =
[L,(L,R)]; s* = [R,(L,B)]; es* = [R, (B, B)]. No entanto, observe que somente o
equilibrio [R, (L, B)] é construido usando conjecturas razoaveis. A conjectura (L, R)
utilizada pelo jogador 1 na construgao do equilibrio [L, (L, R)] ndo é defensavel, pois
o jogador 1 antecipa que o jogador 2 sempre escolherd B apds observar R: neste caso,
ele recebe payoff 1 jogando B e payoff 0 jogando R. Similarmente, a conjectura (B, B)
utilizada pelo jogador 1 na construgio do equilibrio [R, (B, B)] nao é defensavel, pois
o jogador 1 antecipa que o jogador 2 sempre escolhera L apds observar L: neste caso,
ele recebe payoft 1 jogando L e payoft 0 jogando B.

O critério utilizado para descartar os Equilibrios de Nash [L, (L, R)] e [R, (B, B)]
no jogo do Exemplo 2 ¢ usualmente denominado Perfeicdo em Subjogos. Mais geral-
mente, uma dada previsdo para um jogo dindmico é considerada uma boa previsao
(um Equilibrio Perfeito em Subjogos) se ela é um Equilibrio de Nash do jogo e se ela
define Equilibrios de Nash em cada um dos subjogos. Um subjogo ¢ um jogo dentro
do jogo principal. No jogo ilustrado no Exemplo 2 ha dois subjogos, cada um
deles comegando quando o jogador 2 é chamado a jogar. Somente o jogador 2
participa destes subjogos e, portanto, os Equilibrios de Nash do subjogo sao dados
pelas melhores respostas deste jogador neste subjogo. Como, por definigdo, todo
Equilibrio Perfeito em Subjogos é um Equilibrio de Nash, equilibrios com perfei¢ao
em subjogos sdo usualmente denominados Equilibrios de Nash Perfeitos em Subjogos.

A defini¢ao de boa previsao de comportamento para jogos dindmicos descrita
acima pode ser usada para estudar a situagao estratégica apresentada na Figura 2. No
subjogo que se inicia ap6s o Fiscal se posicionar em py = (ly, ly), o0 Condutor possui
somente uma melhor resposta: a; = (v,, v,). No subjogo que se inicia ap6s o Fiscal
se posicionar em p; = (ly, l;), visto que u > 0, o Condutor possui somente uma
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melhor resposta: a, = (vp, ;). No subjogo que se inicia ap6s o Fiscal se posicionar
em p, = (ly, 1), o Condutor possui somente uma melhor resposta: a; = (vg, Up).
No subjogo que se inicia apds o Fiscal se posicionar em p; = (l;,1,), o Condutor
possui somente uma melhor resposta: ag = (v, Up). Portanto, a tnica conjectura
relevante para o Fiscal sobre o comportamento do Condutor é s7 = (a3, a,, a;, ag).
Sob tal conjectura, o conjunto de melhores respostas do Fiscal é dado por

A({(L, L)Y, sea <y
By(s7) = B [(a3, az, ap, ao)] =9 A({ o, lp)}), sea>y; (21)
A({po, P1, P2, P3}) sea=y.

Segue disto que as boas previsdes sobre o comportamento dos jogadores (os
Equilibrios de Nash Perfeitos em Subjogos) do jogo apresentado na Figura 2
dependem da magnitude de a e de y. Se o custo de oportunidade da fiscalizacdo
(ar) é menor do que o custo imposto ao Fiscal pelo excesso de velocidade (y), entdo
Sg € By(sy) implica que o Fiscal fiscalizard as duas localidades: s5 = (44, ;). Por
outro lado, se o custo de oportunidade da fiscalizagdo () é maior do que o custo
imposto ao Fiscal pelo excesso de velocidade (y), entdo s§ € By(s7) implica que
o Fiscal fiscalizard nenhuma das duas localidades: s§ = (I, l). Quando o custo
de oportunidade « é exatamente igual ao custo y, o Fiscal estd indiferente entre
todos os posicionamentos: By(s7) = A(Ap). Neste caso todo posicionamento (seja
ele probabilistico ou ndo) é uma boa previsio para o comportamento do Fiscal. A
Proposigao 3 a seguir formaliza o resultado assim obtido.

Proposiciao 3. Suponha quey < a. Entdo, s* = (s, 1) € uma boa previsdo (Equilibrio
de Nash Perfeito em Subjogos) para o jogo dindmico apresentado na Figura 2 se, e
somente se,

(s5.57) = [0, 10), [(Vas Vo), (U, V), (Vg, L), (U, Vp)]]-

Suponha que y > a. Entdo, s* é um Equilibrio de Nash Perfeito em Subjogos para o
jogo apresentado na Figura 2 se, e somente se,

(s5.57) = [, ), [(Vg, o), (Vp, V), (g, Up), (Vp, V)]

Por fim, suponha y = a. Entdo, s* é uma boa previsdo para o jogo apresentado na
Figura 2 se, e somente se,

(SE;, Sik) = [(x7 Y.z, 1—x-— y- Z)7 [(UCU Ua)’ (Ub7 Ua)’ (Ua’ Ub), (Ub’ Ub)]] s
para alguma tripla (x,y,z) talquex + y+z <1, x>0,y >0ez > 0.

A previsdo de resultado para o jogo dinamico quando a < y é o Fiscal verificar
a velocidade nas duas localidades e o Condutor respeitar o limite v nas duas
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localidades: ou seja, o resultado o = [(l4, L), (Up, Up)]. Quando a > ¥, a previsdo
de resultado é o Fiscal verificar a velocidade em nenhuma das localidades e o
Condutor desrespeitar 0 em todas as localidades: ou seja, 0 = [(ly, ly), (Vg, Vg)]. Se
a =y, o Fiscal se comporta de acordo com o5 = (x,y,z,1 —x —y —z) e, portanto, a
previsao de resultado é [(y, ly), (Vs, U,)] acontecer com probabilidade x, do resultado
[(Lp, 1), (Up, Uy )] acontecer com probabilidade y, [(Iy, L), (Ug, Up)] com probabilidade
z e [(l},1,), (Up, Up)] com probabilidade (1 — x — y — z).

O payoff esperado previsto para os jogadores também depende das magnitudes
de o e y. Quando a < y, é previsto acontecer o resultado o = [(I}, 1), (v, Up)]
com probabilidade 1 e, portanto, a Figura 2 implica que o payoff previsto é —2«a
para o Fiscal e 0 para o Condutor. Caso a > ¥, é previsto acontecer o resultado
o = [(ly, ), (g, V,)] com probabilidade 1 e, portanto, o payoff previsto é —2y para
o Fiscal e 2u para o Condutor. No caso de & = y, em que o Fiscal se comporta
de acordo com o5 = (x,y,z,1 — x — y — z), o payofl previsto para o Fiscal é
—2a = —(a + y) = —2y e o payoft esperado previsto para o Condutor é

x71(po, a3) + y7i(p1, az) + 271 (py, a1) + (1 — X — y — 2)m1(ps3, Qp)
=2ux+uy+uz+01l—-—x—-y—2)=ux+y+z).

um valor nao negativo e ndo maior do que 2.

O numero esperado de fiscalizagoes é igual a 2 se a < y e é dado por zero se
a > y. Tal numero é incerto quando a = y, pois ele se iguala 2(1 — x) — y — z quando
o comportamento do Fiscal é o7 = (x,y,2,1 — x — y — z). Pode tanto chegar ao
valor de 2, quando x = y = z = 0, quanto se igualar a zero, quando x = 1. Em todos
0s casos, ndo ha arrecadacgio de multas, pois os condutores nunca sdo multados.

5. A escolha entre radares fixos e moveis

Considere agora a situagdo na qual o Fiscal possui a capacidade de fiscalizar cada uma
das duas localidades (I; e l,) tanto com radares moveis quanto com radares fixos. Para
cada localidade, a fiscalizacdo por meio de um radar maével (portatil) é representada
por 1, a fiscalizacdo por radar fixo € representado por ry e o posicionamento de
nenhum radar é denotado por r,. Como ha duas localidades, a escolha do Fiscal
pode ser representada por um par r = (1;,%,) € R, em que

R= (ot} % ()
= {(Vn,rn),(rn,rp),(rn,rf),(r,rn),(r ,Vp),(l" ’rf)a(rf’rn)’(rf’rp)’(rf’rf)}'

¢ o conjunto de agdes possiveis para o Fiscal. Por exemplo, r = (r,,, r7) denota a
situa¢ao na qual o Fiscal posicionou um radar portatil em [; e um radar fixo em [,.

Assim como no modelo da secdo 4, a utilizagdo ou ndo de radares fixos e o
posicionamento destes na rodovia sdo informados previamente ao Condutor. No
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modelo desta secio, no entanto, esta informac¢ao prévia ndo é suficiente para o
Condutor concluir que nao ha fiscalizagdo nas localidades em que néo ha radar fixo.
Formalmente, o Condutor é capaz de observar previamente quatro diferentes tipos
de informagao: iy, i3, i5, i3. Ao observar iy, 0 Condutor é informado de que o Fiscal es-
colheu ndo utilizar radares fixos (ou seja, de que r € {(1,, 1), (F, 1), (> 1), (1, 1) 1)
Apds observar i, o Condutor sabe que o Fiscal escolheu usar radar fixo somente em
L (ou seja, que r € {(ry, 1), (ry,1p)}). A informacdo i, diz que o Fiscal escolheu usar
radar fixo somente em [, (ou seja, que r € {(1,,7¢), (1, 7¢) }). Por fim, ao observar i,
o Condutor descobre que o Fiscal escolheu usar radar fixo em todas as localidades
(ou seja, que r = (ry, 1y)).

A arvore de decisdo apresentada na Figura 4 ilustra de maneira bastante
conveniente (na forma extensiva) a nova situagdo estratégica na qual estio envolvidos
o Fiscal (jogador 0) e o Condutor (jogador 1). O jogador 0 (Fiscal) inicia o jogo
escolhendo o padrio de fiscalizacdo com radares fixos: usar nenhum radar fixo (i),
fiscalizar com radar fixo somente em l; (padrdo denotado por i, ), fiscalizar com radar
fixo somente em I, (padrdo denotado por i,) e fiscalizar com radar fixo em todas as
localidades (i3). Quando o padrio escolhido para a fiscalizagdo com radares fixos é
i3, 0 Condutor observa a presenca de radares fixos em todas as localidades e, em
seguida, escolhe sua agenda de velocidade: a,, a;, a, ou az. Sob os demais padroes
de fiscalizagao com radares fixos (iy, i; € i,), o Fiscal joga novamente escolhendo
o padrao de fiscalizagdo com radares mdveis (portéteis) para as localidades sem
radar fixo. Como o Condutor nio é informado previamente sobre o posicionamento
dos eventuais radares portateis, sua escolha de agenda de velocidade nestes demais
casos ¢é feita de maneira simultinea com a escolha de posicionamento dos radares
portateis.

A simultaneidade da escolha de agenda de velocidade com a escolha de
posicionamento de radares modveis é representada na Figura 4 pelaslinhas pontilhadas
conectando nds de decisdo da drvore. Por exemplo, para indicar que o Condutor
ndo sabe a escolha que o Fiscal fez entre (ry, 1,,) € (rf, 1,) apds escolher i;, os dois nos
de decisdao do Condutor que sdo consequéncia de (ry, 1;,) € (ry, 1,,) estdo conectados
por linhas pontilhadas.

Os conjuntos de nés de decisao conectados por linhas pontilhadas na represen-
tagdo do jogo na Forma Extensiva sdo usualmente denominados como conjunto de
informagdo. Nesta linguagem, o conjunto de informagao do Condutor apoés i; indica
que, quando o Condutor é convocado a jogar ap6s observar iy, ele ndo sabe se ele
foi convocado a jogar no né de decisdo consequente a escolha (r¢, 1,,) ou no n6 de
decisao implicado pela escolha (r¢, r,,).

Analogamente, o conjunto de informagdo do Condutor ap6s i, indica que,
quando o Condutor é convocado a jogar apds observar i,, ele ndo sabe se foi
convocado a jogar no n6 de decisdo consequéncia de (7, rr) ou no né de decisdo
implicado por (r,, 7¢). Ja o conjunto de informagao do Condutor ap6s observar i,
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2(f-y), 21

(Tn>7n) (rp:rp)

(rp 1) (Fastp) 20

B-a-y,-n

B-a-y,-n
—2)>24 2(f-y),—2n

B-2y,pu—1
B-y.-n

B-2y,pu—1
o=y,

B-y.-n o=y,

Figura 4. Fiscalizacao via radares fixos e portéteis
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¢ mais complexo, pois envolve quatro nés de decisdo. Tal conjunto de informacao
indica que, quando o Condutor é convocado a jogar apos observar i, ele nao sabe
em qual n6 de decisao foi convocado a jogar: naquele consequente a (r;,, 1;,), naquele
implicado por (r,, ,,), naquele apds (,, 1;,) ou no n6 de decisao implicado por (1, 1;,).

O jogo apresentado na Figura 4 é um jogo dindmico de dois estagios e possui
quatro subjogos. Ha um subjogo trivial apds i3, no qual somente o Condutor joga.
Os demais trés subjogos sao jogos simultaneos entre o Fiscal e o Condutor. Por
conveniéncia, todos os subjogos sdo apresentados na Figura 5 representados na
Forma Normal.

O Equilibrio de Nash no subjogo ap6s i é trivialmente dado por [(r¢, r¢), (g, Up)]
e confere ao Fiscal o nivel de payoft —2a e ao Condutor payoff nulo. Os equilibrios
de Nash do subjogo ap6s iy podem ser obtidos utilizando a Proposi¢éo 2, ao notar
que a matriz de payoffs da Figura 5(d) coincide com (14). A Proposigdo 2 estabelece
que em todo equilibrio de Nash de (14) o Fiscal escolhe fiscalizar cada localidade
com probabilidade § e o Condutor escolhe exceder v em cada localidade com
probabilidade 6. Entéo, a coincidéncia dos payoffs da Figura 5(d) com aqueles em
(14) permite concluir que, em todo equilibrio de Nash do subjogo apds iy, o Fiscal
posiciona um radar portatil em cada localidade com probabilidade & e o Condutor
excede 0 em cada localidade com probabilidade 6. Como consequéncia, o subjogo
apos i possui como equilibrio de Nash somente as previsoes c® = (Gg ,0p ) tais que

a8 = |08 (1 1), 68 (19, 1), O3 (s 1), 68 (1, 1) = (1 — x — 8, x,x,6 — x)
of = [0(ay), oL (ay), 0L(ay), o (az)| = 1 =6 — y,y,y,6 — ).

para algum (x,y) tal que 0 < x < min {§,1 -6} e0 < y < min {1 — 6,6}
Conforme documentado no Coroldrio 1, o payoft esperado do Fiscal em cada um
destes equilibrios é dado por —2y6. Ja o payoff esperado do Condutor em todo
equilibrio deste subjogo ¢ nulo.

Para o célculo do(s) equilibrio(s) de Nash no subjogo apos i,, observe que o
payoff que o Condutor obtém escolhendo a, ¢ estritamente maior do que aquele
obtido escolhendo a,, independentemente da escolha do Fiscal. Neste caso, a
estratégia “jogar a, com probabilidade 1”7 é dita estratégia estritamente dominada
pela estratégia “jogar a, com probabilidade 1”. Com base neste fato e na propriedade
destacada na Observagao 1,'° a estratégia “jogar a, com probabilidade 1” pode ser
ignorada no calculo do(s) equilibrio(s) de Nash no subjogo apds i,. Na verdade, toda
estratégia do Condutor que atribui probabilidade estritamente positiva para a, pode
ser ignorada neste calculo, pois cada uma de tais estratégias é estritamente dominada
pela estratégia obtida ao transferir para a agdo a, a probabilidade atribuida a a,. Na
pratica, esta tltima observagao estabelece que a terceira coluna da Figura 5(b) pode
ser ignorada pelo calculo do(s) equilibrio(s) de Nash no subjogo apds i,.

19Para mais detalhes sobre tal propriedade, ver Gibbons (1992).
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(a) Subjogo apos i,

Condutor
do a, a, a,
Fiscal (rg,7y) -2, 0 B-a-y,-n B-a-y,-n 2(B-y).—21

(b) Subjogo apds i,

Condutor
do a, a, 613
Fiscal (7w 7r) ~a,0 —a =y, B-y.=n  B-2y,u-1
(rp>7s) —2a,0 B-a-y,-n B-a-y,-n 2(B-y), -2

(c) Subjogo apds i

Condutor
a, a, a, a,
Fiscal (rys12) —%,0 B-y,—n —x ), H B-2y,u—1
(rf:7p) —24,0 B-a-y,-n B-a-y,-n 2(B-y),—2y

(d) Subjogo apés i,

Condutor
a, a, a, a,
(Tu>Tn) 0,0 —Y> Y —Y> Y —2y,24
Fiscal (227n) ~&,0 B=y,=1 —a-y,pu  P-2pp-n
(ru>7p) ~a,0 —a-y,u B-y,-n  B-2p,u-1
(rps7p) —2a,0 B-a-y,-n B-a-y,-n 2(B-y),—21

Figura5. Representacdo na Forma Normal de cada subjogo da Figura 4

Observagio 1. Como toda estratégia componente de Equilibrio de Nash precisa ser
melhor resposta para a estratégia dos demais jogadores e estratégias estritamente
dominadas nunca sdao melhor resposta, entdo nenhuma estratégia estritamente
dominada pode compor equilibrios de Nash.

Por razdo similar, a quarta coluna da Figura 5(b) pode ser ignorada pelo
calculo do(s) equilibrio(s) de Nash no subjogo ap6s i,, pois o payoft que o Condutor
obtém escolhendo a; ¢ estritamente maior do que aquele obtido escolhendo as,
independentemente da escolha do Fiscal. A matriz de payoffs obtida ao ignorar as
colunas trés e quatro da Figura 5(b) é apresentada a seguir.
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Condutor
o % (22)
Fiscal (rus7s) %0 —aTrH
(rps7¢) 20,0 B-a-y,-n

Agora observe que o custo de oportunidade do radar fixo pode ser ignorado no
calculo de equilibrios de Nash de (22), uma vez que ele nio afeta o diferencial
de payoff entre as escolhas (r,,7) e (ry, 7). Tal propriedade permite somar o
no payoft do Fiscal em cada resultado possivel de (22) sem alterar o conjunto
de equilibrios de Nash. Esta modifica¢ao da matriz (22), no entanto, resulta nos
mesmos pares de payofts apresentados em (11). Como a Proposic¢do 1 estabelece
que no unico Equilibrio de Nash de (11) o Condutor escolhe a segunda coluna
com probabilidade 6 e o Fiscal escolhe a segunda linha com probabilidade &, entao
pode-se concluir que (22) possui um unico Equilibrio de Nash e que neste equilibrio
o Fiscal escolhe (r}, rr) com probabilidade & e o Condutor escolhe a; = (v,, V) com
probabilidade 6. Como consequéncia, o subjogo apds i, possui como equilibrio
de Nash somente 62 = (63, 07) tal que 6 = [0g(r, 17), GG (rp,1p)| = 1 —6,8) e
of = [Uf(ao), o(ay), ot(ay), alz(a3)] =(1-6,6,0,0). O payoff esperado do Fiscal
neste equilibrio pode ser obtido subtraindo o custo de oportunidade do radar fixo («)
de (12): ele é dado por —y6 —a = —O(y + a + 3). Ja o payoft esperado do Condutor
neste equilibrio é novamente nulo, pois ele coincide com (13).

O célculo do(s) equilibrio(s) de Nash no subjogo apds i; utiliza argumentagao
analoga. As colunas segunda e quarta podem ser ignoradas pelo calculo, pois a
estratégia pura a, é estritamente dominada por a e a estratégia pura a; é estritamente
dominada por a,. A matriz resultante da Figura 5(c) apos ignorar as colunas dois
e quatro e somar a no payoff do Fiscal nas colunas um e trés coincide com a
matriz de payoffs (11). Assim, o subjogo apds i; possui como equilibrio de Nash
somente o' = (o, 07) tal que al = [crol(rf, K, G(}(rf,rp)] =1-60d8e0q =
[Ull(ao), ol(ay), ol(ay), all(a3)] =(1-6,0,6,0). Novamente, o payoft esperado do
Fiscal neste equilibrio pode ser obtido subtraindo « de (12) para obter —y8 — a =
—B(y + a + P) e o payoff esperado do Condutor ¢é nulo, pois coincide com (13).

A discussdo acima mostra que em todo equilibrio de Nash de todos os subjogos,
o payoff esperado do Condutor é nulo. O payoft esperado do Fiscal é —2a no
equilibrio de Nash do subjogo apos i3 e se iguala a —6(y + a + ) em todos os
equilibrios de Nash dos subjogos implicados por i; e i,. Nos equilibrios de Nash
do subjogo apds iy, o payoft esperado do Fiscal é dado por —26y. Antecipando tais
niveis de satisfagdo em cada subjogo, o Fiscal escolhe o padrao de fiscalizagdo com
radares fixos sq € {i, iy, i, i3} para maximizar seu payoft esperado. Por exemplo, ele
escolhe iy quando y < o + 3, pois neste caso —20y > —2a e =20y > —6(y + o + f3).
Por outro lado, o Fiscal escolhe i3 se y > a + f3, pois neste caso —2a > —20y e
—2a > —6(y +a+ ). No caso em que ¥y = a+ 3, o Fiscal estd indiferente entre todos
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os padrdes de fiscalizagdo com radares fixos. A Proposi¢do 4 reune os resultados
obtidos até aqui.

Proposicio 4. A previsio o = [(so,03,03,03), (67, 01, 0¢,07)| para o jogo apre-
sentado na Figura 4 é equilibrio de Nash perfeito em subjogos se, e somente se, S,
satisfaz

{iO}’ 537<0‘+.3,
So €9 lip, i1, 0,13}, sey=a+p,
{i3}’ 537>a+6,

ao mesmo tempo em que o, = (a3, 03, 04) e 0, = (07, 01, 0F, 07) satisfazem

of = [o3(ag), oi(ay), 03(ay), o7 (az)] = (1,0,0,0);

Og = [Gg(rn’rf)5ag(rparf)] = (1 - 5, 5),
of = [Glz(ao)’ at(ay), 0f(ay), 0'12(613)] =(1-6,6,0,0);

03 = 03 (rp. 1), 03 ()| = (1= 6,6),
0'11 = [o'll(ao),o'll(al),o'll(az),all(a3)] =(1-26,0,6,0);

0

ol = [ag(rn, K, ag(rp, 1), 09 (s ), ad(r, ,rp)] =1-x-6,x,x,6—x),
o = [0'12(00)’ O-lz(a'l)’ O-12(612)’ 0-12(a3)] = (1 -0- Y., 6— y)’

para algum (x,y) tal que 0 < x < min {5,1 — 8} e0 <y <min {1-6,6}.

O resultado de equilibrio com perfei¢do em subjogos quando y > a+ 3 é o Fiscal
escolher usar radares fixos em todas as localidades (s, = i3) e 0 Condutor respeitar
o limite 0 em todas as localidades (o7 = (1,0, 0,0)). O resultado de equilibrio com
perfeigdo em subjogos quando y < a + 8 € o Fiscal escolher ndo usar radares fixos
(sp = ip) e fiscalizar cada localidade usando radares portateis com probabilidade
d (pois ag =(1—-x-0,x,x,0 — x) para algum x tal que 0 < x < min {5,1 - d}),
enquanto o Condutor excede o limite 0 em cada a localidade com probabilidade 6
(pois, 0 = (1 —6—y,y,y,0 — y) para algum y tal que 0 < y < min {1 —6,0}).

O payoff esperado do Fiscal é igual a max {—2a, —2y6}: ele é dado por —2«x
quando y > a + B e por —2y0 = —2ya/(a + ) quando y < a + . Ja o payoft
esperado do Condutor ¢ sempre nulo. O nimero esperado de fiscalizagoes ¢ igual
a 2 quando y > a + f3, todas elas utilizando radar fixo, e se iguala a 26 quando
y < a+ f3, todas elas usando radar mével. Quando y = a + §3, sdo indeterminados
a quantidade esperada de fiscaliza¢cdes (podendo assumir qualquer valor entre 26
e 2) e o formato de fiscaliza¢ao (qualquer combinagdo de radares fixos e mdveis
é possivel). O conceito de boa previsio aqui utilizado nio é capaz de determinar
estas varidveis neste caso. Nao ha excessos de velocidade quando y > o + (5, mas
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a quantidade esperada de excessos de velocidade é dada por 26 quando y < a + 5.
Nao ha autua¢des (multas) quando y > a + 3, mas a quantidade esperada de multas
é dada por 208 quando y < a + 3. Estas informagdes sdo apresentadas de forma
mais conveniente na Tabela 2 para os trés principais casos analisados.

5.1 Os efeitos da proibicao

Na linguagem estabelecida pelo modelo aqui desenvolvido, a proibigdo do uso de
radares mdveis — com a manutenc¢ao da opg¢ao de fiscalizacao com radares fixos
— determina que a situagdo estratégica entre a fiscalizagdo e os condutores é dada
pelo jogo dinamico apresentado na se¢do 4. A situagao estratégica inicial, na qual
existe a possibilidade de utilizagdo concomitante de radares fixos e radares méveis,
¢ dada pelo jogo dindmico da sec¢do 5. Portanto, a comparag¢io entre as previsdes
de equilibrio para os modelos destas secoes evidencia os efeitos previstos para tal
proibicao. A Tabela 2 a seguir apresenta uma selecao de variaveis de interesse.

Tabela 2. Efeitos da proibicdo de radares méveis sobre a previsdo o* = (gg, 07)

Conjunto de possiveis valores paray | (o,a) |[(a,a+B)|(a+f,0)
Permitido radar mével sim ‘nio sim ‘néo sim‘ nio
Fiscaliza¢oes esperadas|  E(n) 20 | o | 20 | 2| 2 2
Autuagdes esperadas E(m) 206 | o [ 208 | o | o 0
Excessos esperados E(e) 20 | 2| 20 | o | o o
Payoff do Fiscal Uo(0f,07) |[—2y0 | —2y | —2y0 | —2a | 20| —2
Payoff do Condutor U(otor)| o |2u| o | o] o o

A Tabela 2 apresenta o valor previsto (de equilibrio) para cinco varidveis: o
payoff de cada jogador, a quantidade de fiscalizagdes esperadas, o numero de multas
esperado e o numero esperado de violagdes do limite v. Tais valores sdo apresentados
para trés casos distintos, definidos de acordo com a relevancia relativa dos excessos
de velocidade na satisfagdo da sociedade (¥): o primeiro caso é definido por y € (0, o),
o segundo por y € (a, a + f8) e o terceiro por y € (a + 3, ).

Observe que a proibi¢ao possui nenhum efeito sobre o equilibrio no terceiro
caso, quando o y é suficientemente alto. Neste caso, o elevado impacto dos excessos
de velocidade na satisfacdo da sociedade motiva o uso de somente radares fixos como
forma de eliminar qualquer violagdo de v, independentemente da disponibilidade
ou ndo de radares moveis para a fiscalizagdo. Assim, a proibi¢do nio afeta os dois
jogadores.

Para valores intermediarios de y, a proibi¢do ndo afeta a satisfacao esperada
do Condutor, mas reduz o payoff esperado do Fiscal. Antes da proibi¢ao, o Fiscal
prefere utilizar somente radares moveis e, desta forma, impede o Condutor de
auferir satisfacdo esperada positiva. Em resposta, o melhor que o Condutor pode
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fazer nesta situagdo lhe confere payoff esperado nulo." Logo, a proibi¢cdo neste caso
impede o Fiscal de adotar sua estratégia preferida. Como segunda melhor opgao,
o Fiscal opta por intensificar a fiscalizagao ao instalar radares fixos em todas as
localidades: o nimero esperado de fiscalizagoes se eleva de 28 para 2, o que motiva
a interrupgdo de excessos de velocidade e, portanto, de autuagdes. Observe que a
atratividade em manter a fiscalizagdo apos a proibicio se deve ao ainda relevante
custo de satisfagdo imposto pelos excessos de velocidade — quando comparado ao
custo de fiscalizagao a.

Quando o custo y é suficientemente baixo, por outro lado, a proibi¢do do uso
de radares moéveis elimina por completo a fiscalizacdo de velocidade. O niimero
esperado de fiscalizagOes cai de 28 para zero, o que motiva a elevacido dos excessos de
velocidade de 26 para 2. Como nao ocorre fiscalizagao, este aumento de excessos nio
se reflete em aumento de autuacdes: o numero esperado de autuagdes se reduz de
208 para zero. Assim como no caso de custo y intermedidrio, a satisfagdo esperada
do Fiscal é novamente reduzida pela proibi¢do e pelo mesmo motivo: ela impede o
Fiscal de utilizar seu instrumento de fiscalizagdo preferido. A segunda melhor opgao
para o Fiscal quando y é baixo, no entanto, ¢ arrefecer a fiscalizagao. A atratividade
em interromper a fiscalizagdo apos a proibigao se deve a baixa relevancia do custo
de satisfagdo imposto pelos excessos de velocidade — quando comparado ao agora
relevante custo de fiscalizacido a.

A interrupgdo de fiscalizacdo prevista para o caso com y baixo, e consequentes
aumento de excessos e reducido de multas, confere ao Condutor um aumento de
satisfacdo esperada de 2u unidades. Como esta é a tnica situagdao para a qual o
modelo prevé elevacdo na satisfagdo dos condutores e a proibicao foi interpretada
neste trabalho como motivada em atender o interesse de uma parte dos condutores-
eleitores, as previsdes apresentadas pela Tabela 2 para o caso y € (0, «) podem ser
vistas como a previsdo do atual modelo para a politica publica adotada no Brasil a
partir de agosto de 2019.

A previsdo de completa elimina¢ido de fiscaliza¢ao apds a proibicdo é con-
sequéncia da hipdtese simplificadora de que todas as localidades sao idénticas. Com
isto, ndo é util interpreta-la de forma literal. Presumivelmente, uma extensao deste
modelo para o caso com heterogeneidade entre as localidades geraria previsdes
menos extremas. Por exemplo, poder-se-ia reconhecer no modelo que o excesso de
velocidade afeta a probabilidade e severidade de acidentes de maneira distinta em
localidades distintas. Esta heterogeneidade poderia ser modelada admitindo que o
excesso de velocidade afeta a sociedade de maneira distinta a depender da localidade
na qual v foi violado. Ou seja, poderia ser modelada atribuindo y’s distintos para
localidades distintas. Com base nos dois primeiros casos da Tabela 2, espera-se

Note que o Condutor é sempre capaz de assegurar payoff nulo escolhendo ndo exceder U nas duas
localidades. Ainda, o Fiscal é sempre capaz de impedir satisfacio positiva para o Condutor por meio
da utilizagao de radares fixos em todas as localidades.
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que a coexisténcia de localidades pouco perigosas (y baixo) com localidades muito
perigosas (y alto) motive o Fiscal a responder a proibi¢do intensificando a fiscalizagdo
nas localidades mais perigosas e arrefecendo-a nas localidades mais seguras.

Assim, a previsdo do modelo desenvolvido neste trabalho para os efeitos da
proibi¢ao de radares moveis pode ser interpretada como uma previsdo de intensifica-
¢do no uso de radares fixos nas localidades mais perigosas e abandono de fiscalizagio
naquelas mais seguras.

6. Consideracoes Finais

O ferramental usual de Teoria dos Jogos se mostrou bastante versatil para analisar a
proibigdo de radares méveis que vigorou no Brasil em 2019 entre meados de agosto
e meados de dezembro. A consideracio nesta andlise da dimensao estratégica entre
o Fiscal e os condutores se inspira na argumentagdo de Bjornskau e Elvik (1992).
Uma interessante contribuigao seria analisar os efeitos da proibigao utilizando um
modelo no qual os condutores néo reconhecem o efeito de suas decisdes sobre as
decisdes do Fiscal. Somente o Fiscal reconheceria que seu comportamento afetaria o
comportamento dos demais agentes. Este exercicio seria uma forma transparente de
analisar a provocacao de Bjornskau e Elvik (1992) a abordagem de Palmer (1977),
sob a qual os potenciais infratores ndo reconhecem seu efeito sobre o padrao de
fiscalizagéo.

Conforme discutido na subsecéo 5.1, a heterogeneidade entre localidades é
um ingrediente interessante a ser incluido no atual modelo por pesquisa futura. A
tratabilidade do modelo aqui obtida sugere que tal extensdo ¢ direta e que confirmaria
em definitivo o cabimento da interpreta¢do dada ao resultado da Tabela 2. Outra
extensdo natural do modelo seria aumentar o numero de localidades nas quais ha
limite de velocidade. Esta generalizagdo poderia ser usada para analisar a importancia
do alcance geografico limitado dos radares, conforme identificado pelos trabalhos
empiricos citados na segdo 1.

Uma generalizagdo do modelo aparentemente nao trivial seria relaxar a hipdtese
de linearidade das utilidades utilizada em (8) e (9). A principio, a possibilidade
de nao linearidade de u;(-) em e poderia ser explorada para estudar o fen6meno
identificado por Yamada (2005), no qual os condutores aceleram apds os radares
para (supostamente) compensar o tempo perdido ao respeitar o limite no radar.'?
Ainda mais crucial, a possibilidade de nio linearidade de 14(-) em e poderia ser
explorada a fim de refletir na satisfagdo da sociedade a presenca de externalidades na
decisdo de excesso de velocidade. E natural imaginar que os condutores nao levam

12Se 0 condutor possui uma meta de tempo de viagem que demanda velocidade média acima de
U, entdo a presenca de radares em uma parte da rodovia reduz sua velocidade média para abaixo
de U e, assim, aumenta a atratividade de excessos de velocidade nos demais trechos da rodovia. A
linearidade de u,(-) em e parece ser inadequada para estudar fendmenos deste tipo.
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em conta fodo o efeito de sua decisdo na probabilidade de acidentes dos demais
condutores.'?

Como contribuic¢do central, este trabalho evidencia a principal consequéncia
tedrica prevista para a proibi¢do de radares mdveis. Além disso, as possibilidades
de adaptagao do presente modelo para analisar diferentes questdes ilustram a
importancia do avanco tedrico obtido com este trabalho para o tema em questéo.

De um ponto de vista abstrato, o presente modelo de interagdo estratégica para
a fiscalizagdo de transito se insere em uma discussao mais geral sobre a intervengao
do Estado na decisdo privada de aloca¢ao de risco. Proponentes de legislagdo contra
o consumo de drogas ou pela redugdo do agticar em refrigerantes, por exemplo,
acreditam que ¢ dever do Estado proteger os cidaddos deles mesmos. A visao
mais evidente do debate seria o Estado protegendo criangas desinformadas, mas é
provavel que muitos acreditam que mesmo os adultos precisam de ajuda para nao se
colocarem em risco. Assim, a alocac¢éo de risco, em um contexto de dificuldade de
comprometimento para com boas praticas, poderia ser um elemento para pesquisa
futura baseando-se no ferramental do modelo atual.
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Apéndice. Demonstragoes

Proposi¢ao 1. A unica boa previsdo (o tinico Equilibrio de Nash) para o jogo (11) é
dada por

emqued=a/(a+P)e(0,1)ed=pu/(n+u (1)

Demonstragdo. Note que 0 < 8 <1e0 < § < 1sdo consequéncia direta de a > 0,

B >0, u>0en > 0.Por conveniéncia, denote By(0;) = arg max, o) Uy(0y,07)
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e Bi(0p) = arg max U, (0y, 01). Usando (3) e (11), note que

o1€A(A)

1

Up (09, 01) = Z % (4) [Ul(vb)ﬂ'o(lj’vb) + U1(Ua)7fo(ljava)]
j=0

= oo(lp) [Oo'l(vb) - yal(va)] + 0p(lh) [_aal(vb) +(B - V)Gl(Ua)]
= —7[1 = o) o1(va) + Gp(ly) [—a + (B — ¥ + @)oy(vy)]
= —yo,(vg) + Cfo(ll)[(,g + a)oy(vy) — OC]
= gp(l)[e1(ve) — 6] (B + &) — Y0, (vy),
b

Uy(0p, 01) = Z o1(vg) [O'o(lo)ﬂl(lm k) + Gl (1, Uk)]
k=a

= o1(vp) [Oo'o(lo) + 000(11)] + 01(vg) [/v‘o'o(lo) - 770'0(11)]
= 01(va) [ = () + Wp(L)] = 61V [8 — o] (5 + p),

emqueseusoud = a/(a+p),8 = u/(n+u) e osfatos oy (lg)+0u(l;) = op(ly)+op(ly) =
1, os quais decorrem de o, € A(Ap) e oy € A(Ay). Usando a linearidade de Uy(cy, 07)
e de Uy (0y, 07), de forma similar ao executado na prova do Lema 2, obtém-se

[ {(1,0)}, seoy(vy) <6,
By(0y) = arg max(cp(l)[01(v,) — 6] (B + @) =1 A(A,), sedy(vg) =6, (A-1)
Fostid) (0.1}, seq(v) > &

({(0,1)}, sedp(ly) <6,
B,(gp) = arg max(o'l(va)[a - 00(11)] (n+ ,U)) =4 A4y,  segyy) =9, (A-2)
reay (1,0)}, seayy)> b,

Suponha que o* = (07,07) € A(Ag) X A(A;) é uma previsdo probabilistica
para o jogo (11) que satisfaz (4) e (5) simultaneamente. Ou seja, oy € By(o7) e
of € By(0y). A seguir, sera demonstrado que o5 (l;) # & gera uma contradi¢ao
(impossibilidade) e, portanto, nao pode ser verdadeira.

(i) Seay(ly) < 6, entdo (A-2) implica que B,(0y) = A({v,}) = {(0,1)}. Logo,
of = (0,1) decorre de (5) e, portanto, o7'(v,) = 1 > 6. Usando (A-1) e tal
resultado, obtém-se By(07) = A({l;}) = {(0,1)}. Logo, o5 = (0,1) decorre de
(4) e, portanto, obtém-se a impossibilidade o5 (l;) =1 > 6 > o5(l).

(ii) Se og(l;) > 6, entdo (A-2) implica que B;(oy) = A({vy}). Logo, o7 = (1,0)
decorre de (5) e, portanto, o7 (v,) = 0 < 6. Usando tal resultado e (A-1),
obtém-se By(o7) = A({ly}). Logo, o5 = (1,0) decorre de (4) e, portanto,
obtém-se a impossibilidade g (l;) = 0 < § < a5 (Iy).

Como os casos (i) e (ii) sdo exaustivos quando o (l;) # &, entdo o5 (l;) # S gera uma
impossibilidade em todos os casos possiveis e, portanto, ndo pode ser verdadeira.
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Conclui-se entdo que oj(l;) = d. Tendo em vista que oj = (6, ), o Gnico caso
em (A-1) consistente com o5 € By(o7) é o caso em que By(o7) = A(4,). Logo,
of(vy) =0ea’ =(6,0). O

Lema 3. Considere uma situagdo do jogo (14) na qual o Fiscal se comporta de acordo
com oy e o Condutor se comporta de acordo com o,. Entdo,

Uo(0p, Ul)g = Up[(1,0,0,0), 1] (6/a) + 0y(p1)[q1(01) — 6] + 0(p2)[ga(c1) — 6]
+ 0o(p3)[q1(0) + ga(07) — 26,

Ui(00,1) = 3@ [8 - (60)] + c1()[8 - ax(eo)
+ 01(a3) [28 — q1(0p) — 42(%))»
em que novamente ® = a/(a + f5) € (0,1) e d = u/(u+n) € (0,1).

Demonstragdo. A partir de (14) e (15) note que,
Uo (00, 01)
3 3

= Z oo(pi) [Z o1(aj) 7o (pis aj)]
i=0 j=0

= 0o(po)[003(a) = y[o1(ar) + 01(ay)] — 270 (as)]
+00(p1) [—050'1(610) + (B =y)o(a) — (@ +y)oy(az) + (B - 27)0'1(03)]
+00(p2) [—“Ul(ao) —(@+y)o(a) + (B—yo(az) + (B - 2y)01(a3)]
+00(p3) [—2050'1(00) +B-a-y) [0'1(01) + 01((12)] +2(8 - 7)0'1(03)]-

Usando 6y(pg) = 1—0y(p1) —0o(p2) —0p(p3) e o1(ap) = 1—01(a) —o1(az) — 01(asz),
tem-se

Uo(09, 01)
= —y[ol(al) + gy(ay) + 201(a3)]
+0o(p1) [—050'1(00) + Boi(ay) — acy(ay) + .30'1(513)]
+0o(p2) [—ao'l(ao) —aoy(ay) + Boy(ay) + 501(03)]
+0o(p3) [—2“01(00) +(B-a) [01(01) + 0'1(a2)] + 260'1(513)]
= —y[ol(al) + gy(a,) + 201(a3)]

+y(py) [qm) ~ 25|+ [qm) ~a15|@*P
+0o(P3) [%(01) +qx(01) — 25 i 2| @t B. (A-3)
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O primeiro resultado do Lema ¢é equivalente a (A-3), pois 8 = a/(a + ). Agora
observe que a partir de (14) e (15) se obtém

Ui(00,01)
3 3
= Z o (a;) [Z 9 (P (Pi’aj)]
j=0 i=0

= oi(ag) [OUO(PO) + 00y(p1) + 00y(p2) + 000(P3)]
+01(ay) [MUO(PO) —1n0o(p1) + Moo(P2) — 77%(1’3)]
+01(ay) [llao(po) + 10o(p1) — Noy(p2) — 770'0(P3)]
+01(as) [Z#UO(PO) +u-n [Uo(Pl) + Uo(Pz)] - 277‘70(133)]

= aylay) [ﬁ - Q2(O'0)] 0+ ) + o1(ay) % — q0o) | + )
+0,(as) 2# — q1(00) — 42(00) | (7 + ), (A-4)

em que a ultima igualdade usa gy(pg) = 1 — gy(py) — 0o(P2) — Tp(p3). O segundo
resultado do Lema ¢ equivalente a (A-4), pois § = u/(u + n). 0
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