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A SIMPLIFIED APPROACH TO THE QUANTUM MONTE CARLO METHOD: FROM THE SOLUTION OF INTEGRALS TO
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INTRODUCAO

Meétodos estocdsticos t€m sido freqiientemente utilizados para
a solucdo dos mais diversos problemas de natureza microscépica
ou macroscopica da matéria, dentre os quais o método de Monte
Carlo € usualmente lembrado. Esses métodos promovem as simu-
lagdes de dtomos, moléculas, aglomerados etc. empregando nu-
meros aleatérios e tém sido frequentemente utilizados no estudo
de liquidos, solugdes, sistemas amorfos etc.!. A aplicabilidade des-
ses métodos em sistemas tdo complexos, embora permita a deter-
minagdo de importantes propriedades, ndo € apropriada para a ob-
tencdo de grandezas dindmicas dos sistemas e, nesses casos, € con-
veniente o uso de métodos de dinadmica molecular, ou seja, resol-
ver as equacdes de movimento, como as Equagdes de Newton.

Uma importante contribui¢do no uso do método Monte Carlo
ocorreu aproximadamente no inicio da década de 80 do século pas-
sado, quando essa metodologia passou a ser empregada na solugio
da Equagao de Schrodinger para o estudo de propriedades eletroni-
cas e vibracionais de dtomos e moléculas®. Esta aplicagdo especifi-
ca, que passou a ser denominada de Monte Carlo Quantico, tem
crescido significativamente nos ultimos anos, sendo destacada atu-
almente como um dos métodos mais promissores para resolver a
Equacdo de Schrédinger em termos de nivel de precisdo®*. Embo-
ra a descri¢cdo dos procedimentos gerais para sua utilizagdo seja
freqiientemente mencionada na literatura’, verificam-se problemas
de natureza formal e de estabilidade computacional que necessi-
tam de uma avalia¢ido mais profunda. A simplicidade de seus
algoritmos e a precisdo possivel de ser alcancada sugere que um
investimento nesta dire¢do possibilitard um dominio importante
no célculo de propriedades atomicas e moleculares e fard parte dos
métodos de uso convencional. Em termos educacionais, questdes
fundamentais sdo levantadas e tornam a nocdo estatistica da inter-
pretagdo das propriedades eletronicas e vibracionais da matéria
como algo natural.

Neste sentido, torna-se desejdvel que os métodos introduzidos
em disciplinas fundamentais de quimica quantica sejam
complementados com a visdo e utilizacdo do método Monte Carlo
Quantico na solugdo de problemas tdo simples como dtomos com
poucos elétrons, efeitos de correlacdo eletronica etc. ou tdo com-
plexos quanto a estrutura de sélidos ou liquidos.
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Desta forma, estabelecemos como objetivo deste trabalho apre-
sentar uma visdo sucinta e atual do método Monte Carlo Quantico,
sua aplicabilidade, formas de solu¢do mais comuns e conceitos
associados a esta metodologia. A divisdo do trabalho serd feita na
seguinte seqiiéncia: na proxima se¢do serd dada uma breve intro-
ducdo ao método Monte Carlo, seguida das consideracdes sobre o
formalismo e aplicagdo do Monte Carlo em sistemas quanticos.
Dentre estas consideragdes, serd feita uma abordagem sobre as duas
versoes mais utilizadas do Monte Carlo Quantico: o Monte Carlo
Quantico Variacional®” e o Monte Carlo Quantico de Difusao®'>.
Discussdes sobre a eficiéncia e limitagdes do método serdo anali-
sadas. Por ultimo, vdrios algoritmos computacionais serdo apre-
sentados, dentre eles alguns exemplos para um melhor entendi-
mento da metodologia aqui exposta.

O METODO MONTE CARLO

O método de Monte Carlo tem sido assim denominado em ho-
menagem ao cardter aleatério proveniente dos jogos de roleta de
Monte Carlo no Principado de Mdnaco. Existem registros isolados
de sua utilizagdo na segunda metade do século XIX, quando foram
realizadas experiéncias empregando informagdes casuisticas'. Po-
rém, seu nome e, principalmente, o estabelecimento de um desen-
volvimento sistemdtico do método data de 1944, durante a Segun-
da Guerra Mundial, época em que foi utilizado como ferramenta
de pesquisa para o desenvolvimento da bomba atdmica. A simpli-
cidade de seus algoritmos e eficiéncia na obteng@o de resultados
em condi¢des extremamente dificeis justifica sua utilizacdo em
diversas dreas do conhecimento, como economia, fisica, quimica,
medicina, entre outras.

Atualmente, a denominacdo “método de Monte Carlo” tornou-
se uma expressdo geral associada ao uso de nimeros aleatérios e
estatistica de probabilidade. Para que uma simulacdo de Monte Carlo
esteja presente em um estudo basta que este faca uso de nimeros
aleatérios na verificagdo de algum problema'>!e. Ao estimar a pro-
babilidade de ocorréncia de um evento, pode-se simular um nime-
ro independente de amostras do evento e computar a proporcao de
vezes em que o mesmo ocorre. Um exemplo muito simples pode
ser dado considerando-se a Figura 1. Na Figura la encontramos
um quadrado de aresta a e uma elipse. A drea do quadrado pode ser
facilmente determinada como Area=a>. Embora a expressio para a
area da elipse seja trivial, podemos determind-la utilizando o mé-
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todo de Monte Carlo como um experimento numérico. Para isso,
distribuimos aleatéria e homogeneamente um conjunto arbitrario
de pontos dentro da drea do quadrado (Figura 1b). Vamos conside-
rar que tenham sido distribuidos N pontos. Contamos quantos pon-
tos estdo dentro da elipse (1), quantos estdo fora (n ) e, conse-
qiientemente, N= n_+ n_. A probabilidade de que um determinado
ponto tenha caido dentro da drea da elipse €, portanto, n/N. A drea
da elipse serd determinada como sendo a probabilidade de encon-
trarmos pontos dentro da elipse multiplicados pela drea do quadra-
do, ou seja, Area(elipse)=a. n/N. A estimativa da drea da elipse
possui um erro em sua determinagdo que pode ser minimizado com
0 aumento do nimero de pontos distribuidos dentro do quadrado.
Quando o nimero de pontos tende a infinito, a drea determinada
tenderd ao valor exato.

(a) (b)

a a

Figura 1. (a) Elipse em um quadrado de aresta a e (b) distribui¢do de pontos
aleatorios na superficie do quadrado

Isto € um procedimento de Monte Carlo. Certamente que a drea
da elipse poderia ter sido determinada de forma muito mais preci-
sa, rdpida e direta utilizando-se alternativas. Neste caso, o método
de Monte Carlo poderia ser utilizado com o intuito de avaliar sua
precisdo numérica. Porém, se uma figura muito mais complicada
estivesse inserida no quadrado ou se tivéssemos varias elipses, como
mostrado na Figura 2, e estivéssemos interessados em determinar
ndo s6 a drea de cada elipse, mas também a drea de possiveis
sobreposi¢des das mesmas, o método de Monte Carlo tornar-se-ia
uma alternativa muito atrativa a ser considerada. Para resolver este
problema significativamente mais complicado, aplicarfamos a
mesma distribui¢do de pontos na superficie do quadrado e seriam
contados os pontos que caissem nas regides de interesse. A drea de
cada regido especifica seria a drea do quadrado multiplicada pela
probabilidade de encontrar pontos naquela regido, ou seja, a*n /N.

Este exemplo permite caracterizar o Monte Carlo como uma
técnica simples desde que tenhamos um mecanismo confidvel de
gerar nimeros aleatérios e possamos repetir o experimento um

Figura 2. Virias elipses distribuidas em uma superficie quadrada com aresta a
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nimero considerdvel de vezes para minimizar o erro na estimativa.
Fundamentos

Embora as determinagdes acima sejam praticas e muito utili-
zadas, formalmente o método Monte Carlo esta freqiientemente
associado a solugdo de integrais. O método € utilizado na solucio
de equagdes diferenciais pela conversdo destas em equagdes inte-
grais. A associa¢do do método Monte Carlo com integrais € feita
de maneira também muito simples e intuitiva e sua vantagem esta
na possibilidade de reduzir sistemas com grande nimero de di-
mensdes através da determinacio de uma média.

Em cdlculo numérico uma integral definida para uma dimen-
sdo € escrita como:

b k
1=jf(x)dx;2f(x,.)m )

A aproximacdo na Equagdo 1 pode ser justificada consideran-
do que a coordenada x entre a e b pode ser subdividida em interva-
los Ax e em cada intervalo se escolhe um valor de x, que € utilizado
para determinar o valor de f{x). Conhecendo-se fix) e Ax pode-se
determinar a drea do retdngulo formado por essas duas quantida-
des e obter sua drea. A soma de todas as dreas finitas corresponde a
solucdo aproximada da integral. Sabemos que quanto menor o va-
lor de Ax, melhor serd a estimativa da integral e, conseqiientemen-
te, maior o nimero de intervalos necessdrios para dividir o mesmo
intervalo entre a e b.

O intervalo Ax pode ser determinado considerando-se os limites
de integracdo a e b e o niimero de divisdes desejado k através de Ax=
(b-a)/k. Substituindo-se esta forma de definir Ax na Equac@o 1, temos:

_ k
<1, >=8=9 . DY f(x,) @
i=1

Observando-se a Equagdo 2 podemos identificar a solucdo da
integral como sendo o resultado da determinagdo de uma média
aritmética, ou seja:

k
> ()
—(h_ i=1 —(h—r)F
<Iy>=(b-a) 7k b-a)f 3

sendo f a média de fix) dos pontos amostrados. A qualidade de
uma média pode ser estimada por grandezas como a variancia, dada
por ¢’ (I,) =< P, >-< I, > A Equagdo 3 foi obtida considerando-
se que Ax € constante e os valores de x, foram definidos para cada
intervalo Ax. Podemos questionar a necessidade de “intervalos cons-
tantes” ou se podemos determinar o valor da média utilizando uma
amostragem de valores “aleatdrios” de x. A resposta € evidente e
integrais como a Equag@o 1 ou qualquer outro tipo de integral po-
dem ser resolvidas pelo método de Monte Carlo por meio de uma
amostragem uniforme, como vimos no capitulo anterior, de pontos
{x.} escolhidos aleatoriamente no intervalo [a,b].

Para sistemas com maior nimero de dimensdes a mesma téc-
nica € aplicada. A unica diferenga estd no fato de que cada coorde-
nada deve ser amostrada dentro dos respectivos limites de
integragdo. Matematicamente podemos escrever a integral multi-
dimensional:

by b PR
1= J.j...'l‘f(x,y,...,z)dxdy...dz = ZZ"'z-f(xi’y/"“’ z, )AxAy...Az 4)

i=l =l m=1
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ou:

k k

$3.

f(xi’yja---’zm)

=~ ‘SLM*‘

N = 5
<Lpprs o >= (b =) — ). (b" — a") 2 0 ©)
ou ainda em nota¢do mais compacta como:
<Ly >=(0—a)b = a)..(b" - a") f (6)

Na Equacdo 5 cada somatdrio corresponde a amostragem em
cada uma das coordenadas.

Para integrais definidas de baixa dimensdo técnicas de resolu-
¢do, como a regra de Simpson, quadratura Gaussiana e outras, sao
mais eficientes que o método de Monte Carlo. Para sistemas
multidimensionais (Equag@o 4) o esfor¢co computacional cresce
rapidamente com o tamanho do sistema, sendo a utilizagdo do
método Monte Carlo a mais indicada, uma vez que o erro associa-
do ao célculo independe da dimensdo do sistema’.

A implementagdo da solucdo das Equagdes 3 ou 6 através do
método Monte Carlo € simplesmente a determinagdo dos valores
da fun¢@o f(x) com coordenadas obtidas através de nimeros alea-
térios. Como exemplo, apresentamos a determinacdo da integral:

1
dx _1 _1 T
=tan” (1) —tan~ (0)=— (7
-0[ 1+x? 4

Esta integral definida entre os limites 0 e 1 apresenta solucdo
exata igual a 7/4, ou seja, 0,7853982. Devemos utilizar um gerador
de niimeros aleatdrios que produza valores de x entre estes limites.
A primeira divida nesta etapa certamente serd: quantos valores de
x devem ser empregados? Nao hd um nimero especifico. Esta de-
cisdo deve ser tomada durante a avaliaco da média da fungdo f(x),
que neste exemplo € igual a 1/(14+x?). Para realizar uma escolha
criteriosa do nimero de pontos, devemos prever também qual o
nivel de precisdo desejado. Portanto, a maneira prética de obter-
mos a resposta desejada para as questdes acima € gerar progressi-
vamente diferentes valores de x e acompanhar o valor da média
acumulando com os novos valores de f(x).

A Figura 3 mostra o valor da média acumulada com o aumento
do nimero de pontos para a realizagdo da integrag@o. A linha
tracejada corresponde ao valor exato. Verifica-se que a medida que
o nimero de pontos aumenta, o valor da média tende a uma cons-
tante que corresponde ao valor da integral e, ndo por coincidéncia,
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Figura 3. Média acumulada de uma integragdo numérica utilizando o método
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tende ao valor exato. Na pratica dificilmente conhecemos o valor
exato da integral e, portanto, a solugdo aceita como correta
corresponde aquela em que a média atingiu um valor constante.
Neste exemplo em particular, conjuntos de 100 pontos foram acres-
centados a média durante 100.000 vezes, o que corresponde a
10.000.000 pontos, produzindo uma média que atingiu o valor igual
a 0,78509, ou seja, 0,00031 abaixo do valor exato. Para aumentar-
mos a precisdo deste resultado € necessdrio aumentar o nimero de
pontos na determinacdo da média. Este resultado surpreende em
dois sentidos. O primeiro em demonstrar que o método de Monte
Carlo € factivel. O segundo em demonstrar que, neste caso, a ob-
tencdo do resultado numérico da integral foi consideravelmente
ineficiente.

Amostragem por preferéncia

Em casos de integrais complicadas, o método poderia ser uma
das poucas alternativas e possivelmente seria utilizado. Entretanto,
existem técnicas poderosas que permitem acelerar a convergéncia
do método Monte Carlo para valores precisos com um esfor¢o
computacional significativamente inferior.

Uma das idéias mais simples estd baseada no método denomi-
nado de amostragem preferencial (“Importance Sampling”)". As
amostragens anteriores foram feitas com coordenadas distribuidas
uniformemente, ou seja, apresentavam a mesma probabilidade. O
método de amostragem preferencial considera que serdo escolhi-
dos pontos que contribuem mais significativamente para o valor
esperado da integral.

Consideremos que os pontos selecionados apresentam uma
densidade de probabilidade g(x). A Equagdo 1 pode ser escrita uti-
lizando-se esta distribui¢do como:

S

et [ ®

b b
Izjf(x)dxz_[

Embora o resultado final seja 0 mesmo, a média serd determi-
nada pela equagio:

” (S /
I ;!f(x)dx‘k ; o <g>g )
g

Comparando-se a Equacdo 9 e a Equago 3 verificamos algumas
diferengas importantes. Notamos que a média estd sendo determina-
da ndo por fapenas, como na Equagdo 3, mas pela razao f/ g. Embo-
ra o resultado final seja 0 mesmo, a determinacdo dos valores de x
estd sendo feita de forma diferente. Na Equagdo 3 consideramos que
todos os pontos gerados apresentavam exatamente a mesma proba-
bilidade. Na Equagdo 9 esta escolha € feita através da funcdo de
distribui¢do g. Esta informag@o estd expressa na Equacado 9 pelo subs-
crito g no canto inferior e a direita da Equagdo. A Equagdo 3 pode
ser considerada um caso particular da Equac@o 9. Dentro de um in-
tervalo a e b, se todos os valores de x forem igualmente provaveis, a
probabilidade de encontrar um valor qualquer serd: 1/(b-a). Portan-
to, a densidade de probabilidade serd: g(x)=1/(b-a). Substituindo-se
esta funcdo na Equagdo 9, obtemos a Equacdo 3. Os limites de
integrac@o estdo incorporados na funcdo densidade de probabilidade
e ndo precisamos multiplicar a média de f por (b-a). A semelhanga
entre as Equacdes 9 e 3 desaparece se algumas regides forem mais
provéveis que outras. Nestes casos, a fun¢io densidade de probabili-
dade dependerd da posi¢do que estd sendo sorteada.

A técnica de amostragem preferencial impde algumas restri-
¢oes de uso. Uma delas € que a densidade de probabilidade g(x)
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seja normalizada, ou seja:
b
Jg(x)dx=1 (10)

A normalizag¢do garante que a funcdo densidade de probabili-
dade proporcionard uma probabilidade finita em todo intervalo de
interesse. Outra exigéncia € que g(x) seja tdo proxima de f{x) quan-
to possivel, mas que seja facil de calcular, ou seja, € desejavel que
a razdo entre f(x)/g(x) seja aproximadamente constante. Finalmen-
te, uma vez que a fung@o g(x) representa uma densidade de proba-
bilidade, ela deve ser sempre positiva.

Uma importante conseqiiéncia da utilizacio deste método € que
a variancia serd minimizada em relacdo a mesma determinagdo
obtida através da distribuicdo uniforme. A obtencdo de varidveis
em uma distribuicio especifica € utilizada para distribui¢des usu-
ais, como a distribui¢do gaussiana, exponencial etc.'®. Porém, uma
das formas mais populares de mapear regides significativas a par-
tir de uma distribuicdo, com um nivel de simplificagdo considera-
vel, é o algoritmo de Metropolis'.

O algoritmo de Metropolis

O método de Metropolis' € considerado um dos dez algoritmos
mais importantes do século passado e tem possibilitado a realiza-
¢do de simulagdes baseando-se na técnica de aceitar ou rejeitar
alteracdes na modificagdo dos pontos distribuidos no espaco. O
mapeamento das varidveis nos exemplos anteriores foi feito consi-
derando-se apenas que novos pontos “sorteados” deveriam ser acres-
centados através de uma distribui¢do especifica. No algoritmo de
Metropolis esta nocdo € alterada significativamente.

Usualmente nos deparamos com denominagdes decorrentes do
desenvolvimento formal do algoritmo de Metropolis. Por exem-
plo, a seqiiéncia de altera¢des nas configuracdes ou coordenadas €
controlada por um processo de Markov?®. Em um processo
Markoviano as condicdes finais de um processo nao dependem das
condigdes prévias. Uma cadeia de Markov pode ser especificada
pela escolha de valores de probabilidades de transigdo, ou seja, a
chance de um conjunto ou uma configuracdo a ser alterada em b,
P(r, — r,). Podemos considerar cada cadeia de Markov no sistema
movendo uma particula ficticia, chamada “walker” (ou “psip”),
em torno das diferentes configuracdes. Todos os “walkers” mo-
vem-se passo a passo de acordo com as probabilidades de transi-
¢do P(r, — r,). Metropolis percebeu que a distribui¢do de “walkers”
ficaria abaixo da distribuicdo exigida, g(r), contanto que as pro-
babilidades de transicdo obedecessem a Equagao:

P(ru %r[z)g(ra):P(rb _>ra)g(rb) (11)

Esta igualdade ¢ denominada de balanceamento detalhado e é
freqlientemente invocada no método Monte Carlo. Demonstragdes
rigorosas podem ser encontradas na literatura* sobre a formalizacdo
do método de Metropolis.

Computacionalmente podemos sistematizar o método de
Metropolis para a solug@o de integrais utilizando amostragem pre-
ferencial através do seguinte algoritmo: 1) Criar um conjunto de
pontos ou configuragdes {r,r,,...,r,} arbitrrios e calcular o valor
de g(r,,r,...,r,,). Caso g(r) seja uma fungdo de distribuigdo de uma
dimensdo, calcula-se g(r), g(r,), ., g(ry). 2) Alterar o valor das
coordenadas empregando um mecanismo qualquer gerando
{r’,r’,5.r’ ) € calcular o(s) valor(es) de g para as coordenadas
modificadas. 3) Efetuar a razdo entre a densidade de probabilidade
com as coordenadas novas por aquela obtida com as coordenadas
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antigas, g(r’,r’ ., r’ )/ g(X ;X 5eenk, )=P. Em casos de uma dimen-
sdo, calcular g(r’)/g(r)=P_ ., 8’ )/gr)=P_, .. ..., g(r’ )/
g(ry)=P .. 4 Comparar a probabilidade de transi¢do P (indi-
vidual ou coletiva) com um nimero aleatério com distribuicao uni-
forme entre O e 1. Se P for maior que o nimero aleatdrio, entdo, as
novas coordenadas devem aceitas e substituem as antigas. Se a ra-
z30 P for menor que o nimero aleatdrio, as novas coordenadas
devem ser descartadas e as coordenadas antigas devem ser preser-
vadas. 5) Apés realizar o teste, calcular o valor de f(r ,r,...,r, )/
8(r 5Tty ) OU, em caso de uma dimensdo, f(r,)/g(r)), fir,)/g(r,),...,
fir,)/g(r,) para determinar o valor médio e outras grandezas esta-
tisticas. 6) Se a média ndo tiver alcangado um valor constante, vol-
tar a etapa 2 e repetir 0 processo.

Para ilustrar a aplicacdo do algoritmo acima, vamos aplicd-lo na
solucdo da integral definida anteriormente pela Equagdo 7 utilizan-
do uma funcio de distribui¢do que corresponde a reta de minimos
quadrados mostrada na Figura 4. A reta de minimos quadrados nor-
malizada, que serd nossa funcio de distribuicdo, para esta funcéo é
igual a: g(x)=2x(1,051127-0,53865.x)/(2x1,051127-0,53865). Com
o algoritmo de Metropolis, a média definida pela Equagdo 9 e o
mesmo nuimero de pontos utilizando anteriormente (100 pontos) mo-
dificados durante 10.000 passos, produziu uma média igual a 0,78542,
ou seja, um valor 0,00009 acima do valor exato. Além da melhora
significativa no resultado, notamos uma melhora estatistica signifi-
cativa no que diz respeito ao desvio padrdo em ambos os calculos.
Sem amostragem preferencial o desvio padrdo atingiu um valor igual
a +0,161, enquanto que com amostragem preferencial o resultado €
cerca de 10 vezes inferior, ou seja, +0,018.
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X

Figura 4. Grdfico da funcdo 1/(1 + x*) vs x (linha sélida) e reta nao-
normalizada obtida por minimos quadrados (linha tracejada)

Um detalhe importante ndo comentado anteriormente no uso
do algoritmo de Metropolis diz respeito a faxa de aceitagdo. Esta
quantidade € definida como o nimero de modificacdes aceitas di-
vidida pelo nimero de total de modificacdes. Na alteragdo das co-
ordenadas devemos incluir um mecanismo que controle os movi-
mentos aceitos. Na literatura considera-se que a taxa de aceitagio
para obtermos valores adequados através do Monte Carlo € de 0,5,
ou seja, 50% das modificacdes das coordenadas devem ser aceitas
em média. No exemplo acima, utilizamos a seguinte expressao para
alterar as coordenadas:

v’ =r,+ (0.5 -rand).5 (12)

em que rand € um ndmero aleatério entre O e 1 obtido de uma
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distribuicdo uniforme e & é um nimero que deve ser ajustado para
produzir aceitagdo em torno de 50% quando submetida ao algoritmo
de Metropolis. Usualmente testes iniciais sdo realizados com a fi-
nalidade de ajustar-se este parametro antes de acumular os valores
da média.

O método Monte Carlo Quéantico

O método de Monte Carlo recebe a denominagdo particular de
Monte Carlo Quantico (MCQ) quando empregado na resolugdo da
Equacdo de Schrodinger. Existem diferentes alternativas para realizar
calculos MCQ. As duas mais utilizadas, e que serdo exploradas neste
trabalho sdo: Monte Carlo Quéntico Variacional (MCQV)??% e Monte
Carlo Quantico de Difusdo (MCQD)**. Embora o objetivo principal
seja resolver a Equac@o de Schrodinger, que € uma equacéo diferenci-
al, devemos lembrar que o Monte Carlo ¢ uma metodologia emprega-
da para a resoluc@o de integrais. Logo, precisaremos converter a Equa-
¢do de Schrodinger em uma equagio integral.

O método Monte Carlo Quéntico Variacional

O MCQYV ¢ o mais simples, dentre os métodos MCQ, para o
calculo de propriedades atdmicas ou moleculares. O MCQV estd
baseado no método variacional® para determinar energias, embora
possa ser aplicado para qualquer propriedade definida por um ope-
rador quantico. Para encontrarmos o valor esperado da energia de
um estado representado por uma funcido de onda de N particulas,
minimizamos a integral do valor médio de 3N dimensdes:

[¥" (@A @adq
E=< @

13
[¥ @@ (1
sendo q o vetor das 3N coordenadas eletronicas e de N coordenadas de
spin, isto &, q={r &, r, ..., r.E }, em que r={x.y,.z,}, ..., T,

={x,,y,»Z,}. O elevado custo computacional para se calcular uma in-
tegral multidimensional através de um método de quadratura conven-
cional e a precisdo diretamente relacionada ao nimero de dimensdes
do sistema recomenda o uso da aproximagdo de Monte Carlo.

O MCQV usa diretamente o algoritmo de Metropolis na Equa-
¢80 13. Uma fungdo de onda teste ¥ (q) € usada como uma aproxi-
magdo para a funcao de onda de muitos corpos verdadeira. Assim,
um limite superior para a energia £, do estado fundamental € obtido:

[¥; @£, (@dq
Ey<d—
¥} @¥; (@)dq

Dividindo e multiplicando o lado esquerdo do operador H por
¥ obtemos:

(14)

@,
Y@ [N [ @¥@E, (@)

J¥ @Y (0dq [¥ @¥(@daq

j%*(q)%(q){
(15)

<E>yep=

sendo E, (q) = H Y. (q) /¥, (q) definido como a energia local do
sistema. Utilizando o conceito de amostragem preferencial, pode-
mos relacionar:

I:I\IJT (q)
Y, (q)

¥, (@Y (@)

[¥. @¥ @dqg 19

f(@) =[ J= E, (q); gl@=

com a Equacdo 15 reescrevendo-a como:
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¥ (@Y (@) | A (@) ¥, (@Y, @
<E>, o= - q= : @
<] { [¥ (Q)‘I’T(Q)dql ¥, (@) }' I [ [, @, @da J‘ (17)

Podemos amostrar o espago de configuragdes representado pela
funcdo de distribuicdo |V, (q)|* utilizando o algoritmo de Metropolis.
Realizamos modificagdo das coordenadas q¢ — q’ no espago de
configuragdes de 3N dimensdes movendo-se uma ou mais particu-
las. A particula i pode ser movida da posi¢do g, para a posi¢ao ¢,’=
q+0g, em que 8¢, deverd ser maior ou menor que zero e escolhida
a partir de uma distribuicdo gaussiana. A taxa de aceitagdo do mo-
vimento € determinada através da Equacao:

"2
b g
Pace[za;:da (q - ql) = min 1’ ‘ . (q )‘2 (18)
be (q)‘

Fazendo uso do teorema do valor médio, a média ponderada da
energia torna-se:

1
<E>ycp=<E; >W<q>2znlg}°[MZ'EL (Qi)]w I )
i= q

sendo M o nimero de pontos utilizados. O subscrito [¥(q)|* indica
que esta média € obtida através da amostragem da populacdo de
pontos distribuidos segundo a funcéo:

‘\PT (CI)‘2

pla@)=r—"——
[, @[ da

(20)

A funcdo p(q) € a densidade de probabilidade. Desta forma, o
célculo do valor esperado da energia € transformado de uma inte-
gral para uma média aritmética ponderada. O erro nesse célculo €
dado pelo desvio-padrdo calculado convencionalmente como:

<E}> ,—<E, >

p =\/ L [¥7(q)| L “Pr(q)\z @n
M -1

Se considerarmos o caso em que a fungdo de onda teste W(q) €

autofungéo de H , a energia local E (q) € uma constante em qual-
quer ponto do espaco de configuracdes, isto &,

0¥, (@) _ E@Y(Q) _

E, (@)=
P R AT

E(q) (22)

Como conseqiiéncia, o valor médio da energia apresentard um
desvio padrdo nulo, indicando que quanto mais préxima ‘W(q) esti-
ver da funcdo de onda exata, mais precisa serd a estimativa para o
estado desejado. Portanto, costuma-se afirmar que o erro associa-
do aos resultados € causado unicamente pela imprecisdo da funcio
de onda, sendo o desvio-padrdo aplicado como um avaliador da
qualidade da funcdo de onda.

O dtomo de hélio serd usado como exemplo do método MCQV.
Uma fungdo de onda tentativa incluindo efeito de correlacio ele-
tronica com um pardmetro variacional ({) pode ser escrita como:

"2

Y7860 = e e e [ B (E,) - BE 0 E,)] (23)

sendo r, e r, as distincias espaciais dos elétrons 1 e 2 em relagio
ao nicleo, r, € a distdncia intereletronica ¢ & e &, as coordenadas
de spin. O operador Hamiltoniano em unidades atdmicas para o
atomo de He pode ser definido como:
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1 1 2 2 1 -2,848 T T T T T T
H(ror)==oVi=2Vi—— - =+ — (24) 28501 ]
2 2 noor, I,
o 2852 4
Os dois primeiros termos a direita da Equagdo 24 sido operado- 2 2854 J
res de energia cinética dos elétrons 1 e 2, seguidos dos operadores -‘-(: » 856 "‘
de atragdio nuclear e o operador de repulsio intereletrénica. Utili- s ]
. . S )
zando-se a defini¢do de energia local: 3 2858 T
A E -2,860- s i
HY(4:,9,) 2 . o
E (q,,9,)= Y(q1.45) (25) = 2,862 R
o B -2,864- e o ® ]
. @ N k
obtemos a expressdo para a energia local dada por: 5 -2,866 . . .. P i
4 ¢ L C L haGimh) 2858 ]
7o (7 =T
E, (r,r,)=-4 12 V1 72 T T T T T T T T T T T T T
S P o By C BN S CTT I L U IR CR ) 03 04 05 06 07 08 09 10
e

em que os termos 7, 7, e 7, sdo vetores unitdrios para as respecti-
vas distancias espaciais.

Devemos chamar a atengdo para o fato de que a funcéo de onda
escolhida (Equacdo 23) foi fatorada em termos de uma parte espa-
cial e uma parte de spin e o operador Hamiltoniano ndo depende
das coordenadas de spin. Neste caso, a parte de spin serd cancelada
na Equagdo 25 e a energia local serd um nimero real independente
das fungdes de spin. Para funcdes de onda mais complexas que
envolvam determinantes de Slater, alternativas numéricas sao
adotadas® e serdo discutidas adiante.

Com a fung¢do de onda definida pela Equag@o 23 utilizamos o
algoritmo de Metropolis:

21,
W0 81850 P _eMer e )

(R N 21,
W (17.75,81.6,530) | Zan —dry 2040n)
e e e

€2

Com a Equacdo 27 definindo as modificagdes das coordenadas
espaciais e com a Equagdo 26 para determinar a energia local, a
energia média do sistema serd definida pela Equag@o 19.

Outras propriedades podem ser determinadas da mesma ma-
neira. As alteracdes das coordenadas espaciais dos dois elétrons
podem ser feitas a0 mesmo tempo ou um elétron de cada vez. Usu-
almente, a segunda opgdo € utilizada, visto que a chance de alterar
a configurag@o eletrdnica é maior em relagdo as altera¢des simul-
taneas de todos os elétrons.

Uma alternativa também utilizada no Monte Carlo Quéantico
Variacional € a de considerar ndo apenas a energia local de uma
configuragdo de cada vez, mas trabalhar com um conjunto de con-
figuragdes, modificar as coordenadas dos elétrons em todas as con-
figuracdes e determinar a energia média final como a média das
médias, ou seja:

. 1 M N’ ,
SE >y =<Ep >0 = .LIHL{M’ ;{[ - £, (%)J/N H " (28)
: vl

A Figura 5 corresponde ao grafico de simulagdes envolvendo a
modificacdo das coordenadas de 500 “walkers” ( N’ = 500) por 10000
passos (M’ = 10000) com diferentes valores de {. As coordenadas de
cada elétron foram modificadas uma de cada vez e a energia local de
cada configurag@o s6 foi calculada apds aplicagdo do critério de
Metropolis. A energia média com menor valor foi obtida para {=0,63
e apresentou um valor igual a -2,8665+0,00012 kcal/mol.

Diferente dos métodos quanticos convencionais, o método
MCQV estd sujeito a uma incerteza que € calculada durante a si-

Figura 5. Comportamento da energia local acumulada para diferentes
simulagoes para o dtomo de He no estado fundamental. Cada simulagdo foi
realizada com 500 walkers e 10000 passos, utilizando fun¢do de onda
incluindo efeito de correlagdo explicita com diferentes pardmetros §

mulagdo. O desvio-padrdo € obtido da amostragem realizada e do
nimero de passos utilizado. Para que o desvio-padrdo tenda a zero,
devemos aumentar o nimero de passos e quando o nimero de pas-
sos tende a infinito, a determinacdo da integral tende ao valor exa-
to e o desvio-padrdo tende a zero.

A grande vantagem do método Monte Carlo Variacional estd
no fato de que para se determinar o valor da energia ou qualquer
outra propriedade empregando o teorema do valor médio basta
utilizar o algoritmo de Metropolis e calcular o valor da proprie-
dade local em um nimero grande de configuragdes. A desvanta-
gem estd na necessidade de termos que definir a fun¢do de onda
tentativa e testar diferentes alternativas que nos levem a repre-
sentacio de menor energia possivel. Para evitar o desenvolvimento
de indmeras func¢des de onda e o tedioso trabalho de testd-las,
podemos langar mdo de uma alternativa mais poderosa, o Monte
Carlo Quantico de Difusdo.

O método Monte Carlo Quantico de Difusao

O MCQD ¢, provavelmente, o método de Monte Carlo Quantico
mais utilizado em calculos de estrutura eletronica. Esse método,
em principio, produz resultados exatos, mas exige uma série de
aproximagdes para que sua utilizag@o pratica seja possivel.

O MCQD consiste na solucdo da Equag@o de Schrodinger atra-
vés do movimento browniano de particulas no espaco sujeitas a
um processo probabilistico de criacdo e destrui¢do dessas mesmas
particulas. Intuitivamente, este processo foi idealizado a partir da
associacdo fenomenoldgica da Equacdo de Schrodinger com uma
Equacio de difusdo. A Equagdo de Schrodinger dependente do tem-
po para um conjunto de N particulas com coordenadas q € escrita
como:

h 0¥(q, h?
JhoV@O B g+ rigwan (29)
i ot 2m

Comparando-se esta equagdo com uma equagio de difusao do tipo:

—%—(;:DV2C+I¢C (30)

em que C corresponde a concentragdo de um material sendo obser-
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vado durante o processo de difusdo, nota-se uma semelhanca con-
siderdvel entre as duas expressdes, sugerindo que, em principio, a
Equacdo de Schrodinger possa ser resolvida com os mesmos recur-
sos numéricos que a Equagdo de difusdo.

Embora a Equagdo de Schrodinger apresente um componente
imagindrio em sua formulac¢do, podemos mascarar esta diferenga
considerando a transformagdo do tempo real () para tempo imagi-
ndrio (7), ou seja: T = i.t.

Vale ressaltar também que os estados que se pretende obter por
meio da Equacdo 29 sdo estados estaciondrios, ou seja, aqueles
para os quais 0¥(q,1)/dt = 0. Neste caso, introduzimos um parimetro
arbitrdrio E para deslocar a energia de referéncia a um valor arbi-
trario. Assim, realizando a transformagio da coordenada temporal,
introduzindo a energia de referéncia arbitrdria E, e considerando
que a Equag@o de Schrodinger estd sendo empregada para o trata-
mento de elétrons (férmions), a Equacao 29 passa a ser escrita, em
unidades atbmicas, como:

_o¥(@,9 _

{ Avg@oi@-£Ran  en
T 2

Para resolver a Equac@o de Schrodinger como uma Equacio de
difusdo, ela € separada e avaliada sob dois aspectos distintos. O
primeiro deles considera a Equacdo 30 sem o segundo termo a di-
reita da igualdade:

oC

que corresponde a representagdo matematica do movimento
browniano. A solug@o para esta equagdo diferencial corresponde a
uma fun¢do de distribuiciio gaussiana do tipo:

C(q,8t) = /(4nD8t) exp[—q” /(4Dd1)] (33)

em que &t representa um intervalo de tempo e D a constante de difuséo.

Para simular movimentos brownianos basta distribuir um con-
junto de particulas com coordenadas arbitrarias no espago e deslocar
cada particula aleatoriamente, obedecendo a uma distribui¢do
gaussiana, como a Equagdo 33, com média zero e varidncia 2Ddt.

A segunda parte da equagio sem o termo browniano corresponde
a uma equacgdo diferencial ordindria de primeira ordem. Em qui-
mica, sua associacio estd vinculada a uma cinética de reacdo de
primeira ordem, ou seja:

aC
~ & —kC
- (34)

Esta equag@o possui uma solugdo analitica bem conhecida:
__—kdt
C(q.8) =e (33)

Em um processo cinético algumas substancias sdo criadas e
destruidas e para realizarmos uma simulagdo de tal processo, de-
vemos associar a Equaciio de Schrodinger (Equagdo 31) ao proces-
so de cria¢@o e aniquilag¢@o de particulas. A probabilidade que con-
trola esse processo pode ser definida em termos da exponencial na
Equacio 35 e envolve, no caso da Equacdo de Schrodinger, a fun-
¢do potencial (V(q)-E,).

Combinando-se a simulagdo do movimento browniano com a
cinética de primeira ordem podemos estabelecer uma situacio de
equilibrio entre os dois processos. Nesta situacdo de equilibrio a
energia média das configura¢des que aparecem e sdo preservadas
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durante a simulagdo, corresponde a energia do sistema, assim como,
o valor de outras propriedades também serd definido pelo valor
médio da respectiva propriedade.

Embora seja possivel realizarmos simula¢des empregando es-
tas duas estratégias, dindmica browniana e criacdo e aniquilacio
de particulas definidas por uma cinética de primeira ordem, estas
simulagdes sdo muito sensiveis as condi¢des iniciais e o controle
do processo necessita de ajustes. Funcdes potenciais coulombicas
tendem a mais ou menos infinito quando as distancias sdo iguais a
zero. Experimentos computacionais empregando alternativas nu-
méricas foram testados até que se definiu um formalismo matema-
tico rigoroso justificando o método. O método MCQD encontrou
sua fundamentacéo tedrica no tratamento de equagdes diferenciais
através do uso de fungdes de Green®,

Formalmente, devemos levar em consideracdo que o método
de Monte Carlo ndo pode ser aplicado diretamente as equacdes
diferenciais. Portanto, antes de estabelecer uma simulacdo compu-
tacional para o processo de difusdo, procura-se uma representacao
integral da Equacdo de Schrédinger. Utilizando-se o inverso do
Hamiltoniano, H™', e aplicando-se do lado direito e esquerdo da
Equacdo de Schrodinger independente do tempo, tem-se:

H'H¥(q)=H 'E,¥(q) (36)
ou simplesmente,
¥(a)=E,H ¥ () (37)

A
Como o hamiltoniano é um operador diferencial, H' deve ser
um operador integral e:

¥(a)=E, [G(d,a)¥(@)dq (38)

em que a integral do operador G (q’,q) corresponde a H. Para
processos dependentes do tempo, como € o caso da Equagdo 31, a
Equacio 38 passa a ser escrita como:

Y(@50)=E, [ 6@, q:1)¥(g:t)dg (39)

Esta Equacdo determina que em um tempo T a chance de alte-
rar-se uma configuragcdo q para uma configuraciio q’ se dd através
das caracteristicas da fun¢do G (q’,q; 7). Ndo € possivel definir
uma forma analitica para a fun¢do G (q’,q; T). Para resolver a Equa-
¢do 39 utilizamos uma aproximacado vélida para o limite em que T
tende a zero. Neste caso, a fungdo de Green pode ser fatorada em
um termo de difusao (G di/) e um termo cinético (G,), ou seja:

G(q',q;1) =Gy (q',9;7)G,(q',q;7) (40)
Estes dois termos estdo diretamente associados com as Equa-

¢des 33 e 35, respectivamente, o que nos permite definir o termo
de difusdo por:

, 1 ()2 (2t
Gar (@ a0) = e e (41)

e o termo cinético por:

1 .
G (q' qT) _ e*[z{”(‘l)‘”’(‘l )J*Er:}f (42)
B ER B -
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Na Equagdo 42 a energia E, foi incorporada e corresponde a
energia de referéncia.

As expressoes apresentadas para G, e G, permitem desenvol-
ver um algoritmo para o Monte Carlo de Difusio capaz de calcular
os valores médios de propriedades do estado fundamental. Contu-
do, esse algoritmo torna-se ineficiente em muitos casos, sobretudo
pela divergéncia do termo {V (q) + V (q’)}/ 2 nas regides em que
hd singularidade do potencial. Nessas condigdes, hd variagdo sig-
nificativa do ndmero de particulas do sistema, o que confere gran-
de incerteza estatistica nos valores médios calculados.

A forma de reduzir essas flutuagdes € por meio da técnica de
amostragem preferencial, jd vista acima, baseada no formalismo
de Fokker-Planck>*. Assim, combinando-se os melhores aspectos
do formalismo de Fokker-Planck com o algoritmo de Metropolis
desenvolve-se um método de Monte Carlo Quantico relativamente
estavel. Nesse caso, utiliza-se uma func¢ao de onda tentativa ® como
guia para a amostragem estatisticamente mais importante. Assim,
define-se uma funcdo densidade de probabilidade f (q, 7), tal que:

/(q,7) =@(q)¥(q.7) (43)

sendo ¥ (q, 7) a fun¢@o de onda dependente do tempo para o siste-
ma. No decorrer da simulagdo, essa funcdo deve se aproximar da
fun¢@o de onda exata do estado fundamental.

Substituindo-se essa funcdo densidade f (q, T) na Equagdo de
Schrodinger dependente do tempo (Equacdo 31) tem-se:

o (q,T) 1 1

PO 10 @0V @OF @) (-5, @D (44)
sendo E, a energia local e F um vetor de campo denominado forga
quantica (ou vetor velocidade) de Fokker-Planck. Essas fungdes
sdo definidas pelas equacdes abaixo:

H®(q)
= 45
) (45)
\%
F(q)=2 qifg) (46)

A inclusdo da amostragem preferencial modifica as fungdes
de Green utilizadas na estratégia de Monte Carlo. A Equagdo 44
guarda semelhangas com a Equagdo 31, o que permite sua resolu-
¢do pela mesma metodologia. A parte cinética € simulada pelo
processo de difusdo e o termo correspondente ao potencial por
meio da criacio e destrui¢do de particulas. Identifica-se o termo
cinético da Equacdo 44 como sendo os dois primeiros a direita do
sinal de igualdade e o termo correspondente ao potencial como o
dltimo termo a direita. A funciio de Green para a parte potencial
(Equacdo 43) deve ser adaptada, substituindo-se simplesmente
V(q) e V(q’) por E,. A funcdo de Green para esta nova represen-
tacdo assume a forma:

1 ,
G (q' qt) = e{E{EL(q)*'EL(q )}’ET:|1 47
B s Y -

O processo de criacdo e destruicdo de particulas € melhor
definido pela Equacdo 47 que pela funcdo de Green sem
amostragem preferencial, pois a energia local é mais suave,
minimizando as possiveis singularidades apresentadas pela res-
pectiva funcéo potencial.

Quando @ (q) =¥, (q), sendo ¥, (q) a fungdo de onda exata do
sistema, a energia de referéncia E torna-se igual a energia exata

Quim. Nova

do sistema E, eliminando o termo correspondente ao potencial.
Desta forma, o nimero de particulas do ensemble permanece cons-
tante. Para uma funcdo aproximada, ndo hd o cancelamento entre
as singularidades da energia cinética e potencial, acarretando em
flutuacdo do nimero de particulas do ensemble para compensar as
imperfeicdes da fungdo tentativa. As particulas sdo eliminadas nas
regides em que @ (q) > ¥ (q) e sdo criadas nas regides que @ (q)
<Y, (q). Assim, a fungdo @ (q) tende a se aproximar da fungdo de
onda exata a medida que a simulagiio prossegue.
O termo de energia cinética € identificado como:

f}"(q,t)=%Vz.f’(q,r)—%v(f(q,r)F(q)) 8)

Considerando que a forca F(q) permaneca constante durante
todo o movimento, a correspondente fun¢do de Green para a parte
cinética ¢:

Lo T
Gd[/ (q/, Q1) = (21“ )—31\1/2 e‘[q -q—EF(q)r] /(2t) (49)

Essa Equacdo € apenas aproximada e ndo corresponde exata-
mente a solu¢do da Equacdo de Fokker-Planck. O erro associado
ao uso dessa Equagdo € proporcional a 7% logo, quanto menor o
valor de T, menor o erro devido ao emprego dessa fungdo aproxi-
mada.

O deslocamento compativel com a Equacdo 49 é:

q'()=q@)+F(qr /24T (50)

sendo 1 um nimero aleatério de uma distribui¢do gaussiana com
média zero e variancia igual a um. Uma vez que o operador de
energia cinética ndo ¢ hermitiano, faz-se necessdrio utilizar o
balanceamento detalhado, associado as Equacdes 47 e 49. Se
utilizdssemos diretamente o algoritmo de Metropolis, deveria-
mos utilizar apenas a razdo entre as densidades de probabilida-
des da funcdo de onda guia. Porém, como o operador de Green
ndo ¢ hermitiano, € necessdrio introduzir-se uma corre¢do que
permita sugerir que os caminhos de ida e volta de uma particula
ou configuracido sejam equivalentes. Assim, a probabilidade de
transi¢do do algoritmo de Metropolis € modificada de acordo
com a equagao:

A(q’,q;7) =min(l, P(q’,q, 7)) (51)
sendo

Gy (9,950)®%(q)
G (4, q:0)P*(q)

Esta estratégia utiliza uma funcio de Green como combinagio
de duas outras: a fun¢do de Green da Equagdo de Fokker-Planck
(Equacgio 49) e a func@o de Green do processo de cria¢do e destrui-
¢do de particulas (Equac@o 47). Com todas estas adaptagdes, deter-
mina-se a energia média do sistema E através de uma média da
energia local E, (Equagio 45):

P(q’,q;t) = (52)

. H®(q)
. Yo Ca [y qoewEd [ raokd .
¥ (@.0%(axa [¥ @oe@da  [f@odq "
(53)

No MCQD sdo obtidas configura¢des (N) que correspondem a
distribuicdo f por meio do algoritmo de Metropolis e a energia ¢



Vol. 31, No. 2

calculada como uma média da energia local:

1
<EL>f = hj}lﬁzEL(‘Ik) (54)

Devemos lembrar que o nimero de configuragdes muda duran-
te a simulagdo e a média deve considerar essa mudanga de popula-
¢do, tornando-se uma média ponderada. O algoritmo do método
MCQD pode ser encontrado na referéncia 10.

Como exemplo de aplicacdo deste algoritmo consideramos a
molécula de H, na geometria de equilibrio (R=1,4011 u.a.) e esta-
do fundamental sem funcdo de correlacdo explicita. Neste calculo
o orbital 16, da molécula foi obtido através de calculo Hartree-
Fock empregando-se em cada dtomo combinacd@o linear de fun-
¢des de Slater Is triplo zeta e uma fun¢do de polarizagio 2p orien-
tada ao longo do eixo da liga¢do. A composi¢do do orbital mo-
lecular foi otimizada no ambiente e corresponde a: 16 =
[-0,02605.1s (0,65982) + 0,24506.1s (0,93256) + 0,32054.1s,
(1,33002) - 0,02805.2pz (1,82453) — 0,02605.1s,(0,65982) +
0,24506.1s,(0,93256) + 0,32054.1s,(1,33002) + 0,02805.2pz,
(1,82453)]. Os valores entre parénteses correspondem aos expoen-
tes das respectivas funcdes de Slater e também foram otimizados
na molécula em nivel Hartree-Fock. O sub-indice a ou b indica se
as fungdes foram colocadas sobre o hidrogénio a ou b. Foram rea-
lizadas varias simulacdes com 1.000 configuragdes cada por
2.000.000 de passos e diferentes valores de T. A Figura 6 apresenta
os valores das diferentes energias médias obtidas em cada si-
mulag@o. O valor da energia média extrapolado para 1=0 foi igual
a -1,17440+2x10° u.a. O valor considerado exato para esta molé-
cula no estado fundamental € igual a -1,17447 u.a’ A inclusdo de
fun¢do de correlag@o explicita neste caso permitiria apenas melho-
rar a precisdo numérica em termos da quinta ou sexta casa deci-
mal. Este exemplo mostra ainda que uma boa funcdo de onda guia,
mesmo construida em nivel Hartree-Fock, produz resultado com
parte significativa de efeitos de correlagio eletrdnica.

-1,17304 N
-1,1732- ' i
-1,1734-. i
—1,1736: ’ i

-1,1738 = i

Energia / u.a.

-1,17404 L i

-1,1742-

-1’1744 T T T T T T

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
T

Figura 6. Convergéncia da energia média em fungdo de T para simulagdo da
molécula de H,na geometria de equilibrio utilizando MCQD

A funcio de onda tentativa

Embora a apresentagdo do Monte Carlo Quantico feita acima
pareca relativamente simples, tanto em sua formulacio Variacional
quanto na Difusdo, devemos ter em mente que a escolha da funcio
de onda representa um passo importante em qualquer das aborda-
gens. No MCQV serdo obtidos resultados correspondentes aos da
funcdo de onda escolhida e MCQD a simulagio proporcionard sem-
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pre um resultado melhor que o Variacional, uma vez que a fungdo
de onda serve apenas como um guia para a simulacéo.

Para ser utilizada de forma eficiente, principalmente no MCQD,
a funcdo de onda aproximada deve considerar alguns aspectos ge-
rais observados em fungdes de onda exatas®. Sdo conhecidas viri-
as propriedades das solugdes analiticas da Equacdo de Schrodinger
para sistemas simples e que devem ser obedecidas, para que a fun-
¢do de onda se aproxime da funcio exata, por exemplo: 1) a funcio
deve ser continua, univoca, finita e a densidade eletronica deve
apresentar um comportamento assintético apropriado com o au-
mento das distancias nucleares da molécula e 2) a fungdo de onda
exata deve ser anti-simétrica com a permutagio de qualquer par de
elétrons. Além dessas propriedades globais, existem outras de ca-
rater local. A energia local deve ter um valor finito para qualquer
conjunto de posicdes espaciais dos elétrons. Portanto, as singulari-
dades que surgem no potencial pela sobreposicdo de cargas devem
ser compensadas pelo termo correspondente da energia cinética
local. Essa compensagdo resulta numa descontinuidade na deriva-
da primeira da fun¢do de onda quando duas particulas estdo sobre-
postas, conhecida como cuispide®. Para que a condigdo de cuspide
seja suprimida, no caso da possibilidade de colisdo nticleo-elétron,
verifica-se que uma funcdo de onda bem comportada satisfaz a
relagdo:

1 b d

Y(r, =0) or, (55)

;=0

sendo r, a distancia do elétron i ao nicleo e Z € a carga nuclear. Se
a fungdo de onda ndo € anulada quando r=0, a condigdo de ctispide
nuclear € satisfeita se essa fungdo exibe um comportamento expo-
nencial em 7. As fungdes de base de Slater apresentam esta carac-
teristica. Exemplificando para o dtomo de He, a condicdo de cuspide
nuclear € satisfeita multiplicando-se uma func@o de onda arbitraria
por um termo exponencial:

W(r,ry) =Y (n,n)explar/(L+a,n)]explbr/(1+b,1)] (56)

sendo que @, e b, deverdo ser iguais a —Z, enquanto que a, e b, sdo
pardmetros que podem ser ajustados variacionalmente. Para siste-
mas moleculares utiliza-se 0 mesmo procedimento. O comporta-
mento eletrdnico em moléculas € determinado através de funcdes
de onda moleculares obtidas a partir de funcdes monoeletronicas,
que sdo usualmente expansdes em fungdes de base centradas nos
nicleos atdmicos. Assumindo que o comportamento dos elétrons
proximos dos nucleos é completamente determinado pela forma
analitica da funcdo de base, a condi¢@o de ctispide nuclear impde a
mesma restri¢do a forma dessas fungdes de base nas regides proxi-
mas dos nuicleos®384,

Uma extensdo para a condi¢do de cuspide elétron-elétron tam-
bém pode ser feita através das condicdes:

1 A 1
w(r, =0) aT - 5 > para spins opostos
v v ;=0
57
1 al _ 1 para spins iguais 7)
y(r, =0) ar,.j o 4

Dessa forma, a condic@o de cuspide eletronico exige que a fun-
¢do de onda seja continua, mas que tenha a derivada primeira em
relagdo as coordenadas eletrdnicas descontinuas quando os elétrons
estiverem sobrepostos. Caso a funcio de onda e suas respectivas
fungdes de base ndo satisfacam as condi¢des de cuspide eletroni-
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co, devemos multiplicar a fun¢io de onda por um termo exponencial
semelhante ao da Equacdo 56, mas satisfazendo as condicdes de
ctispide da Equacdo 57. As fungdes que devem ser incorporadas a
funcdo de onda aproximada ndo sdo tnicas: existem vdrias alterna-
tivas na literatura®’,

Além das questdes relacionadas ao cuspide eletrdnico, que es-
tdo intimamente relacionadas com a correlacio eletronica, o Mon-
te Carlo Quantico considera uma aproximagdo para a funcdo de
onda que merece atencdo. As expressdes nas definicdes da densi-
dade de probabilidade (Equacdes 16, 18, 52) ou propriedades lo-
cais (Equagdes 22, 45, 46) s6 podem ser utilizadas se a fungdo de
onda empregada permitir o cancelamento das funcdes de spin en-
tre o numerador e o denominador.

A funcdo de onda tipica em simulagdes MCQ que permite o
cancelamento das coordenadas de spin € descrita como um produ-
to entre determinantes de Slater de fungdes de spins opostos®32#!,
ou seja:

Y(q)=",(q,)¥;(qp)

0, o) 0, NaE,) . 0 )a,)

g,

)= ¢2(rf°‘))a(§l) 0, (r)ou(E,) ¢2(r,£:>>a<§,m)
Jn! s
(rf”)a(é) 0, (r)a,) 9, (r“”) &, )
0,(r™BED  6,rPIBEY) 0,(rBE;,)
W)= ¢z(rfﬁ))ﬁ<&;> ¢z(r2‘”)ﬁ<&) ¢2(,$£’)B(énﬁ)
plp) T
,,u(r“”)mm 0, ré‘”)ﬁ(&;) 9, (r ‘B))B(é
(58)

sendo ¢, a parte espacial da fungdo de onda monoeletrdnica.

Usualmente, na funcdo ¥(q) =¥, (q,) ‘PB (q), incorpora-se uma
fungdo de correlacdo explicita ‘¥, ou seja, ¥(q)="¥_(q,) ‘l"[5 (qﬁ)‘{’(:()rr,
que serd descrita adiante. Por enquanto, descreveremos apenas a fun-
¢do de onda dada pela Equagdo 58. Essa fungio de onda permite fato-
rar as funcdes de spin das fungdes espaciais, possibilitando o cancela-
mento das funcgdes de spin no célculo das propriedades locais; € finita,
normalizdvel e permite o célculo de propriedades locais sem grandes
dificuldades’. Essa dltima caracteristica pode ser verificada observan-
do-se a Equacdo 46 que requer a determinacéo da derivada da fungio
de onda com relagdo as coordenadas espaciais dos elétrons. Essa deri-
vada serd simplesmente a soma dos determinantes, cujas colunas fo-
ram seqliencialmente substituidas por suas respectivas derivadas. Para
a derivada da funco de onda em relagdo a um tnico elétron o. com
coordenadas espaciais r,, por exemplo, tem-se que:

1 o¥@)_  Yp@p)  9¥.(q.)_ 1 9, () _
‘l’(q) ar, ‘I"B(qﬁ)‘lé(qu) ar, ‘{’a(ra) or,
9 (o)
B o) o)
1
! 3(1)2(1'10”) @y ... (o)
_ an(r?) o ¢2(r? ) 0,(r™) (59)
%, () - |
% 0, (K9) - 0, (5

Além dessa caracteristica, a fungdo de onda fatorada pode sa-
tisfazer a condi¢do de cuspide nuclear se na sua construgdo forem

Quim. Nova

utilizadas fun¢des monoeletronicas que individualmente obedegam
a essa mesma exigéncia. As fungdes de base de Slater apresentam
este comportamento e, por isso, sdo as mais empregadas no MCQ.
Ao contrdrio, as fun¢des gaussianas ndo apresentam um perfil ade-
quado nas regides proximas dos ntcleos.

Por outro lado, a condicéo de cuspide eletronica (Equagdo 57)
ndo pode ser satisfeita por fungdes de onda compostas por um tni-
co determinante porque ndo apresentam dependéncia com a dis-
tincia intereletronica (r,). Usualmente, multiplica-se a fung¢do de
onda da Equagdo 58 por funcoes de correlagdo explicitas®, ou seja:

con=¢€" (60)

sendo que U pode ser uma funcdo de correlagdo do tipo Boys-
Handy*:

N(I)

U= 2 Ay my YCoy (R T+ F i e 0 61)
k=1

em que / sdo indices nucleares e i e j indices eletrdnicos; ou uma
fun¢do do tipo Pade-Jastrow, por exemplo, com 2 parametros para
atomos ou moléculas

N Ao, (62)

i j>i

Os pardmetros C,, da Equagdo 61 e a e b da Equagdo 62 sdo
ajustados para satisfazerem as condicdes de cispide e minimizar a
energia do sistema. A inclusio dessas funcdes de correlagio expli-
cita corrige os problemas de cuspide nuclear e eletronico, aumen-
tando a precisdo dos resultados e tornam as simulacdes mais esta-
veis.

Vantagens e desvantagens do uso do MCQ

Algumas caracteristicas importantes podem ser comentadas em
relagdo a este método, tanto para o MCQV quanto para o MCQD:
1) o problema do conjunto de base ndo € muito discutido no MCQD
uma vez que o uso de funcdes de base de Slater permite a inclusao
de conjuntos com qualidade superior em relacdo as fungdes gaus-
sianas, com um numero de primitivas significativamente menor.
Devemos considerar que erros devido ao uso de um conjunto de
bases finito sdo bem menores, jd que a fungdo de onda multiele-
tronica € utilizada para expandir a funcdo de onda guia exigida
para a amostragem preferencial. 2) Seus algoritmos s3o mais sim-
ples em relagdo a métodos convencionais de estrutura eletronica
alcancando excelente precisdo na determinagdo de propriedades.
3) Os algoritmos para o MCQ sdo facilmente adaptados para com-
putadores paralelos e escalonam linearmente com o nimero de
processadores. Ndo hd congestionamento na meméria do compu-
tador ou necessidade de grande capacidade de disco para sistemas
grandes. 4) Funcdes de onda multieletronicas com dependéncia
explicita das distancias entre as particulas (r;) podem ser utiliza-
das sem dificuldade. 5) Propriedades de estados fundamentais, al-
guns estados excitados, barreiras de reagdo quimica e outras pro-
priedades podem ser determinadas dentro de um sistema unifica-
do. 6) O uso de pseudopotenciais em um cdlculo produz escalamento
computacional da ordem de Z*3, sendo Z a carga nuclear. 7) Boa
convergéncia para a maioria dos sistemas estudados.

O MCQ também sofre com algumas limita¢cdes que fazem com
que seu uso seja considerado. Dentre as desvantagens podemos
citar: 1) demanda um custo computacional razodvel para calcular
derivadas de primeira e segunda ordem da energia local total com
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respeito as posicdes atOmicas e, conseqiientemente, estimar forgas
interatomicas e constantes de forga, ou seja, inabilidade na otimi-
zacdo de geometria e simulacdo dindmica. 2) Os resultados sdo
obtidos com uma barra de erro estatistica que decai somente com o
inverso da raiz quadrada do tempo computacional, ou seja, do nu-
mero de passos da simulagdo e nimero de configuragdes conside-
radas. 3) Para sdlidos, a necessidade de cdlculos de propriedades
do “bulk” produz erros sistemdticos de tamanho finito. 4) Apesar
de uma sensivel melhora no célculo de propriedades de estados
excitados, estas informacdes ainda sdo raras quando comparadas
as propriedades calculadas por outros métodos correla-cionados.
5) A precisdo das simulacdes € dependente das posi¢des dos nds da
fungdo de onda tentativa e, durante as simulacdes, a possibilidade
de uma particula assumir as coordenadas de um né da funcio de
onda produzird efeitos indesejdveis na simulagdo e devem ser con-
trolados.

Dos artigos de revisdo divulgados na literatura destacamos um,
de M. D. Towler*. Este artigo propde doze questdes referentes aos
problemas do MCQ e € um excelente referencial para se avaliar se
o método atenderd, ou ndo, as expectativas dos usudrios.

O custo computacional do MCQ pode ser comparado com ou-
tros métodos através da Tabela 1. Os métodos de estrutura eletro-
nica convencionais sdo muito precisos para cdlculos de estrutura
eletronica, porém, funcionam bem somente para sistemas conten-
do poucos elétrons. Para sistemas maiores, o MCQ torna-se muito
competitivo em termos de precisdo e tempo computacional para
célculos de estrutura eletronica. Na Tabela 1 podemos verificar
que os célculos MCQ realizados com todos os elétrons para siste-
mas grandes se tornam muito caros computacionalmente, princi-
palmente quando comparado com a TFD. Quando o cdlculo MCQ
¢é feito com elétrons de valéncia utilizando pseudopotenciais, este
tempo computacional cai quase que pela metade e, devido a sua
alta precisdo, pode-se tornar uma alternativa mais eficaz e precisa
que a TFD e, principalmente, em relagdo as demais metodologias
apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1. Comparag¢do do escalonamento computacional
aproximado para alguns métodos de célculos de estrutura eletrOnica

Método Escalamento
HF N3

DFT (LDA) N?
MP2 N°
MP3 N°
MP4 N’
CISD N°
CCSD N°
MCQ*? N5 _ N65
MCQb N3.5

4O método MCQ considerando todos os elétrons. ® O método MCQ
considerando pseudopotenciais e apenas elétrons de valéncia.

COMENTARIOS FINAIS

Disciplinas iniciais de mecanica quantica na drea de quimica
seguem usualmente a sistemdtica de introduzir os postulados, as
solugdes exatas da Equacdio de Schrodinger para sistemas simples
e, eventualmente, a apresentagdo do método Hartree-Fock. Nas dis-
ciplinas mais avangadas sdo discutidas questdes associadas a mo-
delos utilizados para a correcio dos efeitos de correlagdo eletroni-
ca. A impressdo final em qualquer uma das fases € de que sdo ne-
cessdrios conhecimentos matemdticos e computacionais extrema-
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mente sofisticados para se atingir um nivel de precisdo aceitdvel
mesmo para sistemas simples. Neste sentido, o método MCQ pode
ser considerado como uma alternativa aos métodos convencionais
com aplicagdes imediatas em qualquer nivel de dificuldade deseja-
do, permitindo a obtengdo de resultados precisos a partir de fun-
¢des de onda simples. Efeitos de correlagdo eletronica, por exem-
plo, passam a ser um termo possivel de ser determinado com um
minimo de esforco computacional e novas perspectivas de concei-
tos fisicos e matemadticos sdo abertas ao iniciante, como cuspide
eletronico e nuclear, a no¢@o estatistica dos modelos etc.

Nio existem métodos que resolvam todos os problemas. Mas,
¢é desejavel que os problemas sejam atacados pelos métodos mais
precisos em qualquer escala de investigacdo. Como discutido aci-
ma, o método Monte Carlo Quantico apresenta deficiéncias que
tém feito parte do dia-a-dia das atividades de vdrios pesquisadores
ao redor do mundo. Nao serd um método absoluto, mas continuard
sendo uma alternativa extremamente atraente por muitos anos para
diversas situacdes onde os métodos convencionais sé poderdo ser
empregados com recursos computacionais extremamente sofisti-
cados e dispendiosos.
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