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Educacao

THE IMPORTANCE OF HARTREE’S METHOD IN TEACHING QUANTUM CHEMISTRY. Hartree’s original ideas are described.
Its connection with electrostatics can be explored in order to decrease the gap between teaching of Physics and Chemistry. As a

consequence of its simplicity and connection with electrostatics, it is suggested that Hartree’s method should be presented before the

Hartree-Fock method. Besides, since the fundamental concepts of indistinguishibility of electrons along with the antissimetry of the

wave function are missing in the Hartree’s product, the method itself can be used to introduce these concepts. Despite the fact that

these features are not included in the trial wavefunction, important qualitatively correct results can be obtained.
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INTRODUCAO

O método de Hartree1-2 constitui o primeiro método a utilizar um
procedimento numérico iterativo para calculos de estrutura eletronica.
Podemos afirmar que este método representa o ‘pontapé’ inicial dos
principais métodos de estrutura eletronica ditos ab initio, uma vez
que foi o precursor do método de Hartree-Fock, como explicaremos
mais adiante. Embora a sua aplicac@o tenha se restringido a dtomos,
as principais ideias contidas nele podem ser de grande importancia
para o ensino de Quimica Quantica.

A nosso ver nao tem sido dada a devida importancia a este método.
O principal motivo (o que € completamente justificavel) parece ser o
fato de ndo incorporar, na sua formulacéo, os principios da indistin-
guibilidade das particulas quanticas (no caso em questdo, elétrons)
e o da antissimetria da funcdo de onda eletronica. E claro que ndo
podemos deixar de ressaltar as limita¢des inerentes ao método, mas
também nao podemos desprezar o seu valor. Além disso, as proprias
limitagdes do método representam uma Gtima oportunidade para
explicar aos estudantes a importancia destes dois conceitos funda-
mentais em Quimica Quantica.

De acordo com o que mostraremos neste artigo, o valor didético do
método de Hartree reside, a nosso ver, em quatro principais aspectos:
(1) pode ser apresentado como simplesmente mais um caso do problema
de uma particula se movendo sob a agdo de uma forca central (ref. 3,
se¢do 6.1), problema este que ¢ fundamental na resolugdo de Equacio
de Schrodinger para os dtomos hidrogenoides; (2) pode ser conectado a
alguns resultados simples da eletrostdtica, o que pode ajudar a aproximar
o ensino de Fisica e o de Quimica; (3) o significado fisico do conceito
de orbitais atdmicos, no ambito de um ambiente multieletronico; (4) a
quebra da degenerescéncia dos orbitais atdmicos de diferentes nimeros
quanticos /, como resultado da repulsdo intereletronica. Este resultado
também leva ao conceito de energia de uma configuracao.

O PROBLEMA DE UMA PARTICULA SOB A A(;AO DE UMA
FORCA CENTRAL (ref. 3, segdo 6.1)

Uma forca central € aquela derivada de uma fungdo de energia
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potencial esfericamente simétrica, ou seja, de um potencial do tipo
V = V(r). Este tipo de potencial leva a seguinte expressio para a
forca central.

dv @) 7

1
dr r M

P

Como podemos observar a partir desta equacio a forca € dirigida
na direcdo radial, no sentido oposto ao do raio vetor.
O operador Hamiltoniano da particula de massa m ¢ dado por:

H=T+V =—*2m)V> +V () )

em que V2 = 0%/0x> + 0%/dy? + 0*/0z* é o operador Laplaciano em
coordenadas cartesianas.

Neste ponto € importante ressaltar para o aluno a importancia de
se trabalhar no sistema adequado de coordenadas. As autofungdes e 0s
autovalores s6 podem ser obtidos se utilizarmos coordenadas esféri-
cas. Este sistema de coordenadas € sugestivo, uma vez que o sistema
tem simetria esférica. Com isso o Laplaciano se torna (ref.4, p. 367):

2 2
Vv? & 26,109 ﬁLico'[gGiwL—2 ! > 0 5
risen 0 0

= +——+— 3
or* ror r*oe* r? 0 =

O capitulo 5 do livro do Levine® mostra a expressiao do opera-
dor quadrado do momento angular (L*) em coordenadas esféricas

2
= L veotgn SO )
0 00  sen'0 0

Outro ponto importante que merece a atengdo do aluno € o de
que a transformacédo de coordenadas (X, y, z) para (1, 6, 0) faz com
que o operador L? dependa apenas de duas coordenadas, 6 e ¢, e ndo
mais de trés (X, y e z).

De posse destes dois resultados podemos modificar a expressiao
do operador Laplaciano em termos do momento angular
06 20 1 i
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Consequentemente, também podemos expressar o operador
Hamiltoniano em termos do operador momento angular:

S hz o 20 )
H= S +——=CIL'+V 6
(6r r 6rJ 2mr? ) ©

Esta forma de expressar o Hamiltoniano € bastante conveniente,
pois, de posse das autofuncdes de L2 (os harmonicos esféricos), €
bem mais fécil para o aluno perceber como chegar a separacdo da
Equacdo de Schrodinger em duas equagdes, uma para a parte angular
e outra para a parte radial.

Também estd mostrado de forma bastante clara na segdo 6.3 do
livro do Levine® que um problema de duas particulas (como, por
exemplo, o de 4tomos hidrogenoides) sempre pode ser separado em
dois problemas de uma particula, em que uma corresponde a parti-
cula livre com massa igual a massa total do sistema (M), e a outra €
uma particula (ficticia) de massa igual a massa reduzida do sistema
(W), movendo-se sob a agdo de uma forga central, cuja intensidade s6
depende da distancia entre as particulas (Equagdo 1). Neste ponto, €
importante lembrar ao aluno o que esta separacio significa, ou seja,
lembrar que o operador Hamiltoniano do sistema de duas particulas
pode ser escrito como a soma dos Hamiltonianos das duas particulas
mencionadas anteriormente. Também € importante lembrar que esta
forma de escrever o Hamiltoniano leva naturalmente a uma funcéo
de onda na forma de um produto entre as fun¢des de onda das duas
particulas, ou seja,

\P(xnyuzmxz:yz’zz) LP( em> (m’Zrm)kP(x’y’Z) (7)

em que as coordenadas na primeira func¢do sdo as coordenadas do
centro de massa, ao passo que as coordenadas na segunda funcio
(que corresponde a funcdo de onda da particula de massa ) sdo
as coordenadas relativas entre as duas particulas. Daf segue que o
Hamiltoniano referente ao movimento relativo corresponde aquele
dado na Equacdo 6, com m substitul;\do por {.

As autofung¢des simultaneas de L* e L, sdo chamadas de harmo-
nicos esféricos, e satisfazem as Equagdes 8 e 9:

£7,,,0,0)=((+DIY,, 0,0) ®)
LY, 0,0)=mnY,, ©.0) )

emquel/=0,1,..em=--+1,..,0,1, .., [ -1,1 Os harmonicos
estéricos (ortonormalizados) sdo dados por (ref. 5, p. 103):

e {w} 1oy 4

Yon O-0) =0 o m ) ! “""‘(1 et (10)

em que y = cosB e /1—y* = send. O nome dado a este conjunto de
funcdes (bem antes do advento da Mecanica Quantica) deve-se ao
fato de as mesmas também corresponderem aos modos normais de
vibragdo de uma esfera eldstica (ref. 5, p. 103).

Apresentado tudo isto, o trabalho que resta € encontrar as fun-
¢des de onda que satisfazem a seguinte Equacdo de Schrodinger
independente do tempo:

HY(r,0,0)=E¥(r,0,0) (11)

em que ¥ (r, 0, ¢) corresponde a segunda funcio de onda dada na
Equagdo 7 (ou seja, a fungio de onda referente ao movimento rela-
tivo do sistema), porém expressa em coordenadas esféricas, e H € o
operador Hamiltoniano dado na Equac@o 6.

Uma vez que os operadores I e L, ndo envolvem a coordenada
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r, podemos multiplicar os harmodnicos esféricos por uma funcio
qualquer de r, R(r), e ainda assim a fun¢ao resultante continuar sendo
autofuncdo de Ire iz. A forma do Hamiltoniano dada na Equacio
6 € muito conveniente para se chegar a uma forma geral para a
solucdo da Equagdo 11. Se assumirmos que W (r, 6, ¢) ¢ da forma
Y (r,0,0)=R(1)Y, (6 0) e substituirmos na Equacao 11 poderemos
eliminar a parte angular

2 2
ay :—h—(R"JrzR')YM M v TV(RY,, =ERY,,
2u r o
Como Y;,, # 0 podemos dividir os dois lados da equagdio por
Y, obtendo:
2 2
—h—(R'H—ER'J MR+V( )R = ER (12)
2u r 2ur’

Esta ¢ a equacdo que a fungdo R(r) deve satisfazer para obtermos
a funcdo de onda completa, referente ao problema de uma particula
de massa L se movendo sob a a¢do de uma forga central, problema
este em que os dtomos hidrogenoides se encaixam, apds efetuarmos
a separacdo do movimento do centro de massa. A conclusdo impor-
tantissima a que podemos chegar € que, para qualquer problema de
uma particula sob a acdo de uma forga central, as solu¢des sempre
podem ser escritas na forma ¥ (7, 0, ¢) = R(1)Y,,, (6,0), em que a
funcdo R(r) satistaz a Equag@o 12. Sendo assim, uma vez conhecido
V(r) podemos, em principio, obter R(r). O termo forca central muitas
das vezes € substituido por campo central.

No caso dos dtomos hidrogenoides V(r) € simplesmente o
potencial Coulémbico atrativo entre o elétron e o nicleo, ou seja,

V( )_ Ze’k ,com f — 1

4ne,
(energias) da Equacdo 11 dependem apenas do nimero quantico
principal 7, e coincidem com os niveis de energia de Bohr. O fator
radial € dado por (ref. 3, p. 144):

. Neste caso especifico os autovalores

n—(-1

R, (ry=r'e? ™ Z b,r' (13)
=0

em que a = fP4ne, / Le’e os coeficientes polinomiais satisfazem a

. N . 2Z  j4+l+1-n
seguinte relagdo de recursdo: b,,, = ————————b,.

na (j+1)(j+20+2)

O coeficiente b, pode ser determinado a partir da condicdo de
normalizagdo do fator radial e, todos os outros, a partir deste. Vale
ressaltar que, devido ao polindmio de grau n - [ -1, o fator radial
contém 7 - [ -1 zeros (além dos zeros que ocorrem quando r — 0 e
r — o). Estes zeros sdo chamados de zeros (ou nds) internos. A funcao
R(r) também pode ser obtida a partir dos polindmios associados de
Laguerre (ref. 4, p. 84):

(n=t=0! (22 (221 2 (22
2n[n+0)7 \ na, ) \ na, "\ na,

h2/(4n2“ez)’ e Lzm[zzrj
na

n+l
0

Rn_’((r) =—

em que a, € o raio de Bohr, dado por a;, =

corresponde a (2/ + 1)-ésima derivada do polindmio de Laguerre
de grau n+/. O polindmio de Laguerre de um determinado grau o é

obtido a partir de (ref. 4, p. 63) L, (x) = “e™).

O fator radial também pode ser expresso em termos de outra funcéo,

P(r), definida como R(r) = ( ) . Com isso a Equagdo 12 torna-se:
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B i P(r)+ 00+ 12;12 ) | POy = EPG) (14) como a fragdo (infinitesimal) da carga total contid? na casca esfﬁirica,
2u 2ur ou dg = [P,(r)]*, de modo que ldg corresponde 2 carga do elétron.

Esta fun¢@o P, que parece ter sido introduzida de forma arbitrdria,
¢é de fundamental importancia no método de Hartree, principalmente
devido a interpretagdo fisica associada a mesma, como serd visto a
seguir.

A funcio de distribuicao radial

A fung@o de distribui¢@o radial corresponde a densidade de pro-
babilidade de encontrarmos o elétron a uma distancia r do ntcleo.
Podemos obter uma expressao para a mesma a partir da interpretagdo
de Max Born: a probabilidade de encontrarmos o elétron dentro
de um elemento de volume dt localizado no ponto (r, 6, ¢) € dada
por |‘P | 2dtY, em que dt é dado, em coordenadas esféricas, por
r’sen®drd®dd. Dai segue que

[¥[ dr =[R, ("] |1@_W(e,¢)|2 12 send drdd df (15)

Se quisermos obter a probabilidade de encontrar o elétron em uma
casca esférica de raio r e espessura dr temos que integrar a expressiao
acima em 6 e em ¢:

[R, ("] rzdrzﬁ |¥,,., ©0.0) senddrd0 dp = [R,, ()] r*dr (16)
00

pois os harmonicos esféricos sdo normalizados.

Logo, a fun¢do de distribuicdo radial € dada por [R, (r)]*%.
Neste ponto vale a pena ressaltar a importancia desta fung@o, que
pode parecer apenas mais uma expressdo matematica. Contudo, €
importantissimo ressaltar que a funcdo de distribuicéo radial € uma
quantidade que pode ser medida experimentalmente. No caso de
atomos gasosos, pode ser obtida a partir da técnica de difracdo de
elétrons.6 Os resultados desta técnica revelam a estrutura de camadas
(K, L, M...) do dtomo, podendo até permitir a estimativa do nimero de
elétrons em cada camada.® Substituindo R (r) por P”,_(r) na Equacdo

r

16 podemos facilmente verificar que [P, (r)]* corresponde a propria
fun¢do de distribuigdo radial.

Daqui em diante assumiremos que a massa do elétron € desprezi-
vel em relagdo a massa nuclear, o que leva a L = m, (massa do elétron).
Em geral, esta simplificacdo representa uma aproximagao bastante
satisfatdria e € necessdria, nos 4tomos multieletronicos, para evitar
complicagdes adicionais devidas ao chamado efeito de polarizagio
de massa (ref., 5 p. 157-160).

A Equacio 14 corresponde a Equagado de Schrodinger unidimen-
sional para uma particula de massa L (= m,) sujeita a um potencial

2

A G s
2ur

P (r). Consequentemente, estas solu¢des vdo ser tais que, para cada

valor de /, a n-ésima solucdo possui n — 1 nés internos (ref. 7, p. 110).

B

+V(r), cujas solugdes sdo dadas pelas fungdes

Por exemplo, para [ = 0 podemos identificar (") como o fator

radial de um orbital “do tipo” 1s, on(” )como o de um orbital

“do tipo” 2s, e assim por diante. O mes;no raciocinio vale para os
outros orbitais. Note que, qualquer que seja a forma funcional de
V(r), o nimero de nés radiais (internos) permanece igual an - /-1,
que € o mesmo resultado obtido no caso dos dtomos hidrogenoides.

Do que foi dito anteriormente, temos que [P, (r)]*dr corresponde
a probabilidade de encontrarmos o elétron (no estado caracterizado
pelos nimeros quanticos n e /) numa casca esférica de raio r e es-
pessura dr. Classicamente podemos interpretar esta probabilidade

Consequentemente, [P, (r)]* € a densidade radial de carga. Como
veremos logo adiante esta carga infinitesimal (dg) € uma quantidade
fundamental nas equacdes de Hartree.

POTENCIAL ELETROSTATICO DE UMA CASCA
ESFERICA (ref. 8, p. 734)

Consideremos uma casca esférica de raio R e carga Q. O poten-
cial eletrostatico gerado vai depender do ponto em questdo. Para um
ponto no interior da casca esférica o potencial € constante e dado por
kQ/R, em que k = 1/47e,. Para um ponto externo a casca esférica (a
uma distancia » do seu centro) o potencial € o0 mesmo que o gerado
por uma carga pontual Q localizada no centro da esfera, ou seja, é
igual a kQ/r:

Q, r>R
,,
V= (17)
k—Q, r<R
R

O gréfico de V(r) estd mostrado na Figura 1.

Figura 1. Potencial eletrostdtico de uma casca esférica de raio R

Se a casca esférica possuir espessura infinitesimal dr, entdo Q

pode ser substituido por dg. Como a densidade radial de carga, p(r),
d
é dada por p(r)= d_q = dq=p(r)dr. Dai segue que, para uma
r
‘. kp(r
cascaesférica,V (r) = % dr,parar<R,eV(r)= M dr,parar=R.
r

Sendo assim, a energia potencial eletrostitica que uma dada carga de
prova g’ sente € obtida simplesmente multiplicando-se o potencial pela
carga, ou seja, € igual a ¢’V. Nesta etapa € muito importante explicar
um aspecto que pode causar confusdo. Embora tenhamos utilizado o
mesmo simbolo V nas Equacdes 2, 6, 12 e 14, € importante mencionar
que nestas equagdes V representa a energia potencial eletrostdtica, e
ndo simplesmente o potencial eletrostitico. Porém, quando pensamos
no elétron como carga de prova € correto afirmar que 0 mesmo estd
submetido (ou sofre a acdo de) um potencial.

O PRODUTO DE HARTREE

Hartree sugeriu que a func¢do de onda eletronica de um dado
atomo contendo N elétrons ¢ dada como um produto de N funcdes
de onda de um elétron:

lPHP(r]’e]’q)I’rZ’eZ’q)Z’“"rN’eN’q)N) (18)

=Utim, (71.6,.4, )unz,/z,m/z (7,,0,.0,) - Uy tyom, (v, 0y, 0y)
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A trfade (r;, 0,, ,)corresponde as coordenadas esféricas do elétron i.
Na construgdo do produto de Hartree (,,,) assume-se que o principio
da exclusio de Pauli € satisfeito, ou seja, se dois elétrons possuirem os
mesmos nimeros quanticos n, [ e m, entdo os nimeros quanticos de
spin serdo automaticamente diferentes, embora o produto de Hartree
nao leve em consideragdo os spins dos elétrons. Os conjuntos dos
nimeros quanticos contidos no produto de Hartree € que irdo indicar
a configuragdo eletronica com a qual estamos lidando. Por exemplo,
para a configuragdo 1s?2s' do dtomo de Litio terfamos o seguinte pro-
duto de Hartree: W, = u, o, (r,;,0,, 0)) 1, o (15, 6,, §,) 1, ¢ (13, 05, §3).

Uma das principais id€ias contidas no método de Hartree diz
respeito a escolha das fungdes monoeletronicas (). Ao invés de
considera-las como fun¢des hidrogenoides (o que significaria despre-
zar completamente as repulsdes intereletronicas), Hartree assumiu que
cada uma destas funcdes € solucdo de um problema de campo central,

v
{_ 2mi +V(r,-)}unl,f,,m/, (.0.9)=¢, u,, . ©,0,4,) (19)

e

em que €, , $30 0s autovalores. O método de Hartree corresponde
a uma generaliza¢do do problema dos dtomos hidrogenoides, pois
V(r,) ndo € mais um potencial Couldombico, embora seja esferi-
camente simétrico. As solugdes da Equacdo 19 sdo chamadas de
orbitais atdmicos. Note que as energias (autovalores) dos orbitais
ndo mais dependem apenas do nimero quantico principal (n), mas
também dependem de /. Em outras palavras, temos a quebra de
degenerescéncia dos orbitais de um mesmo nivel. Esta quebra de
degenerescéncia deve-se ao fato de V(r;) ndo ser Couldmbico. Por
exemplo, no caso do dtomo de B (1s?2s*2p') os orbitais 2s e 2p ndo
possuem mesma energia.

Por serem solugdes de um problema de campo central, cada uma
das fungdes u sempre pode ser expressa como um produto entre um
fator radial e um harmdnico esférico, ou seja,

)
U, o (7,0,0) =R, , (1Y, , ©0,.0,)= { LY, L (6,,9)

r
i

Consequentemente, cada uma das fungdes P, ,(r,) satisfaz a
Equagdo 14’:

2 (0. +1)R? :
L ST L R S o
2me ol 2m9}’; o ceo
i=1,..N (14%)

O grande mérito do método de Hartree consiste na escolha do
potencial V(r,) a que cada um dos elétrons estd submetido. Hartree
assumiu que cada elétron se move em um potencial esfericamente
simétrico (pois V depende apenas da distancia elétron-nticleo) devido
ndo apenas ao nicleo, mas também aos outros N — 1 elétrons. Este
potencial geralmente € chamado de campo médio, por levar em conta
o efeito de outros elétrons de forma média ou efetiva.

Muitos livros de Fisico-Quimica e Quimica/Fisica Quantica
explicam o significado fisico do campo médio e até mostram a sua
expressdo matemdtica, mas ndo mostram como obté-lo. Uma das
excecoes € o livro de Slater (ref. 9, cap. 9). O principal motivo, como
ja mencionado anteriormente, parece ser a grande énfase dada ao
método de Hartree-Fock, e € no contexto deste método que se costuma
explicar o campo médio. E claro que o campo médio representado pelo
operador de Fock € que, de fato, ¢ o campo médio correto. Porém,
0 mesmo contém termos de troca (exchange) que, como dito antes,
sdo devidos a indistinguibilidade dos elétrons e a antissimetria da
fun¢@o de onda eletronica e ndo possuem andlogo cldssico ou, em
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outras palavras, sdo o resultado de efeitos puramente quanticos. Por
outro lado, o potencial contido no Hamiltoniano efetivo referente ao
método de Hartree (Equagdo 19) pode ser explicado de forma com-
pleta utilizando os resultados simples da eletrostdtica mencionados
acima. Sendo assim, acreditamos que comecar com o método de
Hartree como uma preparag@o para o método de Hartree-Fock pode
representar uma transi¢ao mais natural e motivante para o aluno.

OBTENCAO DAS EQUACOES DE HARTREE

Cada elétron j descrito pela fun¢do de onda U, mz( ,0)) gera
no ponto (r,0,,0,), uma densidade de carga 1gual a un . m[( ,0))
Uiy tmy (ry ],q)) em unidades da carga do elétron (-e). Consequentemente
a carga dg; contida em um elemento de volume dt,=(r*sen9,dr,d6,do)
centrado em (7,,0,,0,) € dada por dQ,=u, , ’"1( /,q) ) Uy, "’l( /,(1) ) dr,.
Para obtermos o chamado campo médio € necessério tornar o poten—
cial gerado por cada elétron esfericamente simétrico, o que € conse-
guido integrando-se a carga dQ, nas coordenadas angulares 8, ¢ ¢;, ou
seja, calculando ,U dQ,; = ” ”:,«,m,, (50,50 )1 0, 73,0 50, )t = dg,
9,¢, 9,¢,
Como visto anteriormente, esta integragdo resulta em (Equagdes 15
e 16)dg,= [pn,(r)]zdr Além disso, como também vimos, dg; corres-
ponde a carga contida na casca esférica centrada em r;e de espessura
igual a dr,. Esta carga € devida ao elétron j. O campo medlo que um
dado elétron i (# j) sente € o resultado do potencial esférico gerado
pelo nicleo mais o potencial da casca esférica devido a todos os
outros elétrons j. E desta forma que a energia potencial V(r,) contida
na Equacdo 14’ € obtida.
Sendo assim, o potencial que um dado elétron i locali-
zado a uma distancia r; do nicleo sente, devido a casca es-

o . . dq, :
férica de outro elétron j, é dado por k—=1{P,,,;, ('})} —
/

ser,<r,e k% [ (r )} . se 1, 2 r; (Equagdo 17). Como
r
a casca esférica, na primeira sﬁuagﬁo (r; £ 1), pode estar a uma

distancia desde r, = r, até r; — o do nicleo, o potencial devdo

a um unico elétron j é obtido integrando-se k[ s (r)J

de r, a infinito. Além disso, temos que somar o resultado para todos
os elétrons j(i). Daf segue que o potencial interno (pois r, < r)) total
[que chamaremos que V, (r,)] € dado por

V) =3 [”()J

J#ir;

(20)

De forma andloga, na segunda situag@o (r,2r,) 0 potenmal devido
aum tnico elétron j € obtido integrando-se k[ i (r; )J —LdeOar,.

Consequentemente, o potencial externo (pois r, 2 r)) total, devido a
todos os elétrons j(zi) [V, (r,). Obs.: Ndo confundir este potencial
‘externo’ com aqueles devidos a perturbacdes externas, como campo
elétrico, magnético, etc...] € dado por

m<r)—zj {4, 6] ()} zjk[

J#i 0 x J#i 0

()] ar, 1)

Lembrando que estes dois potenciais estdo expressos em termos
da carga do elétron, o potencial total a uma distancia r; do niicleo é

dado por k——e[ Ve () +V,,, ()] Logo, a energia potencial de um

elétron locahzado aestamesma distancia (r,) do nicleo € obtida simples-
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mente multiplicando-se este potencial total pela carga do elétron, ou seja,

V(V,-)=—kz—ez+€ Vi () + Vs (D)= Ve () 4V () (22)
r.

i

2

em que V,, (r)=— kZ— e V,.(r)= ¢V, (r) + V (r)] Esta é
exatamente a forma funcional de V(r) (com V, (r,) e V, (r,) dados
pelas Equacdes 20 e 21, respectivamente) que deve ser utilizada nas
Equacdes 14’ a fim de obtermos as fungdes P dos orbitais atomicos.

Note que para obtermos a fun¢@o P de um dado elétron i precisa-
mos de V(r,), e para obtermos V(r;) € necessario dispormos das fungdes
P de todos os outros elétrons (Equacdes 14°, 20, 21 e 22). Por outro
lado, para obtermos as fungdes P de todos os outros elétrons temos
que resolver o conjunto de Equagdes 14’ para j # i, o que requer o
conhecimento de V(r,) que, por sua vez, requer o conhecimento da
funcdo P do elétron i. Consequentemente, a solu¢do das Equagdes
14’ requer um procedimento iterativo, também chamado de método
das aproximagdes sucessivas. Neste procedimento escolhe-se um
conjunto inicial de funcdes P (uma para cada elétron) e, em seguida,
forma-se a fungdo V(r,) para cada elétron i. Um “chute” inicial razo-
dvel corresponde as funcdes P dos orbitais hidrogenoides, com um
numero atdmico efetivo adequadamente escolhido para cada elétron.
Estes niimeros atdmicos efetivos podem ser escolhidos, por exemplo,
segundo as regras de Slater (ref. 4, p. 163). De posse de V(r,) resolve-se
o conjunto das Equacdes 14’ e obtém-se um novo conjunto de fungdes
P, juntamente com os seus autovalores (energias dos orbitais). O pro-
cedimento € repetido até que as autofuncdes e os autovalores obtidos
na etapa (ou passo) anterior coincidam (dentro de uma tolerancia
pré-definida) com os obtidos no passo atual. Quando isso ocorre
dizemos que foi atingida a convergéncia. Este tipo de procedimento
iterativo foi sugerido por Hartree, e é chamado de método do campo
autoconsistente (self-consistent field), simplesmente denominado
de método SCF. Vale ressaltar que o procedimento SCF € inerente
tanto ao método de Hartree quanto ao método de Hartree-Fock. Os
detalhes deste procedimento estdo muito bem explicados no livro de
Slater (ref. 9, p. 220-222 ) e no livro de Hartree (ref. 10, cap. 4 e 5).

Ze*
Como esperado, V(r,) tende a —k e quando r, = 0, e tende a
T

) ;

_x & quando r, — co. Ou seja, quando o elétron estd muito perto do
7

ntcleo ele sente a carga nuclear completamente desblindada, e quando

estd muito longe sente a carga nuclear completamente blindada pelos

outros elétrons.

O HAMILTONIANO ATOMICO EFETIVO (H, ) COMO
PONTO DE PARTIDA PARA O TRATAMENTO DA
PERTURBACAO DEVIDO A REPULSAO
INTERELETRONICA

A partir da defini¢do do produto de Hartree (\F',,,, Equacdo 18) e da
Equac@o 19, podemos verificar facilmente que ‘¥, € solucdo da equagdo

ﬁg,‘{’ﬁ,,_s\PH,,, emque A, Z{

LyV(r )Je e=g, +&,, +tE, .

e

[V )+, ()] (Equagdo 22) podemos

Lembrando que V() =k ze

observar que ﬁef ndo é dado simplesmente pela soma de Hamiltonianos

WV kzet .
, mas sim pela soma
P

N
hidrogenoides (com carga Z), A, Z {

de Hamiltonianos efetivos de uma particula. De acordo com a andlise
feita na secdo anterior ja sabemos que o termo ’[V, (1) + V., (r)] em V()

inclui, no potencial do elétron i, o efeito (médio) da repulsdo eletronica
devida aos outros elétrons. Lembrando também que o Hamiltoniano com-
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pleto do atomo (desprezando o efeito de polarizacdo de massa e o aco-

N 272 2
plamento spin-6rbita) € dado por H = Z[_ V. kZe” + Z ke” , temos

2m, 7 7.

i=1 i i>j ij

SRS ., ke®
H-H,=H'=) ~—-¢[V, () +V.,()]em que definimos H’ como
i>j ij
a perturbacao causada pela repulsdo intereletronica instantanea. Note que

poderiamos ter definido a perturbagdo H’ como H' = H—1H, 0= z -
i>j i
Porém, salta aos olhos que a perturbac@o definida da forma anterior é
menor que a definida desta forma. Consequentemente, os resultados
obtidos com aquela serdo melhores.

Embora o Hamiltoniano efetivo aqui apresentado nao seja o mais
correto (pois despreza os termos de troca, que s@o incluidos no Ha-
miltoniano de Fock), o objetivo desta andlise € mostrar a importancia
da repulsdo intereletronica média como um ponto de partida mais
adequado do que aquele em que este tipo de repulsdo € desprezada
completamente. Como seria de se esperar, um ponto de partida ainda

mais adequado seria o Hamiltoniano de Fock (ref. 11, secdo 6.5).
CARGA NUCLEAR EFETIVA (Z,)

Podemos reescrever a Equagao 22, v() = -
como

K2 )+ V)]
;

V(r)——T{Z——[ W)V, (7, )]} (22')

i

Dai segue que podemos definir a carga nuclear efetiva (Z,) como

dr,
“f_H[V,m(rJ;Vm(r,)]: { ZI[P'”( I

ZI[P 1¢) dr} (23)

J#

Como resultado do comportamento de V,,, (r) = €[V, (r)+ V,_(r)],
Z, tem a propriedade de LimZ,=Z e LimZ = 1, como seria de se
esperar Para um exemplo do comportamento de Z,(r) ver ref. 9,
p- 228. Para maiores detalhes recomendamos o artigo de Duarte,?
no qual o conceito de carga nuclear efetiva ¢ discutido de forma
extremamente clara.

FORMA ALTERNATIVA PARA AS EQUACOES DE
HARTREE

Sabendo que V(r)——k—+e [V )4V ()= Ve () + V0 (1)
r.

i

(Equagao 22), a Equagdo 19 pode ser reescrita como:

ARV
2me

g[{( (V) Uyt my; (7; 591’¢'i) =8, U tim, (’? 9ei’¢i) (19’)

Pode-se mostrar, utilizando a expansio de 1/rU em termos de
harmoénicos esféricos (ref. 4, p. 369) juntamente com a ‘média
esférica’ sobre as coordenadas do elétron i (ver apéndice), que

=V (1) = &V (1) +V,, ()] » €m que 0s dois termos do

ext

pr
lado direito sdo dados pelas Equacdes 20 e 21, respectivamente. Com
isso, a Equacdo 19’ pode ser reescrita da seguinte forma:

n’v:
B

i

_dt :|un,,f,_m,,( ,a¢) n wy ” iy ( ,a¢,)
(197)

em que i = 1, ..., N. Esta é a forma na qual as equagdes de Hartree
sdo apresentadas em vdrios livros como, por exemplo, ref. 3 (se¢do
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11.1), ref. 4 (p. 164), ref. 13 (secdo 7.3) e ref. 14 (p. 175). A grande
vantagem de apresentd-las desta forma estd na identificagdo quase
que imediata dos trés termos do lado esquerdo: o primeiro se refere
a energia cinética do elétron i, o segundo se refere a atragio elétron-
nicleo, enquanto que o terceiro expressa a repulsdo eletrostdtica
média devida aos outros elétrons. Vale lembrar que, uma vez que
| u”'lm,'| 2 corresponde a densidade de carga do elétron j, |u,,,, |?dtj
fornece a zfrac;ﬁo da carga do elétron j contida no volume dt,. Assim,

niliml;

U . . s .
M”h/ fornece a energia potencial eletrostitica que o elétron

i

i (localizado em r;) sente como resultado da presenca do elétron j
(localizado em r). A integragdo nas coordenadas do elétron j visa
levar em conta todas as possiveis localizacdes do mesmo. Assim, esta
integracdo nos fornece a repulsao intereletronica média que o elétron
i sente (como resultado da presenca do elétron j), em oposi¢ao a re-
pulsdo intereletronica instantanea, contida no Hamiltoniano atdmico
completo. Somando as contribui¢des devidas a todos os elétrons j (#i)
obtemos a repulsio intereletronica média total.

Utilizando a Equagdo 23 juntamente com o resultado obtido no

. 2k
apéndice, [V () + V., ()] = >f v, podemos expressar a carga
P y

ke’

o,

efetiva que um dado elétron i sente (a uma distancia r, do nicleo) a
partir dos termos de atragdo elétron-nicleo e da repulsio eletrostatica
média devida aos outros elétrons:

2
ke Z o

ErEaCa |

T
i

s
nitmy,

2 2
ke 4 (24)
r.
iy

Esta equacdo nos permite chegar a uma interpretacdo bastante
clara a respeito do significado fisico da carga efetiva. Analisando-a
podemos dizer que a carga efetiva, para um elétron a uma distancia
r,do nicleo, corresponde a carga que o mesmo deve ter a fim de que
a sua energia potencial seja igual a soma entre a energia de atraciio
elétron-ntcleo e a energia de repulsdo eletrostdtica média devida aos
outros elétrons. Baseando-se nesta ideia Hartree apresentou resul-
tados referentes as cargas efetivas, em funcdo da distancia elétron-
nucleo, para os elétrons nas varias subcamadas dos fons Cl- e Cu*.

OBTENCAO DAS EQUACOES DE HARTREE A PARTIR
DO METODO VARIACIONAL

Slater (ref. 9, se¢do 9.4 e ref. 16) e Fock!” mostraram como
obter as Equacdes de Hartree (Equacdo 14°, com V(r,) dado pelas
Equagoes 20, 21 e 22) a partir do método variacional, utilizando
as seguintes etapas: (i) calcula-se o valor esperado da energia,
utilizando o produto de Hartree como fungdo de onda tentativa;
(ii) em seguida, € feita a média angular deste valor esperado, ou
seja, o mesmo € integrado em relagdo as coordenadas 0 e ¢ de
cada par de elétrons. Esta integracdo € consistente com o fato de
a parte angular dos orbitais ser dada pelos harmonicos esféricos,
caracterizando assim o potencial esferossimétrico, como visto
anteriormente; (iii) esta energia € entdo minimizada em relacio aos
orbitais (na realidade, em relacio a parte radial dos mesmos, pois
a parte angular ja é conhecida), o que leva as Equacdes de Hartree.
Esta demonstracdo mais rigorosa foi muito importante para dar
um maior suporte ao método de Hartree, pois até meados de 1930
ainda ndo estava claro o suficiente se os orbitais de Hartree eram
de fato as melhores fun¢des monoeletronicas do ponto de vista
variacional, ou seja, que levam a menor energia para uma funcdo
cuja forma € restrita ao produto de Hartree e com a parte angular
dada pelos harmonicos esféricos. Além disso, esta demonstragio
serviu de base para a obtengdo das Equacdes de Hartree-Fock,
realizada logo em seguida.

Quim. Nova

O TEOREMA DE UNSOLD COMO JUSTIFICATIVA PARA
0 METODO DE HARTREE

Apesar da repulsdo intereletronica instantanea que um dado
elétron sente (devido a presenga dos outros) ndo ser esfericamente
simétrica, caso os outros elétrons formem uma subcamada semipre-
enchida ou completamente preenchida, a densidade eletronica devida
aos mesmos € esfericamente simétrica, um resultado conhecido como
teorema de Unsold,'® ou seja,

4
22
/

my=—

R, ([

Vo 00 =2(R,0f X1, 0.0 =EC R, 0f
(4)

O fator 2 deve-se a subcamada completamente preenchida. Se a
mesma for semipreenchida o fator 2 deve ser substituido pelo nimero
1. Sendo assim, o teorema de Unsold pode ser considerado como
uma justificativa (ainda que parcial) para a presenca de um potencial
esferossimétrico devido aos elétrons.

ENERGIA TOTAL DO ATOMO

A energia total do dtomo, resultante da aproximagio de
Hartree, pode ser obtida simplesmente calculando-se o valor
esperado da energia com a funcio de onda na forma do produto
de Hartree, ou seja, E = I'P*H,,IfI‘PH,,dT, o que resulta em (ref. 3, p.
312; ref. 4, p. 165):

E:ﬁei —iZJ,/. (25)

i=l i

2 2

u, timy, Uy om ;

Como podemos observar

emque J’/:”‘ v dv C&=E

- nilml;t
ii

a partir da Equacdo 25, a energia total do 4tomo ndo € simples-
mente a soma das energias dos orbitais, mas inclui também a
repulsdo Couldmbica (J,./.) entre as nuvens eletrdnicas de todos os
pares de elétrons.

Embora o produto de Hartree, Y, ndo seja uma funcdo de
onda qualitativamente correta para representar os termos (ou es-
tados) espectroscopicos [pois a mesma nio €, no caso mais geral,
autofun¢do dos operadores 82 e £, descaracterizando assim os
termos espectroscépicos no esquema LS, ou Russel-Saunders (ref.
4, cap. 9; ref. 9, cap. 10)], ela serve para associarmos os termos
espectroscopicos as configuracdes eletronicas que os originaram.
Isto se deve ao fato de as energias das configuracdes, que seriam
degeneradas caso desprezdssemos completamente a repulsdo
intereletronica, passarem a ser diferentes quando levamos em
conta esta repulsdo, ainda que de forma média. Por exemplo, as
configuragoes 1s*2s! e 1s?2p! do dtomo de litio possuem energias
diferentes, tanto devido a quebra da degenerescéncia entre os
orbitais 2s e 2p quanto devido ao fato de as integrais J,, e J
serem diferentes (ref. 3, p. 271-272).

Vale ressaltar que as fun¢des de onda qualitativamente cor-
retas que descrevem os termos espectroscopicos sdo formadas a
partir de combinagdes lineares de determinantes de Slater (ref.
4, secdes 9d a 9f). Cada microestado da configuragdo eletronica
(isto €, cada forma de distribuirmos os elétrons nos orbitais que
definem a configuracdo eletronica) corresponde a um determi-
nante de Slater. Por exemplo, ha 12 microestados associados a
configuracao 1s'2p' (ref. 4, p. 132) e 15 associados a configuragao
1s22s22p? (ref. 4, p. 140-141; ref. 5, p. 264-265). Sendo assim,
no primeiro caso hd 12 determinantes de Slater, enquanto que
no segundo hd 15.

1s2p
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ALGUNS RESULTADOS OBTIDOS COM O METODO DE
HARTREE

Energias de ionizacio do He e energias dos niveis de raios-X
do Rb*

Hartree? verificou uma excelente concordincia entre o valor
calculado (24,84 eV) para a energia do orbital 1s do dtomo de He
no estado fundamental e o valor experimental obtido para a primeira
energia de ionizacdo (24,6 eV). Esta concordancia pode ser devida a
qualquer uma das duas situagdes: os efeitos de relaxag@o orbital (ou
seja, o rearranjo da nuvem eletrdnica como resultado da ionizagio)
e correlagdo eletronica s3o muito pequenos ou, estes dois efeitos se
cancelam. Como a relaxag@o orbital certamente ndo € pequena neste
caso,” 0 mais provdvel é que neste caso os dois efeitos mencionados
se cancelam. Hartree menciona nesse mesmo artigo que a decisao
de testar o seu método no dtomo de hélio foi consequéncia dos bons
resultados obtidos para as energias dos niveis de raios-X de outros
atomos ou fons. Por exemplo, no caso do Rb* a concordancia entre
os valores calculados para as energias dos orbitais mais internos (re-
ferentes as camadas K, L, M e N) e as energias dos niveis de raios-X
é muito boa, com erro maximo de ~ 8%.2

Funcoes de distribuicio radial para alguns atomos ou ions com
configuracio eletronica de gas nobre

Na Figura 2 estdo mostrados os gréficos das funcdes de distribui-
¢do radial [denominadas de D(r) no gréfico] calculadas com o método
de Hartree,” para o He, Na* e Rb*.
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Figura 2. Fungdo de distribuicdo radial obtida a partir do método de Hartree?
(adaptada da ref. 4), para o He, Na* e Rb*. A drea sob a curva fornece o
niimero total de elétrons do dtomo

E bastante instrutivo ressaltar que as camadas eletronicas podem
ser claramente identificadas, e ocorrem de acordo com o que € espe-
rado a partir das configuragdes eletronicas das espécies estudadas.
Além disso, também podemos notar que o ‘raio’ destas camadas
diminui a medida que Z aumenta, em concorddncia com o que se
espera a partir do aumento da carga nuclear efetiva'> que os elétrons
destas camadas sentem. Por exemplo, o raio da camada K(r,) € dado,
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aproximadamente, pela expressdo r, = a0/2Z, em que a, € o raio de
Bohr. Tal resultado € consistente com fato de a camada K, tendo um
nlimero constante de elétrons, sentir uma atragio cada vez maior da
carga nuclear crescente. Outros resultados referentes as funcdes de
distribuicdo radial, para os ions Cu*, K* e Rb* (incluindo as contri-
buicdes das subcamadas mais externas) podem ser encontrados na
ref. 15. Na ref. 19 as fun¢des de distribui¢do radial das espécies O,
O*, O* e O*** sdo comparadas.

No mesmo artigo de onde foram retirados os resultados mostrados na
Figura 2,> Hartree comenta que os fatores F (também chamado de fator
de estrutura atdmico) obtidos a partir das funcdes de distribuicao radial
dos fons Na* e CI levam a uma boa concordancia entre o difratograma
de raios-X calculado e o medido experimentalmente para o NaCl(s).

CONCLUSOES

No ensino de Quimica Quantica sugerimos apresentar o método
de Hartree antes do de Hartree-Fock, pois aquele ja contém aspectos
importantes que resultam da repulsio intereletronica, como o con-
ceito de orbitais atdmicos em um ambiente multieletronico, quebra
da degenerescéncia dos orbitais de mesmo / (por exemplo, 2p > 2s)
e energia de uma configuracdo. Além disso, o método de Hartree
representa uma 6tima oportunidade de unir conceitos de Fisica (no
caso especifico, da eletrostatica) com os de Quimica Quantica (no
caso do método de Hartree, o de campo central), o que pode con-
tribuir para diminuir o gap que hd entre o ensino de Fisica e o de
Quimica. Acreditamos também que o método de Hartree, por ser o
primeiro método autoconsistente em estrutura eletrénica de dtomos
e por conter conceitos mais faceis de assimilar que os contidos no
método de Hartree-Fock (como a indistinguibilidade das particulas
quanticas e a antissimetria da fungdo de onda), pode servir como uma
boa preparacdo, do ponto de vista diddtico, para este.

Para enriquecer um pouco mais o tema, € interessante apresentar para
o aluno a cronologia dos trabalhos seminais relacionados a estes dois
métodos. Cerca de 1 ano ap6s a publicagdo dos trés primeiros artigos
relacionados ao método de Hartree,'>?° Slater mostrou a forma funcional
da fungiio de onda mais simples possivel que satisfaz aos principios da
indistinguibilidade e da antissimetria, o chamado determinante de Slater.
No ano seguinte, Fock, de posse do know-how adquirido na obtengio
das Equagdes de Hartree via método variacional,'” aplicou, nesse mesmo
artigo, o método variacional a fun¢io de onda tentativa dada na forma
de determinante de Slater e deduziu as equagdes hoje conhecidas como
Equacdes de Hartree-Fock (porém, o método foi inicialmente denomi-
nado, pelo préprio Fock, de método de Hartree generalizado, ao invés
de método de Hartree-Fock, como hoje o denominamos). Em seguida,
as equacdes referentes ao dtomo de sédio foram deduzidas,” mas ainda
sem a apresentacdo de resultados numéricos. Vale ressaltar que apenas
quase 4 anos ap6s a obtengdo destas equacoes € que foram apresentados
os primeiros resultados obtidos a partir da resolucio numérica das mes-
mas, para este mesmo atomo.” Segundo o préprio Fock, esta demora
foi consequéncia da forma destas equagdes, que tornavam os métodos
de integraciio numérica usuais inaplicdveis. Sendo assim, foi necessario
propor um novo método de solu¢do numérica que fosse aplicavel as
equagdes generalizadas do campo autoconsistente (isto €, as Equagdes
de Hartree-Fock®). Este fato ilustra muito bem o papel essencial que os
métodos numéricos desempenham no desenvolvimento dos métodos
computacionais em Quimica Quantica.
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APENDICE

Nesta se¢do iremos demonstrar, tomando a média esférica em
relagdo as coordenadas do elétron i (como requer o modelo do campo
central), que

Sl _zjke[“’(’)] zjke[,,f(m]zdrj

ji j# oy Ty j#io

O potencial eletrostatico devido ao elétron j, na posi¢@o do elétron
2

i, € dado por |u

Edl’ ;- A integrac@o nas coordenadas angula
P

res do elétron j nos permite obter o potencial eletrostatico devido a
casca esférica (de raio r)) resultante da carga do elétron j, na posigéo
do elétron i. Esta ‘média esférica’ é consistente com o modelo do
campo central. Visando levar em conta todos os raios possiveis da
casca esférica do elétron j também devemos integrar esta expressao
em r;, 0 que resulta em:

ke J.J~ ‘ "r[/ my;

ity m,

—dQ, ’3‘2 dr;

em que d€Q; = senf dB d¢,. Utilizando a expansdo de 1/r; em harmo-
nicos esféricos (ref. 4, p. 369)

I r'
TELY Gy @Y 6,0) T
T >

(r_ e r, correspondem, respectivamente, a0 menor e ao maior entre
os valores de r, e r), e substituindo na expressao anterior obtemos

1 o 2nm
4nke2;(2[—+1)x,m,(e,.,¢,»>ﬂg | Yo ¢>d9} o 7y,

Como podemos observar, este potencial € independente da direcio
do raio vetor do elétron j. Para tornd-lo independente das direcdes
dos dois elétrons (i e j) devemos integrar esta expresséo nas coorde-
nadas angulares do elétron i e, para fins de normalizagdo, dividir o
resultado por 47 (esta abordagem também € considerada na ref. 3,
p- 311), o que resulta em:

D3 i LR [Hu G ¢>d9} o1y,

Porém, sabemos que Y, 0,9, = 1N4m = Y,,(6,0,). Logo, Y,
(ei’q)i) Yo,o(e

,¢;) = 1/4n. Com isso a expressdo anterior se torna

my

kX Gl B @, <e,,¢,)d9,f[fnj u

DATICHNS )dQ} o rdr,

£m, 5
nitm j

(2(+1)

Devido a ortonormalidade entre os harmonicos esféricos obtemos

4nkezz (2“1)5[06”0 {

2nm

[}

(

/m,(e/»cb) 00,9, )dﬂ} rdr,

Uy gm,
i

Quim. Nova
o que resulta em
w[2n 2, 1 w[2nn 1
4rrkeJ.“ |29 )’0.“(91,(1)/))’"‘0(6/,¢/)der—r/zdrj = ke.[ﬁ [t m dQlTrzdr
oLoO 0 [ >

> ,,,()

Uma vez que |u = | o (9,,¢,)|A0btemos o seguinte

resultado:
o[ 2nm

kej{
0oLO0O

lizacdo dos harmonicos esféricos. Os limites de integragdo podem

ser subdivididos em dois, um de 0 a r, (para ;< r) e o outro de r; a
oo (para r; 2 r,), o que leva ao seguinte resultado final:
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