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Educacao

THE HYLLERAAS METHOD FOR TWO ELECTRONS ATOMS. The quantum mechanics of two electrons atoms, as suggested
by E. A. Hylleraas in the period between 1928-1930, is discussed in the present work. Hylleraas introduced explicit correlations in
the wavefunction by treating the coordinates between the electrons as an independent variable of the problem, an approach that gives
very precise energy values. Solution of the problem is given for one, two, three and six basis functions, as in the original work. The

solution is also carried out with 140 basis functions, showing that the energy for two electron atoms can be calculated with seven

significant figures. Numerical methods presented here are accessible to undergraduated level students.
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INTRODUCAO

Egil A. Hylleraas publicou, entre 1928 e 1930, uma serie de trés
artigos' em que trata da mecénica quintica de dtomos de dois elé-
trons. Resultados extremamente precisos, com um desenvolvimento
relativamente simples, podem ser obtidos por essa abordagem. A
correlagdo entre os elétrons € introduzida de forma explicita na fungio
de onda, considerando ndo somente as coordenadas elétron-nicleo,
mas também a coordenada relativa entre os elétrons. Ao escalonar
a funcdo de onda, Hylleraas simplifica consideravelmente o cédlculo
variacional, pois o pardmetro variacional aparece na forma quadrética
e linear, ao contrario da forma exponencial. A versdo em inglés do
trabalho de E.A. Hylleraas pode ser encontrada nas referéncias.**

A histéria da mecanica quantica de dtomos de dois elétrons é
contada pelo préprio Hylleraas no excelente artigo autobiogréfico,
Reminiscences form the Early Quantum Mechanics of Two-Electron
Atoms.® O cdlculo da energia de dtomos de dois elétrons foi um teste
crucial para dar credibilidade a mecanica quantica, pois resultados
corretos ja haviam sido obtidos para o d&tomo de hidrogénio por E.
Schrédinger no seu trabalho original da mecénica ondulatéria’ e por
W. Pauli usando a mecénica matricial.”!’ Era natural que se pergun-
tasse como seriam os resultados para dtomos de dois elétrons e essa
era a pergunta que E.A. Hylleraas tentava responder.

O presente texto € baseado nos trabalhos originais de Hylleraas,
com a intencdo de tornar esses trabalhos mais acessiveis para estu-
dantes de graduag@o. Apds uma introdug@o teérica do hamiltoniano
nas coordenadas de Hylleraas, o cdlculo da energia do dtomo de
hélio € realizado com uma, duas, trés e seis fun¢des de base, como
tratado originalmente. O cdlculo das integrais nessas coordenadas €&
feito, com exemplos em uma dimenséo, para ilustrar integrais mais
elaboradas, resumidas nas equagdes de Chandrasekhar-Herzberg.!!
As energias calculadas serdo comparadas com os resultados estabe-
lecidos em 1966 por Frankowski e Pekeris'*> que obteve o resultado,
E =-2903724377 au, com todos algarismos significativos.

Para efeito de comparag¢do com o trabalho original, toma-se a
energia de referéncia em E = -2,9037 au, pois os cédlculos em 1929
foram feitos nessa precisdo. Entretanto, um resultado para 140 funcoes
de base sera discutido e comparado com o trabalho de Frankowski e
Pekeris. Os métodos numéricos aqui apresentados sdo acessiveis a um
estudante de graduagio, possibilitando de forma simples a reproducio
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do trabalho original de Egil A. Hylleraas.

COORDENADAS DE HYLLERAAS E ELEMENTOS DE
MATRIZ

Com as coordenadas cartesianas dos dois elétrons denotadas por
(X1, V1, 21) € (X5, V5, 25), 1, € T, as distancias dos elétrons ao nicleo e 7,
a distancia entre os elétrons, Hylleraas define as novas coordenadas,

_ _ [ 2, 2 2 2. 2
S=5n+r, —\/x1 +y; +2z +\/x2 +yy +2z;

2. 2. .2 2. 2. .2
t:rl_rz:\/x1+y1+zl —\/x2+y2+22 (1)

U=r, :\/(xz_x1)2+(Y2_y1)2+(zz_zl)2

transformando, assim, um problema originalmente em seis coordena-
das para trés coordenadas relativas. O cdlculo do hamiltoniano nessas
novas coordenadas requer uma transformagao de coordenadas, seguin-
do uma ldgica andloga a apresentada em textos basicos de quimica
tedrica.'*!* Nas coordenadas de Hylleraas o hamiltoniano tem a forma

; (az & azj 4s 0 4

__ (o, o o 0 20
os*  or  ou’

- —+
s =t 0s -1 0t uodu 2)
22 2 2_ 2 2
_25 u2 t2 0 _2£ u2 s2 0 _4z 2s2+l
ul\ s~ —t~ ) Osou ul\ s~ —t~ )otou sT—1t" u
com o elemento de volume igual a, dv = u(s* — *)dsdtdu, com 0 < ¢
Su<s<oo,

Os autovalores da equacio de Schrodinger, Hy = Ey, serdo de-
terminados pelo método variacional linear. Nesse método a funcao de

onda total y € expandida nas funcdes de base, f;, na forma y = chf
i
e os coeficientes sdo otimizados para minimizar a energia total, isto

c . . . OF .
é, procura-se satisfazer a condigao, 2 =0, (=1, ...,n). Procurar a
i

solucdo nio trivial desse minimo € equivalente a estabelecer as raizes
do determinante, |H — ES| = 0, com H; = [ fHf.dv e S, = | ff.dv. Para
n funcdes de base as matrizes simétricas envolvidas terdo dimensdo
n x n, podendo-se dizer que o problema foi representado com n
fungdes de base, ou seja, um problema de n estados. Para maiores
detalhes do método variacional linear o leitor deve consultar livros
bésicos de mecénica quantica.'*
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Por ser o problema linear, constantes comuns, como no elemento
de volume ou nas fungdes de base, ndo precisam ser consideradas.
Para se estabelecer os elementos de matriz do hamiltoniano na base
desenvolve-se a expressao, ff,ﬁf/-dv + ,f]_‘/Hf,dv, Ao se usar a condi-
¢do de contorno da fun¢@o de onda juntamente com a propriedade
hermitiana do operador, retira-se'?

H, jdsjdujdz[
+s(u2—12){aﬁafj+af’%}
Ou O0s Os Ou

3)
o5, 7,
*f(sz‘”z){auaﬁatau}

—(4Zsu +1* —sz)fiﬁ)

9.9

)Ff,- %Jr
ot Ot

L9,
Os Os

Oou Ou

Para uso posterior, define-se

jdcjdujdt u( 6f 8] 6]‘,.%4_6]?%
M, 6s Os Ot 0t Ou Ou

2 )9 Y Y
+s(u ! ){811 Os +6s 8u} “)

+t(s2 —uz) %%4.%%
Oou Ot Ot Ou

L= faf auf ar(azone 2 -5)1)) ®
0 0 0

N, =Tdsjdufdt(u(sz_,z)ﬁﬂ) (6)

observando que os elementos de matriz da energia cinética sdo dados
por M, da energia potencial por —L;, enquanto os elementos de matriz
da integral de superposi¢do equivalem a N;;. Os elementos de matriz
do hamiltoniano total serdo, por conseguinte, equivalentes a H; = M;
— L;. A notagdo usada para as matrizes de energia cinética, energia
potencial e integral de superposi¢ao € a mesma do trabalho original.

As trés matrizes , e serdo utilizadas no célculo da energia de

atomos de dois elétrons. As fungdes propostas por Hylleraas? foram

] (s,t,u)= 675/220'1,""5 "u” z Dy S D
Imn Imn

com

fom=€ T (8)

sendo a funcdo de base. Os inteiros /, m, n sdo positivos, com m
podendo assumir somente valores pares. A notacio f,,,= (nlm),
indicando os expoentes nas varidveis s, ¢ e u, serd também utilizada
ao longo do presente trabalho. Por exemplo, £, , = e~ ouf, , = e~ u.

ESCALONANDO A FUNCAO TOTAL

Sabendo-se que a energia cinética se escalona como k> e a ener-
gia potencial como k pode-se substituir s = ks, t = kt € u = ku, para
transformar a func¢@o de onda na forma

v (ks,kt, ku)=e™>"d, (ks (kt )" (ku)' )

Imn

Quim. Nova

com a consequente equagdo secular
KM -kL—-EN|=0 (10)

A forma escalonada da funcdo de onda simplifica muito o
célculo tedrico, pois 0 pardmetro aparece no determinante e nio
explicitamente na funcio de onda, além de satisfazer implicitamente
o teorema do virial.*

Todas as integrais envolvidas para o estabelecimento do calculo
variacional serdo analiticas e do tipo,

ni [+m+n+2)!
l _ s l,m ndd d — ( 11
[,m,n] J(_][(.!. e s't"u"dtduds —(m+1)(m+n+2) (11)

A prova dessa relacdo € simples, bastando observar que as pas-
sagens envolverdo as integrais elementares

Te xPdx =p!
0
b

) pHl
J~ b

0

(12)

A generalizacdo dos elementos de matriz para o hamiltoniano e
para a integral de superposi¢do € possivel. Entretanto, antes de abordar
essa generalizag@o, ilustra-se o cdlculo das integrais para alguns casos.

CALCULO DA ENERGIA COM UMA FUNCAO DE BASE

Para o problema unidimensional, com a fungéo de base f; , = e,
desenvolve-se

H, J.dsj.dujdt[u —t )(afomj +( -1 —4ZS”)foooJ
= lese"‘jdu]idtu (s2 - t2)+ Tdse”‘jdu]idt (s2 - - 4Zsu) (13)
4 0 0 0 0 0 0

=8-(322-10)

(A

N, = ]Edsj[ du]. dte”*u (s2 -1 )=T dse™ j duu [szu - u}]
0 0 0 0 0 3

= Idse"Idu(szuz —Lf;j = %Ie"‘ssds = 4;55! =32

mostrando que, para o caso do atomo de hélio (Z = 2), M = 8,
L=32x%x2-10=54, N=32. Portanto, de acordo com a equagdo geral
(10), tem de se resolver a equacdo 8k*> — 54k — 32E =0, ou

8k*— 54k

52732 15)

(14)

. . ~ A Lo OE
O minimo da energia em relacdo ao parametro variacional, % =0,

fornece k e, por conseguinte, E(k

1

2
min = ? i) =—2,8477 au.

2
Esse resultado € igual a E = —(2 —%] = —(1,6875)2 =-2,8744au ,

como obtido em livros basicos de mecénica quantica.' Entretanto,
enfatiza-se que o caminho aqui apresentado, seguindo o trabalho de
Hylleraas, simplifica consideravelmente os cdlculos, pois o pardmetro
variacional aparece como k® e k, e ndo no exponencial da fungéo de
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onda, como j4 enfatizado. Observa-se que o significado de k/2 € o
mesmo de Z,,, a carga atomica efetiva.

AS EQUACOES DE CHANDRASEKHAR-HERZBERG

Expressoes analiticas para as matrizes M, L e N sdo possiveis
para qualquer conjunto de expoentes /, m, n na fungdo de base f,,,
= ¢%fmu". O caso geral pode ser encontrado no trabalho origi-
nal de Hylleraas, mas de uma forma mais diddtica no trabalho de
Chandrasekhar e Herzberg.!!

Definindo-se ay =1, + [, a, =L, + [+ l,a, =L+ [+ 2,a; =, +
l;—1,a,=1+[;— 2, com expressdes semelhantes para m (letra b) e
n (letra ¢) tem-se

M, = (lilj —mm; +ln,+nl,—mn, —mjn,.)[ao,bo, o]
—O,S(Ii +1+n+n, )[al,bo,c1 ]—(nlnj +hn,+nl, )[ao,bz,q]

+(n,.nk/. +mn; +mn, )[az,bo,c3]+ 0,5(1,. +1 )[a3,b2,c1] (16)
+0,5 ni+n/.)[al,b2,c3]—lil/. [a4,b2,cl]+m,.mf [a,.5,.¢]
+0,25 [ay, by, ¢, | =0,25[ay, by, ¢, |

L,.j=4Z[a1,b0,c]]—[a2,b0,co]+[ao,bz,cl] a7
N, =[a,,b,.¢, ]-[ay.b,.¢, ] (18)

com [a, b, c] ja definido. No que se segue essas trés equagdes serdo
denominadas de relagdes de Chandrasekhar-Herzberg. A prova dessas
relacdes envolve uma dlgebra trabalhosa e longa, com utilizacao do
resultado da equagdo (11).

Para um exemplo da aplicag@o das relacdes de Chandrasekhar-
Herzberg considera-se o cdlculo do elemento de matriz N,;, como
desenvolvido na equagdo (14). Nesse caso, [, =m, =n, =, =m, =
n,=0e

5! 5!
N, :[2’0’1]_[0’2’1]:§_R:40_8:32 (19)

confirmando o resultado feito diretamente por integracio, equagio
(14). Os elementos de matriz podem ser calculados de forma andloga.
Um programa geral para calcular essas matrizes conterd por volta de
20 comandos, como desenvolvido pelos autores do presente artigo.

SOLUCAO PARA DUAS FUNCOES DE BASE

As trés matrizes necessdrias para o cdlculo variacional na base
{e*?, e?u} sdo dadas por

8 25 54 208 32 140
M= L= N= (20)
25 128 208 1012 140 768

o que pode ser confirmado pelas equacdes de Chandrasekhar-
Herzberg. Pela equacdo basica deve-se resolver o determinante

i 8 25 i 54 208 z 32 140
25 128 208 1012 140 768

Uma solucdo analitica desse problema de dois estados pode ser
desenvolvida, resolvendo-se o problema quadratico em E:

=0 @1

4976F* — (3240k*> — 15616k)E + (399k* — 4608k° + 11384k =0 (22)

Que admite solugdes
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Eh) = 1952k +405k i2\/31k2\/414664k 6168k +11245 (23)

J4 que k € positivo, tem-se para a raiz de menor valor:

—1952k +405k> — 246k1664k> — 6168k + 11245
B = 1244 (24

O minimo de E(k) fornece K,,;, = 3.6994 com E,;, =-2,8911 au,

coincidindo com o resultado de 1929. Essas equagdes quadraticas
ndo aparecem no trabalho original de Hylleraas, mas o problema
certamente foi resolvido dessa maneira.

E importante observar que esse resultado analitico é simples e
fornece uma precisdo maior do que cdlculos numéricos em estrutura
eletronica. O limite Hartree-Fock para o dtomo de hélio foi calculado,
usando uma base de alta qualidade, e € estabelecido em £ =-2,8616
au, um resultado pior do que o aqui encontrado.

CALCULO DA ENERGIA COM TRES FUNCOES DE BASE

Para trés estados com a base, fyy, = €2, fyo; = ue™?, fu,, = fre7,
¢é necessdrio resolver

8 25 48 54 208 348 32 140 192
k*| 25 128 292 |-k|208 1012 2048 |-E|140 768 1232 =0 (25)
48 292 1920 348 2048 8592 192 1232 4608
Para esse problema pode-se escrever a equagao do terceiro grau
e resolvé-la pelo método de Cardano,'> mas como a expresséo obtida

nao e trivial, decidiu-se tomar outro caminho numérico.
Desenvolvendo-se o determinante, obtém-se

F(E)=a(k)E +b(k)E* +c(k)E-+d (k) 26)
com

a(k)=—12279808

b(k) =14526464k>-59882240k

c(k)=—(5130752k"~ 45141888k’ + 93159424k" ) @n
d (k)=489856k" ~ 7321840k’ + 32800768k " - 45246528k

A raiz desse polindmio, que serd a solu¢ido do problema, foi
calculada pelo método de Newton:

_p J(&E)
E, . =E, f'(E)

(28)

Com f’(E):Z%=3a(k)E2+2b(k)E+C(k), Com a condi-

¢do inicial de Bohr (-3 au)'® e k = 3,69 obteve-se E = —2,9024 au,
com apenas cinco iteragdes. Novamente esse resultado foi obtido
por Hylleraas em 1929.% O resultado € surpreendente: a solug¢do de
um problema com trés fungdes de base ja fornece trés algarismos
significativos se comparados com os exatos.'?

O PROBLEMA DE SEIS FUNCOES DE BASE

Hylleraas resolveu também o problema com as seis fungdes de
base

{6—5/2’ e—xlzu7 e—.y/212’ e—.y/Zs’ e—.\'/ZSZ, e—\'/2u2}
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Para facilitar o uso da teoria apresentada e tornar o presente
trabalho mais diddtico, sdo apresentadas as matrizes para essa base

8 25 48 32 144 96
25 128 292 135 800 700
48 292 1920 288 1920 1920
M = (29)
32 135 288 176 1056 672
144 800 1920 1056 8064 4992

96 700 1920 672 4992 4992

54 208 348 270 1620 1012

208 1012 2048 1248 8736 5952

I 348 2048 8592 2436 19488 14128 30)
270 1248 2436 1620 11340 7084

1620 8736 19488 11340 90720 56672

1012 5952 14128 7084 56672 41040

32 140 192 192 1344 768

140 768 1232 980 7840 5040

N o 192 1232 4608 1536 13824 9216 31)
192 980 1536 1344 10752 6144

1344 7840 13824 10752 96768 55296

768 5040 9216 6144 55296 38400

Como esses calculos eram feitos em 1929? O préprio Hylleraas
responde, no seu artigo autobigrafico: os calculos numéricos foram
realizados em uma maquina de calcular Mercedes-Euclid, cuja figura
pode ser apreciada em livros sobre a historia da computacao,'” que
também dava choques quando os cdlculos eram realizados (... with
the faculty of giving out not only veritable acoustic waves, but even
respectable shock waves).®

Um programa numérico (em Matlab), de somente uma linha,
pode reproduzir esse trabalho gigantesco de 1929. Se essas matrizes
sdo substituidas no programa

m=[...],1=[...],n=[...],f=@(k) min(eig(k*k*m-k*1,n)),
km=fminsearch(f,3), e=f(km)

obtém-se k,,;,,=3,5113 ¢ E,,;, =—2,9033 au, um resultado preciso com
4 significativos, confirmando o trabalho de 1929.

O programa apresentado se presta para qualquer dimensao. Para
ilustrar, considere m = [8]; [ = [54]; n = [32], obtendo-se o resultado
ja calculado. Com esse mesmo programa e com as matrizes corres-
pondentes, incluindo todos os termos na expansio ate os expoentes
maximos 1, = 3, m,, = 8 e n,,, = 6, tamanho da base igual a 140,
calculou-se k,,, = 3,983178 e E = -2,903724 au, indicando uma
precisdo de sete significativos. A Tabela 1 resume os resultados dos
célculos do presente trabalho.

Tabela 1. Energias do d4tomo de hélio nas varias bases. Nimeros em negrito
indicam a preciso dos resultados

Base Resultado calculado Erro/%
{2 e} —-2,847656 2
{e™",ue~"} -2,891120 0,4
{e™ue™" rPe} -2,902432 0,04
(e, ue~? e se" 5% u? e} -2,903329 0,01
{e™2ue ™ e, u'ts’e} -2,903724 0

Quim. Nova

RESULTADOS E DISCUSSAO

O trabalho original de Hylleraas sobre o cédlculo da energia no
atomo de hélio foi apresentado e discutido de forma diddtica. Os
resultados foram apresentados para as mesmas bases empregadas
em 1929 e adicionalmente com 140 fung¢des de base.

O cdlculo com um conjunto de funcdo de base, {e™?, ¢*?}, é
equivalente ao cdlculo apresentado em livros textos de mecanica
quéntica, apesar de uma abordagem mais simples. Com a base {¢™?,
e*"u} obtém-se um resultado analitico e simples, com uma precisao
maior do que o limite Hartree-Fock para esse sistema, calculado em
E =-2,8616 au. Esse resultado serve também como um teste para
o modelo do campo central com um determinante, empregando-se
a base gaussiana.

Uma base simples, como a de Hylleraas, ¢ superior a um cdl-
culo computacional nessa aproximagao, pois as funcdes de base de
Hylleraas, ao contrario da aproximagao com um determinante, levam
em conta a correlacdo explicita entre os elétrons, ao se incluir # como
variavel da funcio de onda.

O resultado cldssico de Hylleraas € obtido com trés e seis estados, ja
fornecendo trés e quatro algarismos significativos, respectivamente. Ao
se aumentar o tamanho da base a precisdo tende a aumentar e obteve-se
sete significativos com uma base modesta, de 140 fungdes de base.

Para apreciar ainda melhor os resultados obtidos, calculou-se a
energia do hélio pelo método MRCI, extrapolando para o limite de
base completa, obtendo-se E =-2,903784 au, teoricamente uma base
infinita. Ainda assim o resultado com seis funcdes de base fornece
um algarismo significativo a menos do que esse resultado com base
infinita.

Célculos foram realizados para outros dtomos de dois elétrons
com a mesma base de 140 termos. Para a sequéncia H-, Li*, Be** e
B¥* foram obtidos, respectivamente, os resultados para as energias,
—0,527750 au,-7,279913 au, -13,655565 au e —22,03097 au. Todos
os resultados se encontram com sete algarismos significativos.

Varia¢des do método discutido podem ser adaptadas, como por
exemplo uma andlise sensitiva das func¢des de base. Qual a impor-
tancia relativa de cada termo na expansdo seria uma pergunta facil de
se responder com o formalismo aqui apresentado. Os cdlculos para
os sistemas apresentados servem também para elucidar a equacgio
apresentada por Hylleraas:

E=-7 +% —0,15744 + 200876 —70’052274

O resultado pode ser verificado, fornecendo trés algarismos sig-
nificativos. A série pode ser aumentando para se obter um resultado
mais preciso, usando-se os dados fornecidos no presente trabalho.

O método de Hylleraas aqui discutido pode ser ensinado em
cursos basicos de quimica quantica, especialmente no que se refere
a aplicagdo do método.
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