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Resumo

Neste trabalho estudamos o nimero de 6timo de classificagfes independentes por unidade produzida
supondo que haja dois tipos de erro: o tipo | no qual classifica-se um produto como n&o-conforme
quando €ele na realidade ndo é e o tipo Il no qual classifica-se um produto como conforme quando na
realidade é ndo-conforme. Desenvolvemos um modelo econdmico para minimizar o custo médio total
em func&o dos erros de classificacdo e do custo de cada classificagéo.

Palavras-chave: controle de atributos; erros de classificacdo; custo médio total.

Abstract

In this paper we study the optima number of independent classifications on each produced unit when
there are two types of classification errors: the type | error where a product is classified as non-conform
when actudly it is conform, and the type Il error where a product is classified as conform when
actualy it isn't. We develop an economic model to minimize the total expected cost as a function of the
classification errors and the cost of each classification.

Keywords: control of attributes, misclassification, total expected cost.
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1. Introducdo

FreqlUentemente, as caracteristicas de qualidade ndo podem ser representadas de maneira
conveniente numa forma numérica. Em tais casos é razoavel classificar cada produto (ou
caracteristica de cada produto) inspecionado como conforme ou ndo-conforme. Essa é a
situag@o quando a qualidade em consideracdo é o alinhamento de um eixo, a verificagdo da
soldagem das juncdes de um circuito integrado ou a verificagdo de unidades de discos
rigidos. Tratam-se de situagdes comuns no controle estatistico da qualidade para atributos. O
problema é que a inspecdo é realizada supondo que o sistema de classificacdo é perfeito,
apesar de nem sempre podermos considerar essa hipGtese como verdadeira. Burke et al.
(1995), Gramopadhye et al. (1996), Johnson et al. (1991) e Kemp & Kemp (1988) mostram e
exemplificam que os erros de classificagdo podem comprometer seriamente o processo de
avaliacdo da qualidade de atributos.

Neste trabalho tratamos de testes cujas classificagbes podem apresentar erros. Estamos
considerando que dois tipos de erros sdo possiveis: um é o erro de classificagdo tipo Il no
qual classifica-se um produto como conforme sendo na realidade néo-conforme; outro é o
erro de classificagdo tipo | no qual classifica-se um produto como ndo-conforme sendo na
realidade conforme. A questdo aqui ser4 de como melhorar o desempenho dos testes de
qualidade através da diminuicéo dainfluéncia dos erros de classificacéo.

Greenberg & Stokes (1995) apresentam um modelo que pode ser adaptado para determinar o
nimero 6timo de classificagBes repetidas considerando apenas a presenca do erro tipo |I.
Quinino et al. (1999) sugerem realizar m (Mm>0 e inteiro) classificagdes independentes por
produto fabricado e considerar como classificacéo final do produto aquela que corresponder
a maioria dos resultados obtidos. Elaboram uma fungdo de custo e propem um método de
determinacdo do valor de m que minimize o custo esperado. Neste trabalho modificamos o
critério de decisdo de Quinino et al. (1999) de tal forma a diminuir o custo médio esperado.
Além disso, propomos um critério de busca exaustiva com um limitante superior para
determinagdo dos parémetros 6timos, ideais no sentido econdmico, menor do que aqueles
discutidos por Quinino et al. (1999).

A estratégia que propomos para resolver o problema apresentado é realizar m (m>0 e inteiro)
classificagdes independentes por produto fabricado e considerar o produto conforme se o
ndmero de classificagdes independentes conformes for superior ao valor a=|bm|, onde b é

uma varidvel auxiliar com 0<b<1 e |bm| indica o maior inteiro inferior ou igual abm. Tal

procedimento pode minimizar as classificagbes incorretas, mas também pode tornar o
processo economicamente inviavel. Sendo assim, ha necessidade de um modelo que indique
qual o nimero 6timo de classificagcBes independentes repetidas e 0 respectivo critério de
decisgo.

O restante do trabalho é dividido em trés secbes. A secdo 2 descreve o modelo probabilistico
adequado. Na secdo 3, discutimos o modelo de custo para determinacdo do ndmero 6timo
de classificacOes repetidas independentes. Derivamos um limitante superior para
determinac@o do nimero 6étimo de classificages repetidas. Uma aplicacdo numeérica com
implementagdo computacional do modelo proposto € apresentada na se¢do 4. Finalizamos o
trabalho com algumas discussdes que podem ser relevantes para novas aplicactes e trabalhos
futuros.
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2. Modelo Probabilistico

Suponha que n produtos segjam classificados em conforme ou ndo-conforme. Seja p a
probabilidade de que um produto qualquer seja fabricado conforme, e; a probabilidade de
gue um produto conforme seja classificado como n&o-conforme em uma Unica classificacdo
e & a probabilidade de que um produto ndo-conforme sgja classificado como conforme em
uma Unica classificaco.

Considere que cada um dos n produtos seja classificado independentemente m vezes.
Considere G;; (i=1,...,n; j=1,...,m) como uma variavel 0-1, correspondente ao ij-ésimo evento,
isto &, aj-ésima classificacdo do i-ésimo produto; C; também uma variavel 0-1, correspon-
dente a classificagdo final do i-ésimo produto apos as m classificagdes independentes.

Neste trabalho, estaremos considerando que o i-ésimo produto sera julgado conforme, C; = 1,

m
seesomentese > C; >a,i =1,..,n. Quinino et al. (1999) consideram o produto conforme
=1

m
e >G> |05m|,i =1,..,n. Assim, trata-se de um caso particular do modelo que estamos
j=1

aqui propondo com b = 0,5.

Os resultados tipo Bernoulli C; sdo independentes e identicamente distribuidos. Definindo E;
(i=1,...,n) como uma variavel 0-1, correspondente ao estado real de fabricacdo do i-ésimo
produto e utilizando o teorema da probabilidade total podemos expressar Pr[Ci=1] da
seguinte forma:

Pr[C; =1]=PI[E, =1 PI[C, =1/E =1]+Pr[E =0]P[C, =1/ E, =0]
a m X m—Xx a m X m—Xx (21)
= p{z (Xjel(l—el) }(1— p){l— ;(XJez (1-e,) }

x=0

Utilizando a notacdo B[ d; e; f] para uma funcéo distribuicdo Binomial, com parémetrosd e e,
calculada no ponto f, temos

Pr[C, =1]= pB[me;a+ (1- p)(1- B[me,;a]) (2.2)

3. Modelo para Minimizacdo de Custos

Consideremos ¢, o custo de classificar um produto uma Unica vez, ¢; 0 custo de
erroneamente julgar um produto conforme como nao-conforme e ¢, 0 custo de julgar
erroneamente  um produto ndo-conforme como conforme. Assim, se ndo houver
classificagdes (m=0), o custo médio total (E,,) € dado por

Ena(p.€,8)=n(l-p)c,, m=0. (2.3)

Em sintese, estamos considerando que toda a producéo é conforme e por consegiéncia
somente o erro tipo |l pode estar presente. O nimero médio de produtos ndo-conformes no
mercado seran(1-p).

Ja para n produtos, cada um classificado m>0 vezes, podemos expressar o custo médio total
(Ema) COMO

Pesquisa Operacional, v.22, n.1, p.1-8, janeiro a junho de 2002 3



Quinino & Suyama - Numero 6timo de classificacdes independentes com erro na avaliagdo da conformidade de produtos

Enna(P,€,€,) = MG+ NPIE= PC, =0/ E =Jc, +nP{E=0IPIC, =1/ =0lc,

= nmce+npB[m (16, ); alc, + n(1- p) (1- B[me,;a] )c,, m>1e0<a<m. @4

onde B[m;(1-¢);al=F, representa a probabilidade de considerar erroneamente um
produto conforme como ndo-conforme e 1— B[m;e,z; a]= F, representa a probabilidade de
considerar um produto ndo-conforme como conforme.

O problema que estamos considerando se reduz a determinar os valores de (m";a’) que
satisfagam a equagdo (2.5) ou semanticamente, os valores (m”;a°) cujo custo médio total
(Ema) S§@aminimo, considerando todos os me a vélidos.

(ma’)=arg min {E,.(p.& &)} (2.5)

a:’|_§mj

A solucéo de (2.5) é bastante complicada uma vez que (2.4) é discreta e possui somatérios
dependentes de m. Tudo isto nos levou a desenvolver um procedimento exaustivo. Por sua
caracteristica intrinseca, os procedimentos exaustivos devem trabalhar juntamente com
limitantes, fazendo com que a busca se processe em um intervalo finito de pontos. Assim
sendo, nas proposi¢des que seguem, reduziremos 0 nimero de candidatos aptos para m” e
consequentemente para a® umavez que a’ =bm’.

Para erros de inspec@o muito pequenos, o valor de m que minimiza (2.5) serdm=0oum=1,
conforme a proposicéo 1.

Proposicéo 1. Se os erros de inspegdo s80 muito pequenos, ou segja, e,e,—0, entdo
m =0 oum’ =1.

Prova. Para m=0, E;,(p,0,0)=n(1-p)c,. Para m>1, E ,(p,0,0)=nmc, pois
F, =0 e F, =1. Portanto, o menor valor de E, ,(p,0,0),m>1, & E ,(p,0,0)=nc,.
Logo, se E;,(p,0,0) < E ((p,0,0) entdo m’ =0; caso contrario, m" =1. [0

Devemos observar que E.,,(p,00) e E,,(pLl) indicam custos associados respectiva-

mente a um sistema classificador sem erros e aum sistema classificador onde se erra sempre.
Desta forma podemos interpreté-1os respectivamente como limitantes inferior e superior para

Ena(p.e.e).
Outro ponto importante a observar, proposicdo 2, € que se 0 valor m=0 minimiza
Ena(p,0,0), entdo minimiza também E, ,(p,€,e,) . Em conjunto com a proposicéo 1
significa que se (1- p)c, <c, entédo m" =0, quando ndo € viavel, considerando o custo
meédio total, realizar qualquer plano de inspegao.
Proposicdo 2. Se o valor m=0 minimiza E,,(p,0,0), entdo minimiza também
Ena(p.€,6).
Prova. Paa m>1, E,,(p.€,6) > Epna(p00), € de Eyo(p,€,6,) = Eyo(p.00)

resultaque E ,(p.e,&)—Eyo(p.&.6) > E,.(p.0,0)-E;,(p,0,0); olado direito &
ndo negativo se o valor 0 minimiza E,, ,(p,00). [0

4 Pesquisa Operacional, v.22, n.1, p.1-8, janeiro a junho de 2002



Quinino & Suyama - Numero 6timo de classificacdes independentes com erro na avaliagdo da conformidade de produtos

Diversos limitantes sdo possiveis de serem gerados para (m’;a’) , dependendo das hipéteses
assumidas com relacdo ao modelo e seus pardmetros. A proposicdo 3 abaixo fornece um
limitante bastante aberto, no sentido de que nenhuma hipétese foi considerada na sua
elaboracao.

Proposicéo 3. Existe um limitante superior para m® dado por:

m < L=P)C (2.6)
Co

Prova. Queremos m’ tal que E . _.(p.e,&)<E;.(p.e,&), m=20. Mas
Emovao(p,0,0)g Emg’ao(p,el,ez). Assim, Emc’ag(p,0,0)ﬁ Eoo(p.€,€), ou sga

nm°’c, <n(l-p)c, = m <(1-p)c,/c, [

O limitante proposto por Quinino et al. (1999) foi m" <1+[pc, + (- p)c,]/Cy. Assim,
facilmente observamos que este é superior ao definido em (2.6). O problema consiste entéo
em verificar qual m e a, que satisfazem (2.5) e (2.6).

4. Aplicacdo Numérica

O exemplo descrito a seguir é uma adaptacdo de uma consultoria, realizada em 1997, para
uma grande empresa multinacional do setor de eletrénicos, com filial no Brasil, que fabrica
placas-mée para computadores. O modelamento inicial foi baseado em Greenberg & Stokes
(1995) e discutido em Quinino et al. (1999). A empresa fabricava 1000 placas-mée por dia.
Segundo os Engenheiros da empresa, 0 sistema produtivo ndo era eficiente quando
comparado ao padréo internacional. Apresentava um percentual de placas defeituosas de 5%
contrauma médiainternacional de 2%.

Estes fatos geravam reclamacdes dos clientes e, conseqlente, reposicdo das pegas
defeituosas. Dados histéricos mostravam que a perda de clientes era minima e a demanda
apresentava um aumento continuo. Isto era decorrente do baixo preco adotado quando
comparado ao dos concorrentes. O objetivo da empresa a curto prazo era minimizar 0s custos
globais originados com a reposi¢éo das placas defeituosas. Neste sentido, a gestdo estratégica
da qualidade ndo era foco naguela ocasido. O custo médio com a reposicdo das placas
defeituosas era de 6.000,00 ddlares diarios 0 que representava um custo de 120,00 délares
por placa reposta.

Para tentar minimizar os custos de reposicdo, uma empresa de consultoria foi contratada.
Esta sugeriu que fossem realizados testes autométicos em todas as placas ja produzidas. A
estratégia foi aceita pela empresa que dispunha de tecnologia implantada capaz de realizar
testes ndo totalmente eficientes. Estes apresentavam um grau de acerto de 90% tanto para
placas defeituosas ou ndo. O custo de cada teste era de 1,00 ddlar e foi estimado pela
empresa que placas em bom estado julgadas defeituosas representavam um custo de 80,00
ddlares por placa. Adicionalmente, os testes podiam ser realizados repetidas vezes para uma
mesma placa.

No contexto deste trabalho podemos entdo considerar p = 0,95 a probabilidade de que uma
placamae seja fabricada conforme, e, =0,10 a probabilidade de que uma placa-méae
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conforme sgja classificada como ndo-conforme em uma Unica classificacdo e e,=0,10 a
probabilidade de que uma placa-mée ndo-conforme seja classificada como conforme em uma
Unica classificacéo.

Os responsavels pelo setor de plangjamento e producdo concordaram que o problema se
resumia em determinar o nimero ideal de classificacGes repetidas independentes (m) para as
placas-méae bem como o valor que define o critério de deciso (a). O objetivo era minimizar

0 custo médio total da produgdo didria. Para tanto, o departamento financeiro da empresa
confirmou os custos ¢, = $1,00, ¢; = $80,00 e ¢, = $120,00.

Como (1- p)c, > ¢, concluimos que o planejamento com inspegéo eraviavel. Assim sendo,
a pesquisa procedeu-se para todos os pares (m;a) de tal modo que 0<m<6, a=|bm| e

0<b<1 como requerido pela proposicdo 3. A metodologia proposta por Quinino et al.
(1999) define a pesquisa para os valores de m tal que 0 < m< 83, muito maior do que o da
pesquisa realizada neste trabalho. Para o clculo de (m’;a°) realizamos implementacdo

computaciona no software estatistico MINITAB. O programa pode ser obtido através de
solicitagdo direta com os autores.

A utilizagdo do programa implementado em MINITAB forneceu o m 6timo (m’) igual a2 e
0 a 6timo (a°) igual a 0. Esta politica de decisdo indica que o produto serd considerado
conforme se pelo menos uma das duas classificagBes repetidas independentes julgar o
produto conforme. O custo médio total desta politica de decisdo foi de $3.900,00. Observe
gue o procedimento tradicional de classificar somente uma Uinica vez produz um custo médio
total de $9.200,00, maior inclusive que o valor $6.000,00 referente a ndo realizar qualquer
plano de inspegdo. Quinino et al. (1999) utilizando a politica de inspegdo com migua a3 eo
aigual a1 obtiveram o custo médio total de $5.296,00. A Figura 1 mostra 0 comportamento
de E,.(p.€,&), m=0,a=bm. A Tabelal explicita os valores pesquisados.

walor Ctima = $5.296 00
[Quining et = (1999)]

Classificar Somente
Uma “ez = §$9.200,00

3
[

25000
Cuzto Sem Inspecio de

Pradutos = $6.000,00 A h
]
- | !
- | i
T 15000 ‘\\ 3
- i
Custo™-, !
t i —__','___—-
N i’
\\ 1
[
5000 N |
i | I
¢_\T\I\
I
2 1)
v

4
‘ Yalor Otimo =
$3.900,00

Figura 1 — Custo Médio Tota versus“m” e“a’
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Tabela 1 —Valores pesquisados “m” e“a” versus custos

Custo | Valores Pesquisados

$ m a
6.000,00 0 *
9.200,00 1 0
3.900,00 2 0
16.500,00 2 1
4.702,00 3 0
5.296,00 3 1
23.602,00 3 2
6.071,00 4 0
4.595,00 4 1
7.997,00 4 2
30.137,00 4 3
7.457,80 5 0
5.523,70 5 1
5.701,90 5 2
11.193,70 5 3
36.122,80 5 4
8.811,40 6 0
6.689,80 6 1
6.191,60 6 2
7.212,20 6 3
14.684,50 6 4
41.610,50 6 5

5. Conclusio e Consideracdes Finais

Erros de classificacdo podem causar um significativo impacto nas conclusdes sobre a
gualidade do processo de producéo e conseqlientemente aumentar o custo médio total de
todo o processo. Conforme este trabalho, realizar independentemente mais de uma
classificagdo por produto fabricado pode minimizar o custo médio total de todo o processo.
O modelo sugerido fornece o nimero 6timo de classificagdes repetidas por produto
conjuntamente com o numero G6timo de conformidades, a serem verificadas nas
classificagdes repetidas, para julgar o produto conforme. As varidveis necessarias para
implementagdo do modelo sdo de facil obtengo nos processos de fabricacio.

Sugestdo de extensdo deste trabalho pode ser realizada através da elaboracdo de uma nova
estratégia de decisdo. Esta consiste de realizar repetitivamente classificactes independentes
por produto até a verificagdo de c (inteiro e ¢ > 1) classificagbes conformes ou d (inteiro e
d>1) classificagdes ndo-conformes. O produto serda julgado conforme se for verificado ¢
classificagdes conformes ou sera julgado ndo-conforme se for verificado d classificacfes
ndo-conformes. Tudo isto torna o0 modelo complicado. O processo de classificacdo e decisdo
pode ser modelado como uma Cadeia de Markov redutivel com espaco de estados (s, j),
s=0,...,c;j =0,...,d, absorventes ou transitérios.
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