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Resumo 

As distribuições bivariadas de valores extremos surgem como distribuições limites de máximos 
normalizados. O objetivo na modelagem do comportamento assintótico probabilístico dos extremos é 
obter boas aproximações para a distribuição bivariada de extremos permitindo o estudo da ocorrência 
de eventos extremos simultâneos. Quando trabalhamos com amostras pequenas, surgem algumas 
questões relacionadas à precisão e qualidade das estimativas de máxima verossimilhança dos 
parâmetros e de outras quantidades derivadas dos modelos bivariados de valores extremos. Neste artigo 
utilizamos esquemas de reamostragem bootstrap e simulações Monte Carlo para acessar a variabilidade 
e construir intervalos de confiança para essas estimativas, visando estabelecer o quão confiáveis são as 
conclusões retiradas das análises feitas com esses modelos. Valores críticos para os testes propostos por 
Tawn (1988) são também obtidos através de simulações. 

Palavras-chave:  distribuição bivariada de valores extremos;  estimadores de máxima 
verossimilhança;  bootstrap;  simulações Monte Carlo. 

Abstract 

The non-degenerated limit distributions of normalized maxima are the so called bivariate extreme value 
distributions. When modeling the asymptotic probabilistic behavior of extremes the objective is to 
obtain good approximations for the bivariate extremes distributions allowing the investigation of 
simultaneous extreme events. Typically the sample sizes are small, and this raises questions related to 
the quality and accuracy of the maximum likelihood estimates of the parameters and other quantities 
derived from the models. In this article we use bootstrap resampling schemes and Monte Carlo 
simulations to assess the variability and to construct confidence intervals for these estimates, in order to 
establish how reliable are the conclusions drawn from the analyzes based on these models. Critical 
values for the tests proposed in Tawn (1988) are obtained through simulations. 

Keywords:  bivariate extreme value distribution;  maximum likelihood estimation;  bootstrap; 
Monte Carlo simulations. 
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1. Introdução 

As distribuições bivariadas de valores extremos surgem como distribuições limites de 
máximos (ou mínimos) normalizados. O objetivo na modelagem do comportamento 
assintótico probabilístico dos extremos é obter boas aproximações para a distribuição 
bivariada de extremos permitindo o estudo da ocorrência de eventos extremos simultâneos. 
Os modelos bivariados são muito úteis em aplicações práticas da teoria de valores extremos 
em diversas áreas, como, por exemplo, na análise da interação entre a velocidade do vento e 
altura de ondas, na análise do relacionamento entre a grandeza da temperatura e níveis de 
colheita e, em particular na área financeira, no estudo do comportamento conjunto de ativos 
compondo uma carteira, ou no estudo da dependência entre mercados de ações. A aplicação 
da teoria de valores extremos em finanças pode ser vista em Starica (1999), Embrechts 
(2000), entre vários outros. 

Estudada desde os anos 20, a teoria de valores extremos possui resultados importantes no 
caso univariado, como os obtidos por Fisher & Tippet (1928). Contudo, somente a partir dos 
anos 50 e 60 é que ocorreram avanços no caso bivariado através dos trabalhos de Gumbel 
(1954, 1958), Tiago de Oliveira (1958, 1962) e Sibuya (1960). Em Tawn (1988) vemos o 
desenvolvimento de modelos bivariados de valores extremos, como os modelos logístico e 
misto assimétricos. Recentemente, a modelagem de extremos multivariados tem recebido 
mais atenção, veja, por exemplo, Embrechts, de Haan & Huang (2000). 

De acordo com a literatura em valores extremos bivariados, a modelagem da estrutura de 
dependência entre os extremos pode ser feita via modelos paramétricos ou não-paramétricos. 
Os modelos paramétricos são de dois tipos: diferenciáveis e não-diferenciáveis. Os modelos 
paramétricos diferenciáveis são classificados em duas famílias: logística e mista, que por sua 
vez contêm modelos simétricos e assimétricos. A estimação dos parâmetros é em geral feita 
pelo método da máxima verossimilhança. Resultados sobre o comportamento assintótico dos 
estimadores de máxima verossimilhança, em particular nas fronteiras do espaço paramétrico 
relacionada com a independência, podem ser vistas em Smith (1985) e Tawn (1988), entre 
outros. 

Como estamos trabalhando com a teoria assintótica, algumas questões surgem naturalmente. 
Será que o tamanho das amostras é suficientemente grande para garantir uma boa qualidade 
dos ajustes? Ou, ao considerarmos medidas de dependência, qual a variabilidade de suas 
estimativas? Como essa variabilidade mudaria as conclusões feitas? 

Para responder as questões acima e obter a variabilidade empírica das estimativas pode-se 
usar esquemas de bootstrap e simulações Monte Carlo. O método bootstrap, proposto por 
Efron (1979), baseia-se em reamostragens a partir da amostra original. Essa técnica é 
especialmente útil para lidar com problemas estatísticos envolvendo amostras de tamanho 
pequeno e aqueles envolvendo estimadores cuja distribuição (exata ou assintótica) ainda não 
foi obtida. 

O nosso objetivo é acessar a qualidade e precisão das estimativas de máxima 
verossimilhança dos parâmetros e de outras quantidades derivadas dos modelos bivariados de 
valores extremos, dessa forma ajudando a estabelecer o quão confiáveis são as estimativas e 
as conclusões retiradas das análises feitas com esses modelos. É também de interesse 
investigar se existe ou não deteriorização dessas estimativas, no sentido de um aumento na 
variabilidade, se diminuirmos progressivamente o tamanho da amostra (de acordo com um 
certo critério, explicado na Seção 6). Em outras palavras, investigamos como se manifesta 
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nas estimativas, o trade-off que existe ao se melhorar a qualidade da aproximação da 
distribuição exata de extremos bivariados pela sua distribuição assintótica, mas perdendo na 
qualidade das estimativas de máxima verossimilhança. 

Na Seção 2 apresentamos os modelos paramétricos bivariados e suas propriedades. Na Seção 
3 discutimos o procedimento de estimação simultânea dos parâmetros marginais e de 
dependência. Na Seção 4 revisamos o método bootstrap e apresentamos os algoritmos 
utilizados nas aplicações. Na Seção 5 avaliamos a qualidade das estimativas de máxima 
verossimilhança considerando os extremos mensais. Calculamos intervalos de confiança 
bootstrap paramétricos e não-paramétricos e os utilizamos na avaliação das estimativas de 
máxima verossimilhança. Na Seção 6, repetimos todos os procedimentos da Seção 5, agora 
com amostras menores. Também avaliamos através de simulações Monte Carlo com 
esquemas de bootstrap a performance dos intervalos de confiança obtidos nas seções 5 e 6. 
Finalmente, na última seção, apresentamos nossas conclusões. 

2. Modelos Bivariados 

No caso univariado temos o resultado fundamental de Fisher & Tippett (1928) que fornece a 
distribuição limite dos máximos coletados em blocos. No caso bivariado temos um resultado 
similar. Para definirmos os máximos bivariados, sejam (Xi,Yi), i=1, 2, ..., variáveis aleatórias 

(v.a.) independentes e identicamente distribuídas (i.i.d.) em 2  com função de distribuição 
(f.d.) bivariada ,F . Seja 1 2,n nM M  o par de máximos coletados em blocos de tamanho 

fixo n em cada componente, isto é, 1 max , 1, ,n iM X i n  e 2 max , 1, ,n iM Y i n .

Assim como o resultado no caso univariado, se existirem seqüências de constantes 
normalizadoras 0, , 1,2in ina b i , tais que a f.d. conjunta 

1 1 2 2
1 1 2 2

1 2

Pr , ,nn n n n
n n n n

n n

M b M b
x y F a x b a y b

a a
 (1) 

convirja em distribuição para uma f.d. não degenerada W(x,y) quando n , então ,W

é uma distribuição bivariada de valores extremos. Neste caso cada marginal segue uma 
distribuição de valores extremos generalizada com as mesmas constantes normalizadoras. 

Diferentemente do caso univariado, no caso multivariado não existe uma família de 
distribuições paramétricas de dimensão finita para modelar a dependência entre os máximos. 
Supondo a existência de uma função de dependência, e baseados em restrições nesta função, 
vários modelos paramétricos (diferenciáveis e não diferenciáveis) foram propostos na literatura. 
Modelos para o caso mais simples de máximos bivariados são conhecidos desde Tiago de 
Oliveira (1958) e Sibuya (1960). Pickands (1981) estabeleceu a relação de estabilidade para 
v.a. exponenciais e propôs modelos para a função de dependência. Mais recentemente, 
modelos para extremos multivariados e aplicações foram investigados, por exemplo, em 
Coles & Tawn (1991), de Haan & Resnick (1993), e Ledford & Tawn (1997), entre outros. 

Os modelos investigados aqui assumem que as distribuições marginais sejam exponenciais 
unitárias. Antes de introduzir os modelos daremos as notações necessárias: Para qualquer f.d. 
F em , seja ( ) 1 ( )F x F x  a sua função de sobrevivência. Por simplicidade, denotaremos 

os máximos coletados em cada componente e em blocos de tamanho fixo n por M1 e M2 e 
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usaremos a mesma notação para os mínimos. Todos os procedimentos de modelagem e 
estimação desenvolvidos para os máximos podem ser aplicados aos valores absolutos dos 
mínimos. Então, para i=1,2, Mi segue uma distribuição de valores extremos generalizada, 
denotada por , , ,

i i i
H  ou iH , com f.d. conjunta ,W , e densidade conjunta ,w .

Seja 

1

1 , 1,2
ii i

i i i i
i

M
U T M i , o máximo transformado em v.a. exponencial 

unitária, com f.d. , 1,2iG i , f.d. conjunta ,G , e densidade conjunta ,g . Então 

exp , 0,i i i iG u u u  e de acordo com a relação de max-estabilidade para 

1 2 1 21, , ,
n

n G u u G nu nu , onde 1 2 1 1 2 2, Pr , .G u u U u U u  A densidade 

conjunta dos máximos originais 1 2,M M  é 1 2 1 2, , ,w m m g u u J  onde 

, 1,2,i i iu T m i J  é o Jacobiano da transformação, , 0, 0 1,i i i  e 

1 0.i i
i

i

m
 Notemos que as restrições em i  são necessárias porque as 

transformações iT  valem apenas para 0,i  e os procedimentos de estimação são válidos 

apenas para 1i  (Smith, 1985). 

Pickands (1981) mostrou que a função de sobrevivência conjunta ,G  pode ser escrita na 

forma 

2
1 2 1 2 1 2

1 2

, exp , 0, 0
u

G u u u u A u u
u u

 (2) 

onde a função convexa A  deve satisfazer certas condições (veja Pickands (1981) e 

Tawn (1988)). A  é a função de dependência das v.a. positivamente associadas U1 e U2.

Para v.a. absolutamente contínuas, a função A  possui, entre outras, as propriedades 

A(0) = A(1) = 1 e max ,1 1v v A v , para 0 1.v  Os dois máximos U1 e U2 são

permutáveis se e somente se A  é simétrica em torno de 1/2.

A correlação linear (positiva) entre U1 e U2 é dada por 
1

20
1.

dv

A v
 Uma medida de 

dependência alternativa é 2 1 1/ 2 ,A  a qual denotaremos por . A medida  assume 

valores entre zero (independência) e um (dependência completa). Ela é uma medida da 
dependência existente nos altos quantis (quantis associados com probabilidades perto de um) 
da distribuição bivariada dos extremos. Um ponto importante é que  se refere aos máximos 
(mínimos) transformados U1 e U2 e esta medida pode ser ligeiramente diferente para os 
máximos (mínimos) originais M1 e M2, uma vez que o coeficiente de correlação linear não é 
invariante sob transformações não-lineares. 

Dentre os modelos existentes na literatura para modelar a função A , destacam-se os 

modelos simétricos misto e logístico propostos por Gumbel (1960), e suas extensões 
assimétricas propostas por Tawn (1988). Eles são: 
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1. Modelo Misto Simétrico: 2
1 1, 0 1.A v v v  Independência corresponde a 0.

O coeficiente de correlação é 
3/ 2 1/ 2

1/ 2 1 1/ 2 1/ 21 1
1 1 1

4 2 2 4 2
sin

e .
2

 E, ainda, possui função de sobrevivência conjunta 1 2,G u u  dada por: 

1 2
1 2 1 2

1 2

,  exp .
u u

G u u u u
u u

 (3) 

2. Modelo Logístico Simétrico: 
1/

2 1 , 1.
rr rA v v v r  O valor r = 1 corresponde 

à independência e r = +   à dependência completa. Aqui 
1 2

1 2 1
1

r r r
 e 

1/2 2 r . A função de sobrevivência conjunta é dada por 
1

1 2 1 2,  exp .r r rG u u u u  (4) 

3. Modelo Misto Assimétrico: 3 2
3 1A v v v v ; onde 0, 1,

2 1, 3 0.  Se  = 0 teremos o modelo simétrico. Independência corresponde 

à  =  = 0.  Aqui, 
2 3

.
4

 A função de sobrevivência conjunta é dada por 

1 2 1 2
1 2 1 2 2

1 2

2
,  exp .

u u u u
G u u u u

u u
 (5) 

4. Modelo Logístico Assimétrico: 
1/

4 1 1 ,
rrr r rA v v v v  para 

0 , 1, 1.r  Este é um modelo flexível que contém outros modelos. Se  =  = 1

temos novamente o modelo simétrico. Independência corresponde à  = 0 ou  = 0
ou r = 1. Dependência completa corresponde à  =  = 1 e r = +  . Aqui 

1/
.

rr r  A função de sobrevivência conjunta é dada por 

1

1 2 1 2 1 2,  exp 1 1 .r r r r rG u u u u u u  (6) 

O modelo misto assimétrico é bastante simples, mas tem a grande vantagem de possuir um 
parâmetro  associado com a assimetria ou a permutabilidade dos dois máximos. Por outro 
lado, o modelo logístico assimétrico pode resultar em um ajuste melhor, mas apresenta 
problemas de identificabilidade, os quais podem ser contornados se fixarmos  = 1 ou  = 1.
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3. Estimação 

O método mais utilizado para a estimação dos parâmetros dos modelos bivariados é o da 

máxima verossimilhança. Estes estimadores são os valores ˆ ˆˆ ˆ0, e , 1,2, ei i i

(aqui  representa o vetor de parâmetros da função de dependência) que maximizam a função 

de log-verossimilhança 

1 1 1 2 2 2 1,1 2,1 1, 2,

1, 2, 1 1 1 2 2 2
1

, , , , , , ; , , ,

log , ; , , , , , , ,

m m

m

j j
j

L m m m m

w m m

onde m é o tamanho da amostra bivariada. 

A existência e consistência dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros 
marginais sob independência foram obtidas por Smith (1985). O comportamento dos 
estimadores de máxima verossimilhança dos modelos bivariados sob a suposição de que o 
parâmetro de forma em cada marginal é menor que 1/2, o que corresponde ao caso onde o 
estimador de máxima verossimilhança dos parâmetros marginais se comportam 
regularmente, foi inicialmente investigado por Tawn (1988). Este autor mostrou que 
existindo dependência entre as variáveis, o problema de estimação simultânea é regular. 
Provou a existência e obteve a distribuição assintótica da solução global de máxima 
verossimilhança. Além disto, mostrou que a matriz de covariância assintótica é diagonal e 
sugeriu o uso da matriz de informação observada para obter a variância do estimadores e 
para construir intervalos de confiança. Argumentou que o teste da razão das 
verossimilhanças e o teste baseado na estatística escore (testes para escolha de modelo e 
independência), obtidos quando o processo de estimação é em duas etapas (marginais 
primeiro e função de dependência depois), podem também ser usados no caso de estimação 
simultânea, uma vez que neste caso o comportamento assintótico dos testes permanecem 
inalterados. Além disto, Tawn (1988) obteve resultados semelhantes para o caso onde os dois 
parâmetros de forma marginais são menores que 1. 

Os resultados de Tawn (1988) mostram que é importante testar se existe independência 
assintótica entre os extremos, já que o procedimento de máxima verossimilhança tem 
comportamento não regular na fronteira do espaço paramétrico associado à independência. 
Devemos ressaltar que em muitas aplicações os máximos obtidos a partir de variáveis 
dependentes podem ser independentes para n suficientemente grande. Para testar a 
independência consideramos o teste escore dado por Tawn (1988). 

Dado um modelo bivariado (3), (4), (5), ou (6), a estatística escore é 

1, 2,1
, ; ,

mm
m j jj

dL
U u u u

d
 onde 1,1 2,1 1, 2,; , , , , .m m m mL L u u u u

A estatística escore normalizada converge em distribuição (Feller, 1971) para uma v.a. 
normal padrão. Ou seja, temos que 

1
2 0log ,mcm m U Z
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onde 0 é o valor do parâmetro que corresponde a independência, Z é uma v.a. 
normal  padrão, e c denota a constante normalizadora para a estatística escore, sendo 

1
2

c  para o modelo logístico simétrico e 1
15

c  para o modelo misto simétrico. 

O teste localmente mais poderoso de nível  rejeita a hipótese nula de independência quando 

1
1

20 log 1 ,mU cm m  (7) 

onde 1  é a inversa da normal padrão. 

Por exemplo, considerando o modelo logístico simétrico, onde 0 = r0 = 1, temos que 

1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2,  log 2  log log log .u u u u u u u u u u u u u u u

Para o modelo misto simétrico, onde 0 0 0,  temos que 

1 3 22 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2,   2 .u u u u u u u u u u u u u u u

Uma questão importante é a seguinte: o quanto aplicável é esse resultado assintótico quando 
trabalhamos com amostras pequenas? Uma maneira de se medir a qualidade da substituição 
da distribuição exata da estatística teste pela sua aproximação assintótica é via comparação 
de alguns percentis. Esses percentis para amostras pequenas podem ser obtidos através de 
simulações. Tawn (1988) forneceu os valores críticos do teste para o modelo logístico 
simétrico e alguns valores de m, realizando 100.000 replicações da estatística escore 

normalizada 
1
2 0log .mcm m U  Fornecemos aqui esses valores críticos no caso do 

modelo misto simétrico. Também completamos a Tabela 1 de Tawn (1988) obtendo os 
valores críticos do modelo logístico simétrico para outros valores de m. Os resultados são 
mostrados nas tabelas 1 e 2 a seguir. 

Tabela 1 – Resultados assintóticos e simulados para a estatística escore normalizada para testar 
independência no modelo logístico simétrico (os erros padrões são dados entre parênteses). 

m Níveis de Excedência 

Aproximação Assintótica 10% 5% 2,5% 
– 1,282 1,645 1,960 

50 1,627 (0,04) 2,402 (0,07) 3,351 (0,13) 

65 1,614 (0,03) 2,376 (0,05) 3,312 (0,10) 

80 1,599 (0,03) 2,352 (0,05) 3,268 (0,09) 

100 1,583 (0,04) 2,317 (0,06) 3,191 (0,14) 

150 1,572 (0,03) 2,298 (0,05) 3,178 (0,19) 

200 1,562 (0,02) 2,273 (0,04) 3,103 (0,08) 

350 1,513 (0,03) 2,164 (0,07) 3,041 (0,09) 

Valores Críticos 
Simulados

500 1,489 (0,04) 2,051 (0,08) 2,492 (0,11) 
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Tabela 2 – Resultados assintóticos e simulados para a estatística escore normalizada para testar 
independência no modelo misto simétrico (os erros padrões são dados entre parênteses). 

m Níveis de Excedência 

Aproximação Assintótica 10% 5% 2,5% 
– 1,282 1,645 1,960 

50 1,598 (0,03) 2,380 (0,04) 3,338 (0,11) 

65 1,585 (0,02) 2,378 (0,03) 3,316 (0,04) 

80 1,571 (0,02) 2,349 (0,04) 3,252 (0,09) 

100 1,549 (0,02) 2,267 (0,02) 3,200 (0,05) 

150 1,526 (0,02) 2,236 (0,02) 3,109 (0,04) 

200 1,510 (0,03) 2,222 (0,03) 3,079 (0,09) 

350 1,471 (0,01) 2,023 (0,02) 2,940 (0,08) 

Valores Críticos 
Simulados

500 1,451 (0,02) 1,988 (0,03) 2,925 (0,04) 

Segundo Tawn (1988), ao se fazer o teste de independência com amostras pequenas, é 
recomendável usar os valores simulados no lugar da aproximação assintótica. 

Uma vez confirmada a dependência entre as séries, podemos então realizar o teste para a 
escolha do melhor modelo. Para testar entre as famílias (simétricas) Mista e Logística, 
primeiramente ajustamos por máxima verossimilhança um modelo com função de dependência 

1 21 2 , 0 1.A A v A v  A partir da estimativa de máxima verossimilhança 

ˆ  de , o teste proposto aceita A1  se ˆ > 1/2 ou aceita A2  se ˆ  1/2. Iremos nos referir a 

este teste como teste ML. Para testar dentro da família (simétrica ou assimétrica), usaremos o 
teste usual do logaritmo da razão das verossimilhanças, o qual denotaremos por LR. 

Quando o modelo ajustado é assimétrico pode-se calcular uma medida da não 
permutabilidade entre os dois máximos M1 e M2 , a qual denotaremos por R12. Para tanto, seja 

ij ijp p  a probabilidade , ,Pr , , 1,2,j j i iM m M m i j  onde  é uma 

probabilidade pequena e ,im  é o (1 – )-quantil da distribuição marginal do máximo Mi ,

quer dizer, , , 1,2.i iH m i  Definimos 12 12 21/ .R p p  Quando R12 é menor que 1 

podemos interpretar como a componente M1 tendo maior peso (ou contribuição) na 
dependência observada. Notemos que R12 = 1 sob modelos simétricos. 

Novamente enfatizamos que nosso interesse é utilizar esquemas de reamostragem bootstrap

para obter indicações da qualidade das estimativas obtidas ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , 1,2, , ,i i i i  e 12R̂ .

4. Método bootstrap

O bootstrap é um método computacionalmente intensivo que pode ser utilizado para avaliar 
a acuracidade de estimativas estatísticas. A idéia principal (Efron, 1979) é tratar o conjunto 
de dados (amostra) como se fosse a população (verdadeira) e retirar amostras com reposição 
desse conjunto de dados, como se estivéssemos amostrando da população (para maiores 
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detalhes veja Efron & Tibshirani, 1993). Repete-se esse procedimento um número B grande 
de vezes, e para cada reamostra calcula-se as quantidades de interesse. Os B valores 
calculados são utilizados para estimar a distribuição desconhecida dessas quantidades. 

Conforme Cribari-Neto (2000), consideremos uma amostra aleatória x = (x1,...,xm) da 
distribuição 0F , onde   é o parâmetro (ou vetor de parâmetros) desconhecido, o qual é 

visto como um funcional de F0 , ou seja,  = t (F0). Seja 1
ˆ x , , ms s x x  um 

estimador de . Os estimadores considerados podem ter ou não ter forma fechada e 

satisfazem 1
ˆ, ms x x s F , onde F̂  é a função de distribuição empírica de (x1,...,xm).

O esquema de reamostragem pode ser feito paramétrica ou não-parametricamente, dando 
origem a duas categorias de métodos bootstrap, os paramétricos e os não-paramétricos. No 

esquema paramétrico as B novas amostras são obtidas de 0
ˆF , isto é, geramos amostras a 

partir da distribuição ajustada aos dados. Na versão não-paramétrica reamostramos com 
reposição da amostra original, o que equivale a amostrar de F̂ . O algoritmo bootstrap básico 
é dado no Apêndice. 

Em resumo, ao aplicarmos o procedimento bootstrap, paramétrico ou não-paramétrico, 

obtemos B amostras * *
1 , mx x  de (x1,...,xm), denotadas por x* b, b=1,...,B, e calculamos 

* b  para cada x* b, b=1,...,B. A partir desses valores podemos estimar a variabilidade de 

 em relação ao verdadeiro valor de , através da variabilidade dos * b  em relação 

(Efron, 1982). A expressão desta estimativa bootstrap do erro padrão de  é também dada 
no algoritmo bootstrap básico no Apêndice. 

Além disto, a distribuição empírica Ê  dos B valores * b  pode ser usada para construir 

estimativas por intervalo. O intervalo de confiança do tipo percentil com cobertura 1 – 2 ,
0 <  < 1/2, para  é dado por 

* * 11 1 ˆ ˆˆ ˆ, 1 , ,E E

onde *1 ˆÊ  é o 100. -percentil da distribuição bootstrap Ê , isto é, o B. -ésimo 

valor entre os * b  valores ordenados. 

De acordo com uma das sugestões de um dos revisores, iremos também calcular intervalos 
de confiança do tipo BCa (“bias corrected and accelerated”). O intervalo de confiança BCa 
com cobertura (1 – 2 ) é baseado nos percentis de probabilidade 1 e 2 da distribuição 
empírica Ê  e pode ser visto como uma modificação do intervalo tipo percentil (veja detalhes 
em Cribari-Neto e outros (2002) e Efron & Tibshirani (1993)). 

O intervalo de confiança BCa com cobertura (1 – 2 ) é dado por 

1 2* *1 1
1 2

ˆ ˆˆ ˆ, , ,E E

onde 
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1
0 0

1 0 2 0 1
0 0

ˆ ˆ
ˆ ˆ, ,
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ˆ ˆ
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ˆ ˆ6
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onde  é a função de distribuição normal padrão, z  é o 100. -percentil de uma normal 

padrão, onde 
1

1ˆ ˆ ,m

i
i

m
 e onde ˆ i  é a estimativa de  a partir de s( . ) e baseada 

na amostra original sem a i-ésima observação. Notemos que quando as quantidades 0ẑ

(“correção do vício”) e â (“aceleração”) não são zero elas estarão “corrigindo” os percentis 
usados no cálculo do intervalo tipo percentil. 

Tomando como base o algoritmo apresentado no Apêndice, descrevemos a seguir o algoritmo 
utilizado para calcular a variabilidade das estimativas de máxima verossimilhança e 
intervalos de confiança bootstrap tipo percentil e tipo BCa, paramétricos e não-paramétricos. 

Algoritmo 1: 

1- Para b = 1,...,B, 

1.1- Reamostramos da amostra original (m1,1,m2,1),...,(m1,m,m2,m) obtendo a b-ésima amostra 
bootstrap de tamanho m. 

1.2- Estimamos simultaneamente, via máxima verossimilhança, os parâmetros marginais 

1 1 1 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,b b b b b b  e os parâmetros de dependência ^ ,b  onde 

^ b  é r̂ b  no modelo logístico simétrico; ou ˆ b  no modelo misto simétrico; ou 

ˆˆ ,r b b  no modelo logístico assimétrico com  =1; ou ˆ ˆ,b b  no modelo 

misto assimétrico. 

1.3- Usando as estimativas obtidas em (1.2), calculamos 12ˆ ˆ,    .b b e R b

2- Para cada vetor de tamanho B contendo as replicações de 1 1 1 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,r

12
ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,   e R  calculamos a média aritmética, a variância amostral, o desvio padrão, 

a mediana, os percentis 1%, 2,5%, 5%, 95%, 97,5% e 99%, e os percentis de probabilidade 
1 e 2.
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Seja   o vetor de parâmetros ( 1, 1, 1, 2, 2, 2, ). Em 1.1 a amostragem é feita a partir 
da amostra original e com reposição no caso do bootstrap não-paramétrico e é feita a partir 

da distribuição ajustada aos dados originais 0
ˆF  no caso do bootstrap paramétrico. 

No caso do bootstrap não-paramétrico, no passo 1.1 usamos o Algoritmo 2 dado a seguir 
para gerar uma amostra dos modelos bivariados. Neste algoritmo, W(m1,m2) representa a 
função de distribuição dos modelos logístico simétrico, logístico assimétrico, misto simétrico 
ou misto assimétrico, e H1 e H2 representam as distribuições marginais que são do tipo de 
uma distribuição de valores extremos generalizada. Dada uma observação m1 de H1, a 
distribuição condicional de M2 é dada por 

1 2 1 1
2 1 2 2 1 1

1 1

,
Pr /c W m m dH m

W m m M m M m
m dm

Algoritmo 2: 

1- Geramos m observações da distribuição H1 ( 1, 1, 1). 

2- A partir da amostra obtida em (1), geramos m observações da distribuição condicional 

2 1
cW m m  usando o método iterativo Newton-Raphson. 

As performances dos intervalos de confiança obtidos podem ser avaliadas através de 
simulações de Monte Carlo com esquemas de bootstrap. Para tanto, iremos gerar um número R
grande de amostras do modelo ajustado, e para cada uma delas efetuar B reamostragens, com 
reposição ou a partir do modelo ajustado. Este experimento está sumarizado no Algoritmo 3: 

Algoritmo 3: 

1. Para i=1,...,R, 

1.1. Geramos a i-ésima amostra de tamanho m do modelo bivariado utilizando o Algoritmo 2. 
Estimamos simultaneamente por máxima verossimilhança os parâmetros do modelo. 

1.2. A partir da i-ésima amostra gerada em (1.1) obtemos B novas amostras x*(ib) 
amostrando com reposição no caso não-paramétrico, ou obtemos B amostras x*(ib) do 
modelo ajustado. Para cada uma dessas B amostras: 

1.2.1. Estimamos simultaneamente, por máxima verossimilhança, os parâmetros marginais 
e os parâmetros de dependência. 

1.2.2. Usando as estimativas obtidas em (1.2.1), calculamos ˆ ˆ,ib ib  e 12 .R ib

1.2.3. A partir dos vetores de tamanho B contendo as quantidades calculadas em (1.2.1) e 
(1.2.2) calculamos os percentis 1%, 2,5%, 5%, 95%, 97,5%, 99%, 1, e 2.

1.2.4. Verificamos se os intervalos obtidos contêm o “verdadeiro” valor do parâmetro. 

2. Comparamos a cobertura obtida em (1.2.4) com a cobertura nominal. 
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5. Avaliação da Qualidade das Estimativas de Máxima Verossimilhança para 
Extremos Mensais 

Para avaliarmos a qualidade das estimativas de máxima verossimilhança, começamos 
ilustrando o processo de estimação utilizando três séries financeiras de máximos e mínimos 
mensais: IBOVESPA do Brasil, S&P500 dos Estados Unidos, e o índice MSCI EAFE da 
Morgan Stanley Capital International, representando os mercados da Europe, Australásia 
and Far East, coletados no período de Janeiro de 1996 a Maio de 2001. Os extremos foram, 
portanto, coletados em blocos de tamanho n=22, formando séries de tamanho m=65.

A Tabela 3 apresenta as estatísticas univariadas dos máximos e mínimos mensais das séries 
financeiras, que sugerem uma distribuição assimétrica para todos os extremos. 

Tabela 3 – Estatísticas univariadas dos máximos e mínimos mensais dos índices IBOVESPA, 
S&P500 e EAFE, coletados no período de Janeiro/1996 a Maio/2001. 

Máximos Mensais       (n=22, m=65) 

Índice Média DP As K Mediana Min Max 

IBOVESPA 4,9581 3,3453 2,5781 8,2606 3,9084 1,2390 20,0675 

S&P500 2,3001 1,0167 1,2710 0,9689 2,0168 0,8742 5,1152 

EAFE 1,6787 0,8347 1,0240 0,3745 1,4261 0,4470 4,1044 

Mínimos Mensais       (n=22, m=65) 

Índice Média DP As K Mediana Min Max 

IBOVESPA -4,7167 3,1086 -1,6666 2,8279 -3,9210 -15,8409 -1,2183 

S&P500 -2,2257 1,2289 -1,8950 4,7335 -2,0508 -6,8656 -0,3156 

EAFE -1,7257 0,7963 -0,8369 1,3263 -1,6049 -4,5753 -0,3738 

Notações da tabela: Desvio padrão (DP), coeficiente de assimetria (As), coeficiente de curtose (K), 
valor máximo (Max), valor mínimo (Min), m é o tamanho da amostra dos extremos, n é o tamanho 
do bloco. 

A associação positiva entre os pares de extremos é ilustrada na Figura 1, onde vemos o 
diagrama de dispersão entre os mínimos mensais do IBOVESPA e do S&P500, para os 
dados originais e transformados. 
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Figura 1 – Valores absolutos dos mínimos mensais do IBOVESPA e do S&P500.  
     Valores originais e transformados para exponenciais unitárias. 

Não tendo observado nenhum tipo de tendência, ajustamos os quatro modelos bivariados aos 
6 pares de extremos, obtendo as estimativas de máxima verossimilhança para todos os 
parâmetros e para as medidas ,  e R12. O parâmetro  do modelo logístico assimétrico foi 
fixado igual a 1 para evitar problemas de não identificabilidade do modelo. O software SAS, 
release 6.12, foi usado no procedimento de otimização simultânea. Todos os ajustes 
sugeriram dependência. O passo seguinte foi testar formalmente a independência assintótica. 
O teste escore (7) rejeitou a independência para todos os pares de extremos da Tabela (4). 
Foram efetuados o teste ML e o teste LR para a escolha do melhor modelo para cada par, e 
as estimativas dos modelos finais são dadas nas tabelas 4 e 5. 

Na Tabela 4, damos as estimativas dos parâmetros marginais e (erros padrões). Observamos 
que as estimativas dos parâmetros de forma foram quase todas positivas (Fréchet), 
caracterizando distribuições de retornos diários com caudas pesadas. Por outro lado, para os 
pares de mínimos mensais (IBOVESPA, EAFE) e (S&P500, EAFE), o parâmetro  não é 
significativamente diferente de zero para o EAFE, indicando ter esta marginal uma 
distribuição Gumbel e seus retornos diários correspondentes uma distribuição com caudas 
mais leves do que os demais. 
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Tabela 4 – Estimativas (e erros padrões) dos parâmetros marginais dos pares de máximos e 
mínimos mensais dos índices IBOVESPA, S&P500 e EAFE, de 01/1996 a 05/2001. 

Máximos Mensais       (n=22, m=65) 
Índice 1 & 
Índice 2 

1

(ep) 
1

(ep) 
1

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
IBOVESPA & 
S&P500  

3,4271 
(0,223) 

1,6042 
(0,188) 

0,3164 
(0,095) 

1,8034 
(0,088) 

0,6318 
(0,071) 

0,2255 
(0,100) 

IBOVESPA & 
EAFE

3,4527 
(0,224) 

1,6298 
(0,194) 

0,3184 
(0,100) 

1,2699 
(0,082) 

0,5819 
(0,064) 

0,1800 
(0,112) 

S&P500 & 
EAFE

1,7926 
(0,088) 

0,6401 
(0,074) 

0,2771 
(0,107) 

1,2633 
(0,081) 

0,5797 
(0,065) 

0,2137 
(0,114) 

Mínimos Mensais       (n=22, m=65) 
Índice 1 & 
Índice 2 

1

(ep) 
1

(ep) 
1

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
IBOVESPA & 
S&P500 

-3,1329 
(0,230) 

1,6259 
(0,197) 

0,3542 
(0,121) 

-1,6729 
(0,113) 

0,8321 
(0,084) 

0,1623 
(0,080) 

IBOVESPA & 
EAFE

-2,9032 
(0,211) 

1,5170 
(0,182) 

0,4251 
(0,106) 

-1,3068 
(0,085) 

0,6561 
(0,062) 

0,0000 
–

S&P500 & 
EAFE

-1,7467 
(0,122) 

0,8928 
(0,098) 

0,1629 
(0,081) 

-1,4219 
(0,091) 

0,6978 
(0,070) 

0,0000 
–

Notações da tabela: n é o tamanho do bloco e m é o tamanho da amostra de extremos. 

Tabela 5 – Modelos bivariados para os pares de máximos e mínimos mensais dos índices 
IBOVESPA, S&P500 e EAFE, coletados no período de Janeiro/1996 a Maio/2001. 

Máximos Mensais       (n=22, m=65) 

Índice 1 & 
Índice 2 

Modelo 
r

(ep) (ep) 
R12

IBOVESPA & 
S&P500  

Modelo 1 
LS

1,4175 
(0,154) 

– – 0,3229 0,3693 – 

IBOVESPA & 
EAFE

Modelo 2 
MS

– 0,6926 
(0,220) 

– 0,2906 0,3463 – 

S&P500 & 
EAFE

Modelo 3 
MASS

– 1,135 
(0,129) 

-0,135 
(0,129) 

0,4291 0,4662 0,9569 

Mínimos Mensais       (n=22, m=65) 

Índice 1 & 
Índice 2 

Modelo 
r

(ep) (ep) 
R12

IBOVESPA & 
S&P500  

Modelo 4 
LS

1,7081 
(0,209) 

– – 0,4668 0,4995 – 

IBOVESPA & 
EAFE

Modelo 5 
MS

1,9367 
(0,231) 

– – 0,5509 0,5697 – 

S&P500 & 
EAFE

Modelo 6 
MASS

1,9066 
(0,244) 

– – 0,5410 0,5616 – 

Notações da tabela: LS = Logístico Simétrico, MS = Misto Simétrico, MASS = Misto Assimétrico, 
ep = erro padrão, n é o tamanho do bloco e m é o tamanho da amostra de extremos. 
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A Tabela 5 fornece as estimativas dos modelos bivariados e também dá as estimativas para 
e , as quais indicam uma associação moderada entre os extremos. 

O modelo misto assimétrico para os máximos mensais do S&P500 (1) e EAFE (2) forneceu 
R12 = 0,9569 para  = 0,01. Isto significa que dado que um retorno positivo alto (lucro 
grande) m2,0,01 tenha ocorrido para o índice EAFE, a probabilidade do índice S&P500 ser 
menos extremo (lucros menores) é maior que esta probabilidade calculada quando trocamos 
os índices. Isto significa que, com respeito a lucros e em relação ao EAFE, o índice S&P500 
possui maior peso na dependência observada. 

Mas R12 = 0,9569 é próximo de 1. Qual o erro acumulado com as operações sucessivas de 
estimação e modelagem? Então, precisamos avaliar a precisão e qualidade das estimativas de 
máxima verossimilhança dos parâmetros e das medidas derivadas dos modelos bivariados, o 
que faremos a seguir através dos procedimentos bootstrap.

5.1 Resultados do bootstrap

Para a realização do bootstrap, escolhemos três pares de índices financeiros de tal forma que 
tenhamos um exemplo para cada modelo ajustado. Iremos reamostrar das amostras dos pares 
dos mínimos mensais do (IBOVESPA, S&P500) (modelo 4: logístico simétrico); dos 
máximos mensais do (IBOVESPA, EAFE) (modelo 2: misto simétrico); e dos máximos 
mensais do (S&P500, EAFE) (modelo 3: misto assimétrico). Fixamos B = 5000 e 
implementamos os algoritmos dados. 

Apresentamos nas tabelas 6 e 7 os resultados do bootstrap não-paramétrico para os modelos 
3 e 4. Os resultados para o modelo 2 são similares e a tabela correspondente foi retirada 
(seguindo sugestão de um dos revisores). Na primeira linha dessas tabelas repetimos as 
estimativas dos parâmetros e das medidas de interesse calculadas a partir dos conjuntos de 
dados originais e dadas nas tabelas 4 e 5. As linhas seguintes contem os resultados do 
bootstrap. A quarta linha apresenta os erros padrões que nos fornecem a variabilidade das 
estimativas de máxima verossimilhança apresentadas na primeira linha. 

Com base nos erros padrões podemos avaliar a acuracidade das estimativas de máxima 
verossimilhança do coeficiente de correlação , da medida de dependência   e da medida R12

(quando o modelo é assimétrico) em relação aos seus verdadeiros valores. Ainda nas tabelas 
7 e 6 encontramos os intervalos de confiança não-paramétricos do tipo percentil de níveis 
90%, 95% e 98% de confiança. 
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Tabela 6 – Resultados do bootstrap não-paramétrico (B=5000) para o par de máximos mensais 
do S&P500 e EAFE – modelo misto assimétrico (modelo 3). 

1 1 1 2 2 2 R12

Valor 1,7926 0,6401 0,2771 1,2633 0,5797 0,2137 1,135 -0,135 0,429 0,466 0,956 
Média 1,7751 0,5941 0,2921 1,2666 0,5656 0,2080 1,007 -0,145 0,348 0,394 0,958 

Var 0,0074 0,0068 0,0120 0,0070 0,0054 0,0072 0,134 0,056 0,006 0,005 0,005 
E.P. 0,0863 0,0824 0,1096 0,0834 0,0737 0,0846 0,366 0,237 0,076 0,070 0,071 
1% 1,6135 0,4279 0,1243 1,0918 0,4048 0,0687 0,096 -0,489 0,172 0,224 0,860 

2,5% 1,6356 0,4404 0,1359 1,0969 0,4343 0,0763 0,128 -0,478 0,182 0,235 0,863 
5% 1,6546 0,4618 0,1440 1,1287 0,4560 0,0856 0,276 -0,450 0,206 0,261 0,869 

50% 1,7665 0,5948 0,2706 1,2714 0,5617 0,1997 1,119 -0,199 0,361 0,410 0,938 
95% 1,9523 0,7302 0,5076 1,4075 0,6818 0,3630 1,434 0,294 0,457 0,488 1,094 

97,5% 1,9726 0,7901 0,5611 1,4299 0,7189 0,4253 1,454 0,361 0,465 0,494 1,114 
99% 2,0169 0,7963 0,6272 1,4676 0,7371 0,4798 1,467 0,392 0,466 0,495 1,130 

Tabela 7 – Resultados do bootstrap não-paramétrico (B=5000) para o par de mínimos mensais do 
IBOVESPA e S&P500 – modelo logístico simétrico (modelo 4). 

1 1 1 2 2 2 r

Valor 3,1329 1,6259 0,3542 1,6729 0,8321 0,1623 1,708 0,467 0,499 
Média 3,1268 1,6117 0,3748 1,6692 0,8056 0,1716 1,768 0,480 0,508 

Var 0,0712 0,0316 0,0152 0,0117 0,0070 0,0087 0,053 0,007 0,005 
E.P. 0,2668 0,1777 0,1234 0,1082 0,0839 0,0932 0,232 0,086 0,073 
1% 2,4428 1,2451 0,0519 1,4258 0,6044 0,0176 1,334 0,271 0,319 

2,5% 2,6172 1,2881 0,1619 1,4512 0,6427 0,0318 1,402 0,313 0,360 
5% 2,6807 1,3242 0,2006 1,4986 0,6774 0,0477 1,424 0,327 0,373 

50% 3,1325 1,6146 0,3640 1,6623 0,8022 0,1539 1,746 0,482 0,512 
95% 3,5802 1,8887 0,5832 1,8642 0,9496 0,3395 2,176 0,619 0,625 

97,5% 3,6437 1,9657 0,6293 1,8951 0,9846 0,3834 2,369 0,664 0,660 
99% 3,7545 2,0370 0,7450 1,9069 1,0110 0,4169 2,584 0,705 0,692 

Os resultados nos permitem concluir que a variabilidade não chega a afetar algumas 
características importantes dos modelos. Por exemplo, os intervalos de confiança para os 
parâmetros de forma  contém apenas valores positivos, portanto ainda dentro da família 
Fréchet. Quanto à medida R12, verificamos na Tabela 6 que para o par de máximos mensais 
S&P500 e EAFE, o erro padrão estimado foi de 0,071 e o intervalo de confiança não-
paramétrico do tipo percentil com 95% de cobertura para R12 é [0,863,1,114], o qual contém 
o valor 1. Então, para este par de índices financeiros não podemos garantir que o S&P500 
seja o índice mais responsável pela dependência observada, uma vez que quando R12 = 1 o 
par de índices estará sob o ajuste de um modelo simétrico. Com base nos resultados podemos 
dizer que a interpretação da medida R12 deve ser sempre feita com bastante cautela. 
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Tabela 8 – Resultados do bootstrap paramétrico (B=5000) para o modelo 3: misto assimétrico. 

1 1 1 2 2 2 R12

Valor 1,7926 0,6401 0,2771 1,2633 0,5797 0,2137 1,135 -0,135 0,429 0,466 0,956 
Média 1,7898 0,6062 0,2306 1,2561 0,5355 0,2043 1,034 -0,183 0,337 0,379 0,946 

Var 0,0107 0,0062 0,0101 0,0139 0,0063 0,0107 0,126 0,028 0,013 0,013 0,002 
E.P. 0,1032 0,0789 0,1004 0,1179 0,0792 0,1036 0,355 0,166 0,116 0,116 0,049 
1% 1,5853 0,4054 0,0672 1,0556 0,1565 0,0617 0,105 -0,500 0,022 0,33 0,857 

2,5% 1,6056 0,4306 0,0694 1,0844 0,3815 0,0626 0,190 -0,493 0,042 0,061 0,859 
5% 1,6248 0,4968 0,0890 1,1232 0,4194 0,0754 0,217 -0,466 0,077 0,108 0,866 

50% 1,7863 0,6094 0,2314 1,2583 0,5461 0,1877 1,117 -0,182 0,376 0,422 0,946 
95% 1,9673 0,7347 0,4040 1,3945 0,6435 0,4178 1,466 0,101 0,458 0,489 1,034 

97,5% 1,9960 0,7578 0,4403 1,4076 0,6628 0,4513 1,493 0,156 0,465 0,494 1,051 
99% 2,0249 0,7703 0,4572 1,4338 0,6661 0,4626 1,500 0,245 0,469 0,497 1,082 

Tabela 9 – Resultados do bootstrap paramétrico (B=5000) para o modelo 4: logístico simétrico. 

1 1 1 2 2 2 r

Valor 3,1329 1,6259 0,3542 1,6729 0,8321 0,1623 1,708 0,467 0,499 
Média 3,1815 1,5876 0,2342 1,6392 0,6270 0,2639 1,602 0,411 0,448 

Var 0,0603 0,0423 0,0125 0,0128 0,0480 0,0114 0,035 0,007 0,006 
E.P. 0,2457 0,2057 0,1116 0,1133 0,2190 0,1067 0,188 0,085 0,077 
1% 2,6891 1,0668 0,0494 1,3622 0,2111 0,0655 1,268 0,227 0,273 

2,5% 2,7180 1,1792 0,0552 1,4366 0,2175 0,0776 1,315 0,258 0,306 
5% 2,7627 1,2550 0,0770 1,4688 0,2424 0,0942 1,344 0,277 0,325 

50% 3,1845 1,5710 0,2151 1,6342 0,6682 0,2735 1,596 0,416 0,456 
95% 3,5484 1,9134 0,4389 1,8273 1,0245 0,4262 1,915 0,544 0,564 

97,5% 3,6966 2,0318 0,5239 1,8499 1,0693 0,4370 2,022 0,577 0,591 
99% 3,7366 2,0919 0,5457 1,9362 1,1115 0,4795 2,284 0,646 0,645 

As tabelas 8 e 9 apresentam os resultados do bootstrap paramétrico baseado em B=5000
replicações dos modelos 3 e 4 da Tabela 5. Novamente suprimimos a tabela com os 
resultados do modelo 2 por conter resultados similares. 

Verificamos que em geral as médias das replicações bootstrap obtidas não-parametricamente 
ficaram mais próximas dos verdadeiros valores dados na primeira linha das tabelas, do que 
os resultados obtidos parametricamente. Além disto, em geral sugeriram uma menor 
variabilidade para os estimadores utilizados. 

Analisando na Tabela 8 a medida R12, novamente vemos que o intervalo de 95% de 
confiança tipo percentil não-paramétrico contém o valor 1. Isto reforça as conclusões já 
tiradas de que as interpretações de R12 devem sempre levar em consideração sua estimativa 
pontual mais a variabilidade das mesmas obtidas a partir de esquemas bootstrap.
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Devido ao esforço computacional extra considerável que envolve o cálculo dos intervalos de 
confiança do tipo BCa para os modelos bivariados, calculamos este intervalo apenas para os 
parâmetros do modelo 4. Notamos que em geral os intervalos de confiança do tipo percentil 
são menores sob o esquema paramétrico. Já os intervalos de confiança tipo BCa tiveram 
tamanhos não muito diferentes sob os dois esquemas bootstrap, sendo porém um pouco 
menores do que os do tipo percentil paramétrico ou não-paramétrico. Por exemplo, para o 
parâmetro r do modelo 4, os tamanhos dos intervalos tipo percentil (PER), BCa, paramétrico 
(P), não-paramétrico (NP), para o nível de 98% são: PER-P: 1,016, BCa-P: 0,998, PER-NP: 
1,250, BCa-NP: 0,991. Para os níveis de 95% e 90% esses tamanhos são, respectivamente, 
(0,707, 0,687, 0,967, 0,721) e (0,571, 0,546, 0,752, 0,581). 

A seguir utilizamos simulações Monte Carlo seguidas de esquemas de bootstrap para avaliar 
o desempenho dos intervalos construídos. Fixamos R=5000 e B=5000 e implementamos o 
Algoritmo 3. Devido ao grande esforço computacional, envolvendo inclusive softwares 
diferentes, apresentamos os resultados apenas para o modelo 4. Observamos que os 
intervalos BCa-P e BCa-NP tiveram performances parecidas e um pouco melhores do que os 
outros dois (PER-P e PER-NP) para todos os níveis de confiança de 98%, 95% e 90%. Por 
exemplo, o intervalo de 95% BCa-NP incluiu o verdadeiro valor do parâmetro r 94.78% das 
vezes. No caso da cobertura nominal de 98% e 90% a performance do BCa-NP foi de 
97.56% e 89.84%. 

Os resultados obtidos pelos dois esquemas permitem uma avaliação favorável quanto a 
precisão e qualidade das estimativas de máxima verossimilhança obtidas a partir dos 
modelos bivariados de valores extremos, indicando que a substituição da distribuição exata, 
com n=22, pela assintótica n , e o tamanho moderado da amostra (m=65) para a 

estimação por máxima verossimilhança, não tiveram efeito importante na variabilidade das 
estimativas, exceto no caso da medida R12.

6. Avaliação da Qualidade das Estimativas de Máxima Verossimilhança para 
Extremos Bimestrais 

Nesta seção repetimos as análises feitas na Seção 5, agora considerando os máximos e 
mínimos bimestrais. 

O objetivo é verificar se existe ou não aumento na variabilidade das estimativas de máxima 
verossimilhança dos modelos bivariados se diminuímos o tamanho da amostra de extremos 
(agora m=32). Por outro lado, notemos que ao coletar extremos bimestrais temos n=44, e 
portanto a qualidade da aproximação da distribuição exata pela assintótica deve melhorar. 

Sendo assim, repetimos todo o processo de ajuste dos modelos, passando pela estimação 
simultânea dos parâmetros, realizando testes de independência e de escolha dos modelos. As 
estimativas de máxima verossimilhança, correspondentes aos melhores ajustes obtidos com 
os modelos bivariados para os diversos pares de extremos, são fornecidas nas tabelas 10 e 11. 
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Tabela 10 – Estimativas (e erros padrões) dos parâmetros marginais dos pares de máximos e 
mínimos bimestrais dos índices IBOVESPA, S&P500 e EAFE, coletados no período de 

Janeiro/1996 a Maio/2001. 

Máximos Bimestrais       (n=44, m=32) 
Índice 1 & 
Índice 2 

1

(ep) 
1

(ep) 
1

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
IBOVESPA & 
S&P500  

4,2094 
(0,385) 

1,8916 
(0,341) 

0,4143 
(0,168) 

2,0550 
(0,130) 

0,6240 
(0,117) 

0,4315 
(0,199) 

IBOVESPA & 
EAFE  

4,1944 
(0,382) 

1,8887 
(0,401) 

0,4057 
(0,203) 

1,5735 
(0,183) 

0,7542 
(0,135) 

0,0609 
(0,008) 

S&P500 & 
EAFE  

2,0221 
(0,121) 

0,5697 
(0,104) 

0,4378 
(0,188) 

1,5141 
(0,159) 

0,6732 
(0,118) 

0,1340 
(0,102) 

Mínimos Bimestrais       (n=44, m=32) 
Índice 1 & 
Índice 2 

1

(ep) 
1

(ep) 
1

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
2

(ep) 
IBOVESPA & 
S&P500  

-3,9095 
(0,396) 

1,8559 
(0,363) 

0,5408 
(0,138) 

-2,1270 
(0,166) 

0,8511 
(0,133) 

0,3115 
(0,141) 

IBOVESPA & 
EAFE  

-3,6029 
(0,103) 

1,6175 
(0,190) 

0,4842 
(0,145) 

-1,6321 
(0,338) 

0,6643 
(0,097) 

0,0000 
--

S&500 & 
EAFE  

-2,3747 
(0,230) 

1,0860 
(0,256) 

0,3378 
(0,083) 

-1,8820 
(0,163) 

0,7643 
(0,121) 

0,0000 
--

Notações da tabela: n é o tamanho do bloco e m é o tamanho da amostra de extremos. 

Tabela 11 – Modelos bivariados para os pares de máximos e mínimos bimestrais dos índices 
IBOVESPA, S&P500 e EAFE, de 01/1996 a 05/2001. 

Máximos Bimestrais       (n=44, m=32) 
Índice 1 & 
Índice 2 Modelo 

r
(ep) (ep) (ep) 

R12

IBOVESPA & 
S&P500  

Modelo 1b 
LS

1,4368 
(0,227) 

--- --- 0,3340 0,3799 --- 

IBOVESPA & 
EAFE

Modelo 2b 
MS

--- 0,9432 
(0,012) 

--- 0,4358 0,4716 --- 

S&P500 & 
EAFE

Modelo 3b 
MASS

--- 1,2362 
(0,124) 

-0,2362 
(0,124) 

0,3981 0,4410 0,9271 

Mínimos Mensais       (n=44, m=32) 
Índice 1 & 
Índice 2 Modelo 

r
(ep) (ep) 

R12

IBOVESPA & 
S&P500  

Modelo 4b 
LS

1,7853 
(0,352) 

--- --- 0,4977 0,5256 --- 

IBOVESPA & 
EAFE

Modelo 5b 
MS

--- 0,8492 
(0,071) 

--- 0,3780 0,4246 --- 

S&P500 & 
EAFE

Modelo 6b 
MASS

1,8908 
(0,256) 

--- --- 0,5357 0,5572 --- 

Notações da tabela: LS = Logístico Simétrico, MS = Misto Simétrico, MASS = Misto Assimétrico, 
ep = erro padrão, n é o tamanho do bloco e m é o tamanho da amostra de extremos. 
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Observamos que para os pares de máximos bimestrais não ocorreram mudanças no modelo final 
ajustado. Para os mínimos bimestrais ocorreu uma mudança no par de índices IBOVESPA e 
EAFE, cujo modelo era logístico simétrico nos mínimos mensais, passando a ser misto simétrico. 

Novamente, para averiguarmos a acuracidade das estimativas de máxima verossimilhança 
utilizamos esquemas bootstrap paramétricos e não-paramétricos com 5000 replicações, cujos 
resultados para os modelos 3b e 4b estão nas tabelas 12 a 15. As estimativas relacionadas 
com esses modelos se encontram na primeira linha das referidas tabelas. Algumas 
características observadas nas seções anteriores se repetem para os extremos bimestrais. 

Observando a quarta linha das tabelas 12 a 15, verificamos que a variabilidade das 
estimativas de máxima verossimilhança é maior que aquela apresentada nas tabelas 6 a 9. Os 
maiores aumentos na variabilidade ocorreram no caso dos parâmetros marginais, chegando a 
ser, em alguns casos, 3,5 vezes maior que a obtida para os extremos mensais. 

Com base nos resultados obtidos, constatamos uma certa perda na qualidade das estimativas 
de máxima verossimilhança, uma vez que ocorreu um aumento significativo na variabilidade. 
Ou seja, ao se melhorar a qualidade da aproximação da distribuição exata pela distribuição 
assintótica, se perde na qualidade das estimativas de máxima verossimilhança. 

Tabela 12 – Resultados do bootstrap não-paramétrico (B=5000) para o par de mínimos 
bimestrais do IBOVESPA e S&P500 – modelo (4b) logístico simétrico. 

1 1 1 2 2 2  r 
Valor 3,9095 1,8559  0,5408 2,1270 0,8511 0,3115 1,785  0,498  0,526 
Média  3,8868 1,7903  0,5088 2,1012 0,7927 0,3619 1,952  0,519  0,538 

Var 0,2916 0,1471 0,0573 0,0309 0,0216 0,0337 0,238 0,022 0,016 
E.P. 0,5400 0,3835 0,2394 0,1757 0,1470 0,1836 0,488 0,150 0,129 
1% 2,8444 0,8969 0,1078 1,6358 0,4432 0,0307 1,166 0,149 0,187 

2,5% 2,8830 1,0240 0,1131 1,7508 0,4949 0,0579 1,261 0,221 0,267 
5% 3,0528 1,2046 0,1252 1,8058 0,5559 0,1011 1,303 0,251 0,298 
50% 3,8306 1,7654 0,5133 2,1015 0,7963 0,3309 1,879 0,532 0,554 
95% 4,8456 2,4340 0,8985 2,3681 1,0092 0,6808 2,891 0,752 0,729 

97,5% 5,0836 2,5926 0,9220 2,4542 1,0646 0,7706 3,164 0,785 0,755 
99% 5,3336 2,8673 0,9468 2,4876 1,1234 0,9285 3,302 0,799 0,766 

Tabela 13 – Resultados do bootstrap não-paramétrico (B=5000) para o par de máximos 
bimestrais do S&P500 e EAFE – modelo (3b) misto assimétrico. 

1 1 1 2 2 2  R12

Valor 2,0221 0,5697 0,4378 1,5141 0,6732 0,1340 1,236 -0,236 0,398 0,441 0,927 
Média 2,0658 0,5816 0,4364 1,5162 0,6078 0,2303 1,151 -0,209 0,378 0,418 0,936  

Var 0,0258 0,0181 0,0173 0,0292 0,0185 0,0142 0,063 0,035 0,014 0,006 0,005  
E.P. 0,1605 0,1346 0,1314 0,1710 0,1361 0,1193 0,252 0,187 0,121 0,078 0,069  
1% 1,8192 0,3108 0,1166 1,2085 0,1495 0,0735 0,192 -0,492 0,1400 0,186 0,859  

2,5% 1,8493 0,3601 0,1617 1,2239 0,1766 0,0786 0,431 -0,489 0,169 0,220 0,860  
5% 1,8579 0,3993 0,2237 1,2708 0,3762 0,0922 0,645 -0,474 0,242 0,297 0,865  
50% 2,0326 0,5648 0,4446 1,4942 0,6125 0,2154 1,192 -0,222 0,386 0,431 0,933  
95% 2,3656 0,8474 0,6249 1,8155 0,7957 0,4595 1,464 0,136 0,460 0,490 1,045  

97,5% 2,4139 0,9425 0,7048 1,9088 0,8438 0,4903 1,482 0,284 0,464 0,493 1,094  
99% 2,5645 0,9641 0,7388 2,0048 0,8941 0,6005 1,491 0,362 0,470 0,498 1,118  
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Tabela 14 – Resultados do bootstrap paramétrico (B=5000) para o modelo 4b: logístico simétrico. 

1 1 1 2 2 2  r 

Valor 3,9095 1,8559 0,5408 2,1270 0,8511 0,3115 1,785 0,498 0,526 
Média 3,9422 1,7403 0,4151 2,0853 0,9395 0,4460 1,772 0,454 0,477 

Var 0,1150 0,1204 0,0238 0,0262 0,0498 0,0552 0,175 0,032 0,028 
E.P. 0,3394 0,3470 0,1542 0,1618 0,2232 0,2350 0,418 0,178 0,168 
1% 3,2034 1,0151 0,855 1,7347 0,4555 0,1363 1,018 0,018 0,024 

2,5% 3,3217 1,1131 0,1008 1,7853 0,5938 0,1489 1,026 0,026 0,035 
5% 3,3588 1,2025 0,1801 1,8444 0,6517 0,1556 1,082 0,077 0,102 
50% 3,9246 1,7412 0,4051 2,0783 0,9039 0,4042 1,776 0,494 0,523 
95% 4,5301 2,2736 0,7020 2,3609 1,3579 0,7862 2,429 0,677 0,669 

97,5% 4,8083 2,5378 0,7948 2,4584 1,4155 0,8578 2,612 0,710 0,696 
99% 4,8511 2,6257 0,8450 2,4823 1,5402 0,8800 2,865 0,749 0,726 

Tabela 15 – Resultados do bootstrap paramétrico (B=5000) para o modelo 3b: misto assimétrico. 

1 1 1 2 2 2  R12

Valor 2,0221 0,5697 0,4378 1,5141 0,6732 0,1340 1,236 -0,236 0,398 0,441 0,927 
Média 2,0213 0,4981 0,3769 1,5787 0,8787 0,5207 0,956 -0,161 0,316 0,357 0,953 

Var 0,0153 0,0118 0,0328 0,0553 0,0180 0,0406 0,165 0,029 0,018 0,018 0,003 
E.P. 0,1236 0,1088 0,1811 0,2351 0,1341 0,2015 0,406 0,171 0,134 0,136 0,051 
1% 1,7821 0,2378 0,0666 1,1686 0,4224 0,1027 0,062 -0,487 0,027 0,039 0,860 

2,5% 1,7886 0,3004 0,0840 1,2244 0,4394 0,1244 0,152 -0,453 0,041 0,059 0,868 
5% 1,8179 0,3428 0,1052 1,2590 0,4794 0,1558 0,186 -0,442 0,049 0,070 0,871 

50% 2,0285 0,4774 0,3515 1,5261 0,7188 0,4520 1,102 -0,156 0,368 0,416 0,955 
95% 2,2247 0,6868 0,7063 2,2531 1,8370 0,8106 1,442 0,149 0,463 0,492 1,046 

97,5% 2,2653 0,7099 0,7616 2,4820 1,9705 0,8534 1,453 0,250 0,467 0,496 1,081 
99% 2,3740 0,7301 0,9226 2,9383 2,1107 0,8612 1,487 0,311 0,468 0,496 1,102 

7. Conclusões 

Neste artigo abordamos o problema da verificação da precisão das estimativas de máxima 
verossimilhança em amostras de tamanho m pequeno no caso de modelos bivariados da 
teoria dos valores extremos. Para ilustrar consideramos três índices financeiros, um nacional 
e dois internacionais, e analisamos os máximos e mínimos coletados em blocos de tamanho 
fixo n. Os extremos mensais (n=22) resultaram em amostras de tamanho m=65, e os 
bimestrais (n=44) em m=32.

Para modelar a ocorrência de eventos extremos simultâneos utilizamos duas classes de 
modelos bivariados de valores extremos: misto e logístico, e seus dois tipos: simétricos e 
assimétricos. Obtivemos as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros das 
distribuições marginais, para a estrutura de dependência, e para as medidas de dependência 

, , e R12. Em seguida, através de esquemas bootstrap paramétricos e não-paramétricos, 
acessamos a variabilidade dessas estimativas. Calculamos os desvios padrões e intervalos de 
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90%, 95% e 98% de confiança bootstrap dos tipos percentil e BCa, paramétricos e não-
paramétricos. Avaliamos a performance desses intervalos usando simulações Monte Carlo 
com esquemas bootstrap.

Observamos que para extremos mensais o tamanho pequeno das amostras não parece causar 
grande variabilidade nas estimativas. Para a medida R12 relacionada com a assimetria dos 
modelos bivariados, ou seja, com a não permutabilidade das variáveis, constatamos que os 
procedimentos bootstrap foram muito úteis, já que indicaram que essa medida deve ser usada 
com cautela. Não se deve portanto afirmar que um mercado tem mais influência na 
dependência observada à luz apenas das estimativas pontuais de R12.

Finalmente, investigamos o trade-off que existe ao se melhorar a qualidade da aproximação 
da distribuição exata de extremos bivariados pela distribuição assintótica, a partir do 
aumento do tamanho do bloco (n passa de 22 a 44 para extremos bimestrais), mas 
provavelmente perdendo na qualidade das estimativas de máxima verossimilhança, uma vez 
que o tamanho da amostra de extremos passa a ser m=32. De fato, constatamos uma perda na 
qualidade das estimativas de máxima verossimilhança, uma vez que ocorreu um aumento 
significativo na variabilidade. Ou seja, para se ter uma melhor representação da distribuição 
exata pela distribuição assintótica, se perde na qualidade das estimativas de máxima 
verossimilhança. 
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Apêndice

Algoritmo Básico bootstrap (Cribari-Neto, 2000): 

1- Calcular ˆ  para a amostra original. 

2- No caso não-paramétrico, amostrar a partir da amostra original, com reposição, e 

construir a nova amostra de tamanho m, x* = * *
1 , mx x . No caso paramétrico, 

amostrar m valores aleatórios da distribuição ajustada F0 ( ˆ ) e construir a nova 

amostra * *
1 , mx x .
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3- Calcular *ˆ b  para cada amostra bootstrap  x*b obtida em (2). 

4- Repetir os passos (2) e (3) B vezes. 

A expressão para o erro padrão de ˆ  é: 

2* *

1

1ˆ ˆ ˆ. . .
1

B

b

B E P b
B

onde 

1

1ˆ ˆ .
B

b

b
B


