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ABSTRACT. One way to incorporate the uncertainty of field data and the spatial variability in the hydraulic properties of aquifers is to prescribe probability distributions
to the material properties of the medium. The statistical properties of the hydraulic potential are then determined by the numerical solution of stochastic differential
equations governing the flow in the aquifer. For this purpose we consider two stochastic finite element methods, Monte Carlo and stochastic Collocation, to estimate the
mean and variance of the potential for saturated flow in statistically heterogeneous media, assuming that the coefficient of hydraulic transmissibility follows a lognormal
distribution. One of the crucial issues in the accuracy of numerical methods is the spatial correlation length associated with the transmissibility. We also discuss some
configurations of plant extraction that were recently proposed for a rational exploration of the Reconcavo aquifer in the Capivara river basin (Bahia, Brazil), by comparing
two classical models and by introducing the randomness of transmissibility in one of these configurations.

Keywords: Karhunen-Loéve expansion, stochastic finite element methods, free aquifer.

RESUMO. Uma maneira de incorporar a incerteza das medidas de campo e a variabilidade espacial nas propriedades hidraulicas de aqiiiferos é estabelecer distribuigGes
de probabilidade para os parametros fisicos do meio. As propriedades estatisticas do potencial hidrulico sdo entdo determinadas pela solugdo numérica das equagdes
diferenciais estocasticas que regem o regime de escoamento no aqiifero. Neste trabalho descrevemos a utilizagdo de dois métodos de elementos finitos estocésticos (o
método de Monte Carlo e 0 método da Colocagdo) para estimar a média e a variancia do potencial hidrdulico para fluxo saturado em meio estatisticamente heterogéneo,
supondo que o coeficiente de transmissividade hidrdulica é descrito por um processo lognormal. Um dos fatores decisivos na precisdo numérica dos métodos é
0 comprimento de correlagdo associado a transmissividade. Discutimos também algumas configuragOes de baterias de extragdo que foram recentemente propostas
para uma exploracdo adequada do aqifero RecOncavo na bacia do rio Capivara (Bahia, Brasil), comparando dois modelos cléssicos e introduzindo a aleatoriedade
da transmissividade em um dos arranjos de pogos que foram propostos.

Palavras-chave: expansdo de Karhunen-Logve, métodos de elementos finitos estocésticos, aqiferos livres.
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INTRODUGAO

0 teste de bombeamento de pogos é a técnica mais confidvel
para obter as caracteristicas hidrdulicas de sistemas aq(iferos.
0 exame detalhado das informagdes registradas, principalmente
0 rebaixamento induzido pelo bombeamento, requer o uso de
modelos analiticos ou numéricos de escoamento para 0 pogo.
Os modelos analiticos sao geralmente utilizados na andlise de
testes de bombeamento através de equagGes fluxo-pogo sob
hipoteses simplificadoras. Quando se usam modelos numéricos,
as hipGteses podem ser menos restritivas, porém sdo introduzi-
dos erros associados com as técnicas numéricas utilizadas.

Neste trabalho utilizamos métodos numéricos estocasticos
para estimar amédia e a varidncia da carga ou potencial hidraulico
em modelos de escoamento em que a transmissividade hidraulica
(ou condutividade hidrdulica no regime permanente) segue uma
distribuicdo de probabilidade lognormal. O conhecimento des-
tas propriedades estatisticas é importante pois permite estabele-
cer um intervalo de confianga para solugdo numérica.

A férmula de Theis foi empregada no estudo de escoa-
mento transiente para pogos como um resultado do bombea-
mento sob condigBes de fronteira horizontais que se estendem
para o infinito. Critérios de otimizacdo relacionados a geome-
tria de localizagdo dos pogos sdo aplicados no desenvolvimento
destas solugBes. A fim de testar a validade da solugdo e pro-
ver informagGes adicionais sobre os testes de bombeamento
fora do dominio da solugdo analitica, sdo utilizadas simulagdes
numéricas de Monte Carlo e do método da Colocagdo. Uma
compreensao quantitativa destes resultados poderd prover um
guia na analise de rebaixamento do nivel estatico do pogo em
aqiiferos livres.

Na proxima segdo introduzimos o modelo de escoamento
transiente e revisamos algumas solugdes classicas associadas
a meios homogéneos e ilimitados. Em seguida, descrevemos a
discretizagdo estocdstica dos modelos pelos métodos de Monte
Carlo e da Colocagdo. Apresentamos experimentos numéricos
do modelo transiente considerado, mas também uma versdo do
modelo em regime permanente. Para o regime permanente, con-
sideramos o problema classico de cinco pogos (#ve spot, Cor-
rea & Loula (2008)), enquanto no regime transiente, adotamos
0 modelo utilizado por Cavalcanti (2006) para estudar o aqiiifero
Recbncavo (BA).

FORMULAGAO DO PROBLEMA

Considere um pogo em um aq(iifero livre cuja descarga é dada
por uma taxa constante Q. A equagdo de continuidade e lei de

Darcy sdo descritas respectivamente por

S(x)

PEDD |9 qwon= 1m0 ()

qx; ;1) = —T(x; @) VA(X; w; 1), 2)

em que q(x; w; ) é 0 vetor de descarga especifica, S(x) 0 coe-
ficiente de armazenamento eldstico, 7' (x; ) 0 campo de trans-
missividade hidraulicae /' (x) = Q-8(x), sendo §(x) a fungdo
delta de Dirac. Determinamos a carga hidraulica 4 (x; w; ¢) por
meio das equacdes (1)-(2) em conjunto com as condigdes iniciais
e de fronteira

h(x; w; 0) = Hy, xe D C R?

h(x; w;t) = ho(r) xeTlp,

(3)

que estabelecem que a carga hidraulica é constante (Hy) até o
inicio do bombeamento do pogo e que é dada pela carga prescrita
ho(r) nafronteira I' p formada por pontos a uma distancia radial
r do pogo suficientemente grande. Esta condigdo visa aproximar
lim h(x;w;t) = Hp.
lIx]|— o0

Em particular, utilizamos as funges /¢ (r) calculadas a partir
das solugbes deterministicas 2 = h(x; ¢) dadas pelas formulas
de Boulton (6) & Theis (8). Podemos estender o modelo para um
arranjo de pogos modificando a fungdo f'(x).

Introduzimos a incerteza do modelo, quantificada pela va-
riavel independente w, por meio da transmissividade 7' (x; w).
A transmissividade forma uma fungdo aleatdria de representacdo
lognormal, ou seja:

T'(x; @) = exp(Y (x; @), (4)

sendo Y(x; @) um processo Gaussiano e estatisticamente
gstaciondrio. Admitimos também que a fungdo de covaridncia
C(x,y) do processo Y (x; w) satisfaz C(x,y) = C(y,x) ¢
C(x, x) > 0 paratodo x # 0. Deste modo, Y (x; w) pode ser
representado em termos da expansdo de Karhunen-Loéve

Y @) = (Y (5 @) + Y Vhn@u(0E,  (5)
n=1

em que (Y (x; ®)) € a média de Y e 0S termos A, € @, (x)
representam o autovalor e a autofungdo respectivamente, as-
sociados a C(x,y). Por outro lado, {&1, &, ...} é um con-
junto de variaveis aleatérias Gaussianas mutuamente ortonor-
mais com média zero.
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Para fins de calculo, é necessdrio truncar a expansdo
acima, reduzindo a transmissividade a forma 7'(x; @) =~
T(x;&,...,&y). Otermo M é o nimero de coordenadas
efetivas da caracterizacdo estocastica e sera referido como a di-
mensdo estocastica.

Formula de Boulton

A férmula de Boulton supde que o bombeamento produz uma
resposta ndo instantnea do aquifero e pode ser utilizada para
aproximar o fluxo ndo estaciondrio em um sistema agdifero livre
que possui um agiclude na base e uma superficie livre em seu
topo, com fluxo vertical entre as fronteiras (Hunt & Scott, 2005).

Boulton (vide Hantush (1964)) verificou que o rebaixamento
induzido s = s(x; ¢) em um pogo num aqiifero homogéneo
cujo raio de influéncia é infinito e sem fonte de recarga pode ser
expresso pela formula

Kt
s=Hy—h=2p (XL 2
2T EH() H()

cuja fungdo ¥ (z, p), chamada de funcdo de pogo por gravi-
dade, € definida pela integral

® 1
Viz, p) =/O —Jou. p) 0

X [1 —exp(—t-u -tanh(u))] du,

com

t=Kt/eHy, p=v/Hy, v=T/S=¢€

e Jp 6 a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero.
A transmissividade 7' e o coeficiente de armazenamento espe-
cifico S sdo constantes. Em particular, no caso de aqiiiferos
com espessura uniforme, o coeficiente de transmissividade € fi-
xado em T = HyK onde K € a condutividade hidrdulica.
0 pardmetro € é o suprimento especifico do aq(iifero ou a razao
entre 0 volume da dgua que uma rocha ou solo produz por gra-
vidade e 0 seu proprio volume, sendo aproximada pela porosi-
dade efetiva v, (por¢do do espago poroso conectado no mate-
rial permedvel e saturado no qual o fluxo ocorre).

Férmula de Theis

Sejam £, a altura de dgua no poco € r,, 0 raio do pogo de
bombeamento. Hantush (1964) notou que quando ¢ > 30r2 /v
e a profundidade de saturagdo na regido onde o fluxo ndo pertur-
bado é menor que a altura da coluna de dgua no pogo em bom-
beamento (0.5Hy < hy,), 0 rebaixamento observado é dado

Brazilian Journal of Geophysics, Vol. 27(2), 2009

pela expressdo

2
2 g2 9 e
s=Hy—h __2nKW(4vt)’ (8)

com W (u) sendo a fungdo de pogo para agiiiferos sem vaza-
mento definida por

W(u) = /oo % exp(—x) dx. 9)

A Eg. (8) é conhecida como a solugdo de Theis para aqii-
feros livres e foi utilizada por Cavalcanti (2006) para o calculo
do rebaixamento induzido por baterias de pogos de producao e
para a modelagem analitica da interferéncia entre pogos e da pro-
ximidade destas como fronteiras verticais. Porém, a frmula de
Theis é muito restritiva visto que supde que o fluxo é horizontal,
a0 contrdrio da férmula de Boulton que faz uma extensdo tanto
para a velocidade horizontal quanto a vertical do fluxo (Hunt &
Scott, 2005).

Descarga de pocos interferentes

De acordo com Hantush (1964), se a localizagdo de N pogos e
0 nivel de dgua em cada um deles ao final de um dado periodo
de bombeamento continuo forem conhecidos, entdo a descarga
de cada poco pode ser obtida resolvendo as N equagdes linear-
mente independentes, para um dado nivel de dgua em cada pogo
usando a equagao

N
5= QiZui(x, ;) (10)
i=1
em que Q; Z,,; & 0 potencial do fluxo fredtico no i-ésimo pogo,
ou seja, o lado direito de uma equagdo de rebaixamento de um
particular sistema de fluxo (a solugdo de Boulton (6) ou a solugdo
de Theis (8)) e Q; representa a descarga (que pode ser negativa
ou positiva).

Pela solugdo de Theis (8), dois pogos fredticos de raio r,
afastados lateralmente por uma distancia d,,, bombeados pelo
mesmo periodo de tempo # num aqifero sem vazamento e re-
baixamento s para ambos 0S pogos, terdo descargas Qp € Q>
dadas por

O1=0= 2K = (11)

i £
W (%) + 7 ()
Similarmente para trés pogos distribuidos na forma de um
tridngulo equilatero de lado d,,,,

01=0,=0;3= = 2n K - (12)
W (gs) +2W (z05)

4vty
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Quando séo feitas estimativas de rebaixamentos proximos a
pogos de bombeamento, é necessario incluir a influéncia de ou-
tros pogos operando na drea, pois a descarga Q e o rebaixa-
mento s sdo individualmente afetados por pogos vizinhos, exceto
nos casos em que o periodo de bombeamento & muito curto ou o
gspacamento entre 0s pogos Seja grande o bastante para que as
zonas de influéncia ndo se sobreponham efetivamente.

METODOLOGIA

Para estudar o efeito da incerteza na transmissividade 7 (x; )
sobre a carga hidraulica /(x; ; t), calculamos a média e a
variancia da solugdo do problema definida pelas equagdes (1)-
(3). Para aproximar esta solugdo, discretizamos as variaveis es-
paciais, temporais e estocdsticas separadamente. A discretizacdo
espacial é feita pelo método de elementos finitos, enquanto
a discretizagdo temporal é realizada pelo método de Crank-
Nicolson. Para a discretizacdo estocdstica do problema (1)-(3),
consideramos os métodos de Monte Carlo e da Colocacdo, des-
critos a sequir.

Método de Monte Carlo (MC)

0 método de Monte Carlo depende da geracdo de um grande
nimero de amostras do campo de transmissividade hidraulica
(4). Para calcular este campo primeiro discretizamos o dominio
espacial D em uma malha formada por N vértices. Em seguida,
avaliamos a fungdo de covaridncia C(x, y) nos vértices da ma-
Iha, gerando uma matriz simétrica e positiva definida C de tama-
nho N x N dadapor C; ; = C(x;,y;) (1 <i,j < N).
Valendo-se da decomposicdo de Cholesky, esta matriz pode ser
decomposta na forma € = LL”, sendo que L é uma matriz
triangular inferior.

Seguindo Chakraborty & Dey (1995), aproximamos Y (x; @)
nos vértices da malha pelo vetor aleatdrio Y = Y (w) dado por
Y = Y, + L&, onde Yo corresponde a média de Y avaliada
nos vértices damalhae & = (&1, ..., &x)7 6 um vetor de N
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
com média zero e variancia unitaria. Note que a covariancia do
vetor aleatorio Y coincide com a matriz C:
=LIL =C.

(Y = Yo)(Y = Yo)T) = L(ggT)LL

A metodologia prossegue com a geragdo das amostras
eV @ EWND dovetor § = £(w). Paracada k =
1,2,..., Ny seja T®(x) = T(x; £®) a funcdo que in-
terpola exp(Y®) = exp(Yo + L&®) nos vértices da ma-
Iha, isto 6, 7® (x;) = exp(Y*). Calculamos para cada k a

solugdo 2% (x; ¢) do problema

S(x )ahU(x H_vy
x(T<k> VAP (x; 1) = f(x)

20 (x; 0) = Hy, x € D C R?
RO (x; 1) = ho(r)

que aproximamos pelo método de elementos finitos no espago e 0
método de Crank-Nicolson no tempo. Convém utilizar no método
de elementos finitos a mesma malha e as mesmas funges de
interpolacdo usadas no procedimento acima descrito.

As solugoes AV (x: ), KD (x; 1), ..., AN (x; 1) do
problema (13) representam amostras que podemos utilizar para
gstimar a média e a variancia da solugdo procurada. Em geral,
um alto ndmero de amostras fornece uma aproximagao precisa
da média e da variancia, mas eleva o custo computacional.

(13)

}"EFD,

Método da Colocagao (MCol)

Enquanto o método de Monte Carlo introduz uma aproximacdo da
transmissividade diretamente nas equacdes diferenciais (1)-(2), 0
método da Colocagdo parte do problema variacional associado

[ (2L + 75 00V 05 96 0) dn
D

= /D fXp(X) dx, Y¢e H) (D), (14)

onde HO1 (D) € 0 espaco de fungBes de quadrado integravel cuja
derivada é quadrado integravel e com suporte compacto em D
(Evans, 1998). Em seguida, aproximamos 7' (x; ) € i(X; ; 1)
pelas expansoes finitas

M
T(x; @) ~ exp ((Y(x, ®)+ >

n=1

}\n (pn (X)é}'l) ’

M[’
hx o)~ Y hO00LeE),  (19)

k=1

onde as fungdes Ly (&) satisfazem L;(¢?) = 8. Substi-
tuindo (15) em (14) e avaliando a equagdo resultante em & =

gW, @ . gW) obtemos
(k)
/ (%(ﬁ( X) + T(x, §®O)yvh®(x, t)ng(x)) dx
D
_ /D fexdx Yée H(D).  (16)
parak = 1,2, ... M, de modo andlogo ao método de Monte
Carlo.

Observe que a expansao de 7' (x; @) em (15) decorre do trun-
camento da expansdo de Karhunen-Loéve (5). A aproximagdo
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estabelecida para 4 (x; w; ¢) visa projetar a solugdo no espaco
H} (D) ® P,(Q2) em que P,(2) C L?(£2) € gerado pelo
produto tensorial de espagos de polindémios na forma

M
Pp(Q) = Q) Pp, (),

n=1
P () = fao +ar1éy + @&l + ...+ ap, &V,
ao, ..., ay € R}

Note que cada espaco P, (€2,,) € formado por polindmios
p(&,) de grau p, que dependem da varidvel aleatéria &,. As-
sim, a dimensdo de ,,(2,) € p, + 1 & a dimensdo de
P,, que corresponde ao numero de termos da expansdo de
h(x; w; t), 6 dada por

M
My =TTwa+1D.

n=1

Por exemplo, se p; = ... =
(P4 DM,

0 conjunto 2, (€2) € um exemplo de espaco de polindmios
de caos de dimensdo finita (Rupert & Miller, 2007), e é tradicio-
nalmente escrito em termos de polindmios de Hermite, que sdo
ortogonais com respeito a medida de probabilidade Gaussiana.
Devido a ortogonalidade, as raizes destes polindmios definem
férmulas de quadratura Gaussiana. Em particular, as raizes

pn = P, entdo M, =

gr([kn)’ knzl,...,pn+1

do polindmio de Hermite H,,;(£,) de grau p,, + 1 satisfazem

/f@@
Qy
Pt (17)

= Z wi, f(EE) Y f € Pap, i1,

kp=1

(f)

onde wy, = (n + 1)!/(Hn+z(§;§k”)))2. Seguindo Babuska
etal. (2007), definimos

E(l)’ 5(2)’ o E(Mp)7
k k k
S(k) — (%-1( 1)’%-2( 2)’ _ "’SJ(VIM))v

e representamos a projecdo de i (x; w; ¢) através de Li(§) =
T, Ly, (&), onde Ly, (€,) € P, sdo polindmios inter-
poladores de Lagrange definidos por

(18)

L, VY =84, i Jmkn=1,..., pu+1.
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Uma vez calculados AV (x, 1), ..., h™p)(x, ¢) (que depen-
dem de uma discretizagdo no tempo e no espago, como no método
de Monte Carlo), a média aproximada é expressa por

MP
Eplh] = Y h"x, HE[Ly(®)]
=l (19)

M, M
= Zh(k)(x, Hwg, wig= 1_[ W, -
k=1 n=1

De forma analoga, a variancia aproximada é dada por

M, M,
var,(h) = Y Y (h(x.0)
o1 =1 (20)

—E [hwjw; (hD(x, 1) — Ep[h)).

Note que a ordenacdo dos vetores £®, ou seja, a relagdo en-
tre o indice & e os indices k1, .. ., kas em (18), pode se tornar
trabalhosa e o nimero total de vetores A, pode se tornar ele-
vado a medida que M e p crescem. Esta caracteristica do método
da Colocagdo é conhecida como maldigdo da dimensionalidade
(curse of dimensionality (BabuSka et al., 2007)) e pode compro-
meter a eficiéncia do método.

RESULTADOS

Nesta secdo descrevemos 0s resultados de dois experimentos
que fornecem uma idéia geral da validade dos métodos numé-
ricos acima descritos em problemas de escoamento laminar em
aquiferos. No primeiro experimento, consideramos 0 €scoa-
mento em regime permanente segundo o modelo classico de /Aive
spot. No sequndo experimento 0 escoamento é transiente e utiliza
uma geometria motivada pelo estudo de otimizacdo de Cavalcanti
(2006). Além disso, 0 conjunto de parametros hidrdulicos utili-
zados sdo compativeis com os do aqilifero Reconcavo (BA).

Ambos os experimentos foram estudados no caso determi-
nistico (Cavalcanti, 2006; Correa & Loula, 2008). Propomos um
estudo estocastico de tais problemas supondo que a transmis-
sividade (ou condutividade hidrdulica no regime permanente)
segue uma distribuicdo lognormal com a fungdo de covaridncia
descrita a seguir.

Funcao de covariancia

Vamos considerar o dominio espacial naforma [0, L] x [0, L] e
uma funcdo de covariancia do processo ¥ = Y (x; @) presente
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em (4) na forma

Cx,y) = C((x1,x2), (1, »2)

) (21)
= opexp(—I|x1 — y1l/n — [x2 — y2|/n)

em que o2 € » S0 a varidncia e o comprimento de correlagdo
do processo Y, respectivamente. No texto, o comprimento de
correlagdo n e 0 comprimento do intervalo L possuem unidade
de medida em metros. Neste caso, existem formulas explicitas
(Zhang & Lu, 2004) para os autovalores e as autofungdes as-
sociadas a C(x, y), que sdo utilizadas na expansdo de Karhu-
nen-Loeve (5):

_ 4)720}2,
BERUR R NUSV-R 22)

on(X) = @i (xe;(x2), n=12,...

Nestas expressdes 0 parametro y; € encontrado a partir da
equagdo transcendente

("*y* — Dsin(yL) = 2ny cos(y L), (23)
enquanto
or(x) = e cos(ykx)
JoPE +DL/2 40
(24)
1 )
+ sin(yxx).

Jov2 +DL/2 40

A relagdo entre o indice » € os indices {i, j} é escolhida de
modo que os autovalores A,, estejam em ordem decrescente.

A aproximacdo de perturbagdo usada na derivacdo da média
do potencial ficou restrita a uma pequena variabilidade do meio
(0 = 1). Todavia, podemos estender estes resultados para
valores mais elevados de o2

Em ambos os experimentos vamos utilizar o método de ele-
mentos finitos com fungbes de base continuas e bilineares por
partes (Hughes, 1987) em uma malha uniforme de 20 x 20 ele-
mentos quadrados. Conduzimos simulagdes de Monte Carlo com
5000 amostras.

Escoamento em regime permanente

Consideramos o modelo de cinco pogos (/e spof) de escoa-
mento em regime permanente gerado por um arranjo quadrangu-
lar de quatro pogos de injecdo nos vértices e com um pogo de
bombeamento no centro. Por simplicidade apenas um quarto do

dominio é levado em conta e o fluxo prescrito na fronteira é zero.
A'injecdo € efetuada no ponto x; = (L, L), L = 1, 854075,
gnquanto o bombeamento ocorre no ponto x, = (0, 0), com
cargas O e — O respectivamente, com O = 0, 25 m> /s (vide
Fig. 1(a)).

(L.L)

Q=0,25m"s

Q=—0,25n7/s

(a) (00)
(1000,1000)

Q=0,125m’/s Q=0,125m"s
s +

(270,500) (730,500)

460 m

(6) ©O

Figura 1 — Condigdes de Fronteira dos problemas de escoamento permanente
(a) e escoamento transiente (b).

No regime permanente, as equacdes (1)-(2) se reduzem a
-V . (Kx;o)Vhi(x; w; 1) = f(x),
f(X)=0-8(x—x1)— 0 -8(x—x2),
em que K (x; @) representa a condutividade hidrdulica. Intro-
duzimos a regularizagdo da fonte f'(x) segundo Correa & Loula
(2008): as cargas nas coordenadas sao aproximadas por cargas

uniformemente distribuidas sobre os vértices dos elementos de
modo que

0,25 eD, 0 0,25
=—7 X 1 Op=-—
|Dy] |Dpl

(29)

,x€ Dp, (26)

I
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em que |D;| e |Dp| sdo as areas dos elementos contendo a
injecdo e 0 bombeamento, respectivamente.

As Figuras 2 e 3 apresentam 0s mapas iso-contorno e 0s
perfis hidraulicos através dos pogos na diagonal para a média
e a variancia do potencial respectivamente no caso em que as
variaveis espaciais estao fracamente correlacionadas (n = 1).
Verificamos que tanto a média do MCol quanto a variéncia pos-
suem um pequeno desvio sobre os resultados do MC. Uma
possivel razdo é o baixo coeficiente de correlagdo que tende a au-
mentar o desvio das variaveis espaciais na funcdo de covariancia.
Aumentando-se o valor de n para 4, os resultados da média e
variancia do MCol convergem para os resultados de MC demons-
trando a precisdo do modelo proposto (vide Figs. 4 e 5).

Notamos também um aumento da variancia nas extremida-
des da fronteira em ambos os modelos MC e MCol. Como o
fluxo proximo a fronteira é fixado, um pequeno valor relativo da
condutividade hidraulica K no elemento de fronteira sob uma
realizacdo, deverd forgar 0s pontos nodais na fronteira a terem

um potencial elevado e conseqtientemente produzir um gradiente
de potencial relativamente grande. Similarmente um grande valor
de K nos elementos de fronteira deverd forgar os nds da fronteira
aterem pequeno valor do potencial, produzindo com isso um gra-
diente de potencial relativamente baixo. Desta maneira, a variagdo
do potencial nos pontos nodais da fronteira devera ser maior do
que nos outros nos (Zhang & Lu, 2002).

Escoamento em regime transiente

Para ilustrar a aproximacdo estocéstica na determinacgdo do cdl-
culo de rebaixamento de pocos e a validade desta aproximacao,
consideramos o problema descrito pela Figura 1(b). Utilizamos
as equacoes (1)-(3), sendo f(x) = Q- 8(x—x1)— Q- -8(x—
X»). A taxa de bombeamento foi fixada em Q = 0, 125 m3 /s
e 0S pogos se localizam nas posicdes x; = (270, 500) e
x> = (730, 500). A transmissividade média é dada por T =
exp((Y)) = 0, 0038 m? /s e 0 tempo total de observacdo foi
de um ano.

0.6 AN [
1,5 0,4 1,5
0,2
> 1 0 > 1 0
-0,2
0,5 0,5
-0,4
';’\\
0 \\ \ ; _0,6 0 N\ \ ) _0,5
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
(a) X (b) X
0,6 - —MC
04+
0,2
= _
o 0
-0,2
-0,4
-0,6]
0,5 1 1,5
(c) x

Figura 2 — Gréfico de Contorno da Média: (a) MC e (b) MCol. A Fig. (c) representa os perfis da diagonal com n = 1€ (7}2, =1
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Figura 3 — Gréfico de Contorno da Variancia: (a) MC e (b) MCol. A Fig. (c) representa os perfis da diagonal comn = 1€ 0}2, =1.

0,6
0,4
0,2
0
-0,2
-0,4
-0,6

\\ RN
s =
1,5 0.4 1,5
0,2
> 1 0 > 1
-0,2
0,5 -0.4 0,5
:i\\ —0,6 - :i\\‘
0 \ | 0 \ 1\
0 0,5 1,5 0 0,5 1,5
(a) (b)
—MC

0.6 ¢ = MCol

04+

0,21

T O

-0,2

-0,4

-0,6

0 0;5 1‘ 1;5
X

Figura 4 — Gréfico de Contorno da Média: (a) MC e (b) MCol. A Fig. (c) representa os perfis da diagonal com n = 4 ¢ 0)2, =1.
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1 1,5
X

Figura 5 — Gréfico de Contorno da Variancia: (a) MC e (b) MCol. A Fig. (c) representa os perfis da diagonal com n = 4 ¢ o% =1

Nenhum fluxo é prescrito sob a parte inferior ou superior do
agiiifero e o fluxo nas fronteiras laterais se estende para o in-
finito com carga hidraulica Hy = 380 m e porosidade efe-
tiva ¥. = 25%. Nos exemplos a seguir, estabelecemos as
condicOes de fronteira por meio da formula de Theis (8). Dis-
cutimos o uso da férmula de Boulton (6) e o arranjo dos pogos
na proxima secao.

No MCol se considerou o polindmio de caos de grau P = 2
e a dimensdo estocastica M = 6. Nas Figuras 6, 7 e 8 estdo
apresentados 0s mapas de iso-contorno da carga hidrdulica e 0s
perfis hidraulicos do MC e MCol nos casos (n = 1, 0)2, =1),
(n=4,0% =1)e(n =100, 0% = 1) respectivamente.

Através dos gréficos de perfil Figuras 6(c), 7(c) e 8(c) po-
demos notar que ndo ocorre grande diferenga nos resultados da
média mesmo sob baixo cogficiente de correlagdo, por causa das
condigBes de fronteira.

E observado também que o MCol ndo foi capaz de desenvol-
ver 0 mesmo resultado da média na variéncia. Segundo Le Maitre
gtal. (2003) o problema esta relacionado a dimensdo estocastica
muito baixa, visto que as autofuncbes de alta freqiiéncia no caso
dos senos e cossenos com cogficientes elevados (vide Eq. (24))
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sdo excluidas da expansdo de Karhunen-Loéve e com isso as
variagGes curtas causadas pelo baixo comprimento de correlagdo
ndo sdo capturadas e a variancia fica subestimada. Entretanto,
a medida que a correlacdo espacial aumenta existe uma melhora
significativa na escala da variancia (vide Fig. 11). Isto acontece
porque quanto maior o coeficiente de correlacdo, mais rapida-
mente 0s autovalores em (22) tendem a zero e mais rdpida é a
convergéncia da expansao (5), ou seja, o erro de truncamento da
expansdo (5) diminui com o aumento de .

Otimizacao da exploragao do aqiiifero freatico

Inicialmente se propGe adotar uma bateria 6tima contendo um
nimero fixo de pogos. A configuracdo da futura bateria pode ser
ampliada em etapas sucessivas de modo que em cada uma delas
sejam satisfeitos os critérios de otimizagdo especificados como a
selecdo do espagamento adequado, a geometria e as dimensoes
da bateria de extragdo de pogos. Na selecdo deste espagamento,
considerac@es técnicas e econdmicas estdo envolvidas. Quanto
mais afastados estiverem os pogos menor serd a interferéncia en-
tre eles, porém terd um alto custo com tubulagdes e instalagdes
elétricas (Hantush, 1964).
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Figura 6 — Média da carga hidrdulica gerada pela interferéncia entre dois pogos, em linha separados por uma distancia d,, = 460 m

com n = 1. (a) MC (h) MCol. A Fig. (c) estabelece os respectivos perfis.
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Figura 7 — Média da carga hidrdulica gerada pela interferéncia entre dois pogos, em linha separados por uma distancia d,, = 460 m

com n = 4. (a) MC (b) MCol. A Fig. (c) estabelece 0s respectivos perfis.

Revista Brasileira de Geoffsica, Vol. 27(2), 2009



251

JUAREZ S. AZEVEDO, SAULO P. OLIVEIRA e OLIVAR A.L. DE LIMA

1000
800
370
600/
I 2 9 365
400/
A\ /)
200( - 360
0
0 500 1000
(@ x

370¢

Elh]

1000 / 4 AN \\\\ 374
800/ NN 372
! . 370
600
- 6 368
400 : 366
‘\x // 4
2000 </ 364
. e 362
0 - %
0 500 1000
(b) x

(©)

800 1000

Figura 8 — Média da carga hidraulica gerada pela interferéncia entre dois pogos, em linha separados por uma distancia d,, = 460 m
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Afim de reduzir este problema, Cavalcanti (2006) prop0s um
esquema de exploragdo otimizado do aqiifero Recdncavo na ba-
cia do rio Capivara, usando a férmula de Theis (8) & supondo
meio homogéneo e isotrdpico. Complementando o trabalho de
Cavalcanti (2006), utilizamos também a formula de Boulton como
solugdo analitica no calculo da carga hidraulica.

Note que a andlise das informag0es coletadas durante o teste
de bombeamento depende largamente da selecdo da equacdo
fluxo-poco aplicavel no sistema de investigacdo e da concordan-
cia com que as suposicdes basicas governam estas equacoes e
as caracteristicas do aqtiifero estudado.

Seguindo Cavalcanti (2006), consideramos adequado um
rebaixamento mdximo da ordem de 13% de Hp, a espessura
saturada média do aqiifero, ou seja, smax = 50 m. Definido
como critério de otimizagdo o valor de rebaixamento maximo per-
missivel smax, & possivel determinar a distincia minima d,,
entre pogos de producdo numa bateria genérica de extragdo.
No presente trabalho o rebaixamento méximo permissivel é de-
finido como o rebaixamento criado por um Unico pogo acres-
cido de 10% desse valor a ser causado pela interferéncia de
cada pogo da bateria, isto &, se s, = 0, 13 Hy é 0 rebaixamento
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de um dos pogos numa bateria de dois pogos, o rebaixamento
maximo permissivel na bateria é

Smax = Sw + 0, 1sy,. (27)
No caso de trés pogos, 0 rebaixamento smax & EXpresso por
Smax = Sw + 0, 1sy, + 0, 0ls,,, (28)

e de forma andloga para 0s demais pogos a serem inseridos.

Adotando-se os valores caracteristicos para geometria e
propriedades hidraulicas do aqtiifero Reconcavo € o critério de
otimizagdo referido anteriormente calculamos as distancias mi-
nimas entre 0s pogos para baterias com dois e trés pogos atra-
vés das Egs. (11) e (12) respectivamente, supondo o0 tempo
de exploragdo continua de um ano de duragdo. Os mapas de
contorno das distribuicdo do potencial foram calculados pelo
método de elementos finitos com fungdes de base continuas e
bilineares por partes cuja malha considerada foi 40 x 40 ele-
mentos quadrados.

As Figuras 12(a) e 12 (b) foram calculadas através das for-
mulas de Theis e de Boulton respectivamente, & mostram o es-
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quema de dois pogos freaticos com descargas uniformes. A Fi-
gura 12(¢) mostra o perfil hidrdulico entre 0s pogos utilizando
ambas as férmulas de Boulton e Theis.

No caso de trés pocos usamos a distancia calculada por
(Cavalcanti, 2006) e concluimos que a geometria é a de um
tridngulo equilatero de lado d,, = 700 m (vide Fig. 13).

Assim é possivel com base na metodologia proposta fazer
um planejamento eficiente e permanente da exploracdo de um

agiifero sob o principio de superposicdo. Inicialmente propomos
adotar uma bateria 6tima contendo um ndmero fixado de pogos.
A configuracdo da futura bateria pode ser ampliada, em etapas
sucessivas, de modo que em cada uma delas sejam satisfeitos 0s
critérios de otimizagdo especificados. ApGs planejar a geometria
e as dimensdes de uma bateria de extragdo de pogos, critérios
de natureza econdmica devem ser introduzidos visando otimizar
a preservagdo e a distribuigdo de agua explorada.
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Direita: formula de Theis; Esquerda: férmula de Boulton.

A andlise das informag@es coletadas durante testes de bom-
beamento depende largamente da selecdo da equagdo fluxo-pogo
aplicdvel no sistema de investigacdo e da concordancia com as
suposigOes basicas que governam estas equagdes e as carac-
teristicas do aqifero estudado.

As variagOes de rebaixamento com o tempo e disténcias dos
pogos de bombeamento podem ser interpretadas em varios ca-
minhos se outras informagBes ndo sdo avaliadas trazendo, por
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conta disto, resultados imprecisos. Todavia, se 0s dados sdo cui-
dadosamente estudados e todas as possiveis interpretagfes sao
consideradas, as anlises destes pardmetros podem prover in-
formagOes valiosas ndo somente sobre as propriedades hidrau-
licas, mas também sobre as condigGes fisicas e 0s pardmetros
geométricos do sistema de fluxo tais como: a natureza e locali-
zacdo das fronteiras hidraulicas, a espessura média do agdifero,
0 raio do poco e as perdas hidraulicas.
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CONCLUSOES

Modelos estocdsticos para fluxo transiente em zonas saturadas
sdo desenvolvidos neste estudo. Estabelecidas as caracteristicas
hidrogeoldgicas, solugdes analiticas aproximadas foram usadas
para hidraulica transiente de pogos em aqiferos livres e extensos
em meios homogéneos e isotropicos. Depois se ampliou a meto-
dologia para meios heterogéneos com a inclusdo de pardmetros
aleatorios.

Observamos no caso estaciondrio que a baixa correlagdo en-
tre as varidveis espaciais afeta a solugdo média da carga hidrau-
lica atribuido ao MCol. Porém, 0 aumento na correlagdo das va-
ridveis espaciais traz resultados compativeis com o MC.

Em regime transiente, as condigGes de fronteira mantiveram
0s resultados da média estdveis mesmo sob um baixo cogficiente
de correlacdo. Isto porém ndo se refletiu na variancia que, em vir-
tude do baixo valor da dimensdo estocastica A4, acumulou erros
nas simulagoes.
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