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RESUMO

Neste trabalho propdem-se o uso da distribui¢do Exponencial Geométrica Estendida (EGE) como
um modelo alternativo as distribuigdes comumente utilizadas tais como Gama, Weibull, Lognormal,
entre outras, para a modelagem de dados de precipitagdo pluvial. Pouco explorada na literatura,
a distribuicdo EGE tem se mostrado eficiente em diversos campos de pesquisa como biologia,
demografia, confiabilidade de produtos eletronicos ¢ pode ser aplicada para analisar fendmenos
meteoroldgicos. Proposta por Adamidis e colaboradores em 2005, uma de suas particularidades € que
sua fungdo de risco pode ser crescente ou decrescente. Outra caracteristica importante ¢ a facilidade
em se obter diferentes niveis de probabilidade, sem a necessidade de recorrer a métodos numéricos.
Testou-se o ajustamento da distribuicdo EGE para a estimagdo da precipitagdo pluvial total mensal
de Presidente Prudente-SP. Os resultados mostraram que houve um bom ajuste do modelo para os
dados ao serem comparados com outros modelos como Gama, Weibull e Lognormal, de acordo com
o critério de informagdo de Akaike, o teste Kolmogorov-Smirnov e o teste Qui-quadrado ao nivel
de 5% de significancia. A partir do ajustamento da distribuicdo EGE aos dados, os estimadores dos
parametros da distribuicdo foram obtidos através do método de méaxima verossimilhanga permitindo
assim a estimag¢ao da precipitagdo pluvial total mensal para diferentes niveis de probabilidade.
Palavras-chave: Distribui¢do Exponencial Geométrica Estendida, precipitagdo pluvial, maxima
verossimilhanga, niveis de probabilidade.

ABSTRACT: THE EXTENDED GEOMETRIC EXPONENTIAL DISTRIBUTION APPLIED FOR
MODELING RAINFALL DATA

In this paper we propose to use the Extended Geometric Exponential distribution (EGE) as an
alternative model to the commonly used distributions such as Gamma, Weibull, Lognormal among
others, for modeling rainfall data. The distribution EGE has been little explored in the literature
although it can be applied in many research fields such as biology, demography, and reliability
of electronic products and can also be applied to analyze meteorological phenomenon. The EGE
distribution has been proposed by Adamidis and collaborators in 2005 and one of its peculiarities
is that the hazard function can be increasing or decreasing. Another important characteristic is the
easiness to obtain different probability levels which do not demand numerical approaches. Several
distributions such as Gamma, Weibull and Lognormal were used to fit the rainfall data measured
at Presidente Prudente city. The results showed EGE being the best fit for the data according to the
Akaike information criterion, the Kolmogorov-Smirnov test and the Chi-square test. The estimators
of the EGE distribution parameters were obtained by the maximum likelihood approach and thus
allowing the estimation of monthly rainfall for different probability levels.

Keywords: Extended Geometric Exponential Distribution, rainfall, maximum likelihood, probability
levels.
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1. INTRODUCAO

Dados climatolégicos podem ser analisados mediante
modelos tedricos de distribuicdes de probabilidade ajustados
a uma série de dados. Na literatura encontram-se algumas
distribui¢des probabilisticas que podem ser Gteis, principalmente
no estudo das precipita¢des pluviais, como a distribuicdo Gama
(Morais et al, 2001; Murta, et al, 2005), Weibull (Wilks, 1989)
e Lognormal (Das, 1956).

Kitidamrongusk (2010) mostra que a distribui¢do
Exponencial Geométrica Estendida (EGE) proposta por
Adamidis et al. (2005) ¢ uma alternativa as distribuigdes Gama
e Weibull muito utilizadas na literatura.

A distribuicdo Exponencial Geométrica Estendida
tem apresentado grande importdncia em varios campos
da pesquisa como biologia, demografia, confiabilidade de
produtos eletronicos e pode ser aplicada na analise estatistica
de fenomenos meteorologicos, entre os quais a precipitagdo
pluviométrica.

Este artigo tem como objetivo testar o ajustamento
da distribuicdo EGE estimando seus parametros baseado
na teoria de maxima verossimilhanga. Dessa forma, sera
possivel estimar a precipitagdo pluviométrica total mensal,
testar o modelo para previsao de novos valores em cada més e
estimar a precipitagdo mensal provavel para diferentes niveis
de probabilidade.

Empregando-se dados de precipitagdo pluvial total
mensal, coletados ao longo dos anos de 1943 a 2003, para
a regido de Presidente Prudente-SP, estudou-se o ajuste das
distribui¢cdes EGE, Gama, Weibull ¢ Lognormal aos dados,
aplicando-se os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov
e qui-quadrado ao nivel de 5% de significancia e utilizando
também o critério de informag¢ao de Akaike.
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Analisando-se os resultados obtidos, concluiu-se que
a distribui¢do EGE foi a que melhor se ajustou aos dados,
fornecendo estimativas de precipitacdes mensais provaveis mais
confiaveis para a regido de Presidente Prudente. Baseado nestes
resultados a precipitagdo pluvial mensal foi estimada para os
niveis de 1, 2.5, 5, 10, 50, 90, 95, 97.5 ¢ 99%.

2. MATERIAL E METODOS

Inicialmente, Adamidis e Loukas (1998) propuseram a
distribuigao exponencial geométrica com dois parametros, onde
a fung@o de risco ¢ decrescente. Posteriormente, Adamidis et al.
(2005) exploraram uma extensao da distribui¢do exponencial
geométrica, denominando-a distribui¢ao exponencial geométrica
estendida. Uma de suas particularidades ¢ que sua funcdo de
risco pode ser crescente ou decrescente, dependendo dos valores
de seus pardmetros.

Dimitrakopolou et al. (2012) propuseram também
diferentes distribui¢des bivariadas obtidas de distribui¢des
marginais EGE. Erisoglu e Erol (2010) utilizaram misturas de
EGE para modelar dados de sobrevivéncia heterogéneos.

Uma variavel aleatéria (v.a.) tem uma distribui¢do de
probabilidade Exponencial Geométrica Estendida (EGE) com
parametros A ¢ ¥ se sua fun¢@o de densidade de probabilidade
(f.d.p.) for dada por:

Aye -Ax

1-Q1-pye*)?’

paratodox > 0,y > 0ed > 0.

A Figura 1 apresenta algumas formas da fungdo
densidade de probabilidade para diferentes valores de A ¢ 7.

A distribui¢ao acumulada da EGE na Equagao 1 ¢ dada
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Figura 1 - Densidades da distribui¢gio EGE para diferentes valores dos pardmetros A e .
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Amédiaevariancia da EGE sao dadas respectivamente por:

2

E(X) = % (1 -y,1,1)

c
var(X) = % (2\1!(1 —7,21) —y¥2(1 -y, 1,1))
(€))
onde:
¥(sa) = F()fl—zeu Z(a+k)5

para z<1, a, s > 0 ¢ conhecida como fung¢ao transcendental de
Lerch (Erdelyi et. al., 1953).
Observe que quando y=1, E(X)=1/Aeparay %1 tem-se:
E(X) = ylog(y) /A (y=1).
Um método simples para gerar valores de uma
distribuicdo EGE(y, A) é baseado no Teorema Fundamental

da Transformagdo de Probabilidades. Dado uma v.a U com
distribuigdo Uniforme no intervalo (0,1), entdo:

1 (1-A-YU
X—ill’l(ﬁ> (4)

Em Adamidis et al. (2005) e Kitidamrongsuk (2010) sdo
apresentadas varias propriedades da EGE como, por exemplo,
coeficiente de variagao, k-ésimo momento, fung@o geradora de
momentos, entre outras.

Dentre os métodos estatisticos de inferéncia, o método de
maxima verossimilhanga ¢ um dos mais importantes e utilizados.

Seja Xi, ...,
EGE dada na Equacdo 1, entdo a fung¢do de verossimilhanga
para os pardmetros A ¢ y ¢ dada por:

X, uma amostra aleatoria da distribuicao
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LGy, 2) = (Ay)exp (‘AZ’”) ((1-a-pe)?

®)
paray>0 e A>0.
O estimador de maxima-verossimilhanga é obtido
a partir dos seguintes passos. Da Equagdo 5 a fung¢do log-
verossimilhancga € dada por:

l(x;y,4) = nlog(dy) — AZ xX; —

i=1
2 Z log(l -(1- y)e"lxi) (6)
i=1

Estabelecendo —YLOg Le —LOg L iguais a zero e
apos algumas manipulagdes algebrlcas obtém-se as seguintes
equacdes de verossimilhanga:
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cujas solugdes fornecem os estimadores de maxima
verossimilhanga dos parametros y e A da distribuicdo EGE.

Uma vez que as Equagdes 7 e 8 ndo podem ser resolvidas
analiticamente parafe 1, entdo métodos numéricos devem ser
utilizados, por exemplo, Método de Newton-Raphson (Ruggiero
e Lopes, 1988).

Kitidamrongsuk (2010) mostra em detalhes o célculo da
matriz de informagao de Fisher esperada I(y, 4) da distribuicao
EGE, a qual ¢ dada por:
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0 .
v

onde L(ir) = Z?_T ¢ a funcdo polylogaritma (Erdelyi et. al.,
1953)e 0 <p<1

A estimag@o com intervalos de confianga para os
parametros do modelo pode ser obtida pela aproximagao normal
assintotica dos estimadores de méxima verossimilhanca, isto €,

()7' i)"'NZ[(y’ A)' I_l(yﬁ A)] paT(l n — o0, (11)

Pode-se também utilizar o modelo EGE para estimar a
precipitagdo pluvial total mensal provével x, para diferentes
niveis de probabilidade p, utilizando a equagao:

_In(=py+vy+p)—In(p)
Xp = X )
Uma vantagem da distribuicio EGE comparada a
distribuicdo Gama (Lawless, 1982) ¢ que se X ~ Gama (a, p),
para encontrar x,, € necessario resolver uma equagao que envolve

0<p<1 (12

P
integral, dada por:
p=1-GI(a,x,B) (13)

onde GI(a,w) = ﬁ OW a-1

Obviamente métodos numéricos como Newton-Raphson
sd0 necessarios para encontrar x,,. O gasto computacional € alto
as estimativas podem softrer de erros de arredondamento. Para o
modelo EGE, x,, possui forma fechada e de facil implementagéo,
possibilitando calcular com facilidade e de forma precisa a
precipitacdo pluvial total mensal provavel.

O teste de Kolmogorov-Smirnov ¢ um importante
método estatistico para avaliacdo do ajustamento dos dados
observados a uma distribuicao de probabilidade.

O teste ¢ baseado na estatistica

e ¥du, a>0ep >0.

Dy = sup |Fy(x) — Fe(x)] (14)

1<isn

i
onde D, é o supremo da distancia. F,(x;) = qfl—) ¢ a funcao

acumulada empirica, ¢(i) ¢ o numero de pontos menores que x;
e F(x) ¢ a fun¢do acumulada tedrica.

Ahipdtese de que X segue a distribuicao f(x) ¢ rejeitada
se a estatistica, D, ¢ maior que um valor critico obtido de uma
tabela disponivel em (Smirnov, 1948), ou se o p-valor ¢ menor
que o nivel de significancia.

Uma grande vantagem deste teste de ajustamento
(aderéncia) ¢ que este pode ser utilizado para amostras muito
pequenas. Outra particularidade demonstrada por Lilliefors
(1967, 1969) ¢ que o teste ¢ mais poderoso do que o teste do
Chi-quadrado (veja Snedecor ¢ Cochran, 1989) para amostras
pequenas.

Akaike (1974) propde outro método para testar a
adequabilidade do modelo, baseado na medida de Informagao
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de Kullback-Leibler. Seja & o nimero de pardmetros a serem
estimados @ o estimador de maxima verossimilhanga de @,
entdo o critério de informacdo de Akaike (AIC) é obtido
como:

AIC = —2log (L(a;x)) + 2k (15)

Dado um conjunto de modelos candidatos para x,
ajustados os dados, o preferido sera o que fornecer o menor
AIC. Além de selecionar um 6timo ajuste, o critério penaliza
a adigdo de parametros, desencorajando overfitting, ou seja, a
selecdo de um modelo extremamente complexo e com muitos
parametros que tenham um pobre desempenho preditivo.

Os dados pluviométricos utilizados no presente estudo
foram fornecidos pela Estagdo Meteorologica da Faculdade
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Estadual Paulista,
campus de Presidente Prudente (SP), compreendendo um
periodo de 61 anos, de janeiro de 1943 a dezembro de 2003.
Estas observagdes referem-se as precipitacdes pluviais totais
expressas em intervalos de tempo mensais, obtendo desse modo,
61 observagdes completas para cada més analisado.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para Presidente Prudente e regido, a Tabela 1 mostra
os resultados obtidos utilizando o Critério de Informagdo de
Akaike, sendo os modelos candidatos as distribui¢cdes: EGE,
Gama, Weibull e Lognormal.

Observa-se que através do AIC a distribuicdo EGE
obteve melhor desempenho (menor AIC) em 5 meses (Janeiro,
Abril, Maio, Setembro ¢ Dezembro), mesmo resultado obtido
pela distribuig¢do Gama (Fevereiro, Marco, Junho, Julho e
Agosto). A distribuicdo Weibull obteve desempenho superior
em apenas 2 meses (Outubro e Dezembro). Utilizando-se apenas
este critério pode-se selecionar a distribuicdo EGE ou Gama
para descrever as precipitagdes totais mensais.

Baseando-se em outros testes, a Tabela 2 mostra
que a distribui¢do EGE apresentou melhor ajuste aos dados
observados, ao nivel de 5% de significancia, através dos testes
de Kolmogorov-Smirnov e do Qui-quadrado.

Utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov, o p-valor
obtido para a distribuicdo EGE mostra que ha um bom ajuste
em quase todos os meses do ano, com excegao do més de agosto
(p-valor menor 0.05). A distribui¢do EGE ainda fornece um
desempenho superior em 6 meses se comparado com 0s outros
modelos, enquanto a distribuigdo Gama mostra-se melhor em
5 situagdes. Se a comparagao for feita entre a EGE e a Gama, a
distribui¢do EGE se mostra melhor em 7 meses. E importante
salientar que em 7 meses 0s ajustes possuem um p-valor maior
do que 0.95, mostrando 6timo ajuste das chuvas mensais de
Presidente Prudente e regido .
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Tabela 1 - Critério de Informagdo de Akaike (AIC) para os dados de precipitacdo total mensal de Presidente Prudente — SP e regido considerando

diferentes distribui¢cdes de probabilidade.

Critério de Informacdo de Akaike

EGE Gama
723.565 724.990
722.729 717.563
676.478 672.870
629.823 638.182
640.844 648.170
620.455 615.079
539.614 523.244
535.288 504.320
627.252 631.949
660.142 663.089
649.764 652.986
701.915 699.441

Weibull  Lognormal

727.174 727.517
722.989 717.817
674.466 675.997
633.340 663.148
646.337 691.628
617.805 648.232
526.559 542.885
510.356 526.009
630.471 666.182
659.736 677.734
649.918 666.682
698.759 705.391

Tabela 2 - Teste de Kolmogorov-Smirnov e do Qui-Quadrado ao nivel de significancia de 5% para os dados de precipitagdo total mensal de Presidente
Prudente — SP e regido considerando diferentes distribui¢des de probabilidade.

Teste de Kolmogorov-Smirnov

Teste do Qui-Quadrado

Més EGE Gama  Weibull Log EGE Gama  Weibull Log

Normal Normal
JAN 0.9770  0.6702 0.8990 0.2806 0.5533 0.1870 0.3844 0.0380
FEV 0.6804  0.8338 0.4850 0.7494 0.7922 0.9246 0.7117 0.8610
MAR 0.9631 0.9907 0.9810 0.7906 0.8254 0.7012 0.8301 0.3347
ABR 09533 0.1714 0.4976 0.0150 0.1424 0.0333 0.1063 0.0001
MAI  0.9980 0.3420 0.7130 0.0125 0.8074 0.3716 0.6527 0.0000
JUN 0.6413 0.1816 0.2721 0.0040 0.4330 0.1990 0.2256 0.0000
JUL 0.2815  0.6823 0.5160 0.0827 0.1293 0.3052 0.1570 0.0004
AGO 0.0198 0.1761 0.0953 0.0146 0.0812 0.2095 0.0680 0.0000
SET 0.9913 0.3356 0.6126 0.0198 0.7494 0.5437 0.6668 0.0028
ouT 09936 009145 0.9926 0.3427 0.5787 0.5044 0.6868 0.0909
NOV 09797 0.8568 0.9962 0.3775 0.8824 0.7571 0.9080 0.2229
DEZ  0.8654 0.9722 0.9027 0.7918 0.4752 0.6306 0.6313 0.3434

O teste Qui-quadrado acentua os resultados obtidos
a partir do teste de Kolmogorov-Smirnov, mostrando que a
distribuicdo EGE possui ajustes superiores aos outros modelos
utilizados.

A Tabela 3 apresenta os estimadores de maxima-
verossimilhanga para os parametros da distribui¢do EGE, seus
respectivos desvios-padrdo e a precipitacdo pluvial esperada,
para cada més.

Observa-se na Figura 2 que as precipitagdes mensais
apresentam histogramas caracteristicos das distribui¢des
EGE ajustadas, mostrando um bom ajuste destas aos dados
observados.

Um dos métodos graficos mais utilizados na verificacdo
do ajustamento de uma determinada distribuicdo aos
dados observados ¢ o Quantil-Quantil Plot ou Q-Q plot. O
procedimento empregado consiste na comparacgao grafica dos
quantis tedricos da distribuicdo EGE com os quantis dos dados
amostrais, mostrando a linearidade entre os dados ajustados ¢
os empiricos de forma que, quanto mais pré6ximos os pontos da

linha de referéncia, maior ¢ a certeza de que os dados ajustados
se comportam em relagdo a determinada distribuigdo.

A Figura 3 representa um Q-Q plot para a distribuigdo
EGE ajustada. O grafico mostra que a maioria dos pontos do Q-Q
plot estdo dispostos sensivelmente ao longo de uma reta, o que
implica que o ajustamento da distribuicdo EGE a série estudada
seja perfeitamente recomendavel. Os meses que mostraram um
menor alinhamento dos valores ajustados correspondem aos
meses menos chuvosos Junho, Julho e Agosto.

Utilizando-se a distribui¢do EGE com as estimativas dos
parametros e obtidos pelo método da maxima verossimilhanga,
dadas na Tabela 3, pode-se estimar a precipitagdo pluvial total
mensal provavel, em cada més, utilizando-se a Equagao 12.

A Tabela 4 mostra os niveis de retorno da precipitagao
pluvial total mensal provavel para Presidente Prudente e regido,
para os niveis de 50, 75, 80, 85, 90, 95, 97.5 e 99% estimados
pela distribui¢ao EGE.

Estes niveis referem-se a probabilidade especifica de
ocorréncia de uma precipitagcdo mensal provavel. Por exemplo,
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Tabela 3 - Valores dos parametros da distribuicdo EGE estimados pelo método de méaxima verossimilhanga e a média do total mensal para os dados
de precipitagdo de Presidente Prudente — SP e regido.

0.002 0.004

0.000

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008

0.004 0.008

0.000

Més Parametro Erro Padrao Parametro Erro Padrao Média em
Shape (1) de (1) Rate (y) de (y) mml

JAN 0.01538 0.00202 20.56812 9.89028 206.65

FEV 0.01789 0.00236 20.63231 9.79767 177.86

MAR 0.02297 0.00307 17.4038 8.18022 131.94

ABR 0.03431 0.00520 7.26288 3.21302 67.03

MAI 0.02410 0.00429 3.47784 1.48702 72.59

JUN 0.01808 0.00454 1.08579 0.49395 57.61

JUL 0.01482 0.00603 0.26340 0.14749 32.20

AGO 0.01419 0.00588 0.25046 0.14557 32.60

SET 0.02531 0.00478 2.83492 1.21502 63.60

ouT 0.02227 0.00321 10.91416 4.98263 118.15

NOV 0.02358 0.00323 16.56366 7.93224 126.71

DEZ 0.01547 0.00221 10.36446 4.61079 167.28

Janeiro Fevereiro Margo Abril
T T T T T 1 Z_IIIIIII Z_IIIIIII Z_IIII
0 200 400 600 0 200 400 600 50 150 250 350 0 50 100 150

Maio Junho Julho Agosto

T T [ Z T Z b T T T T Z b T T T
0 50 100 200 0 50 150 250 0 50 100 150 200 0 50 100 150

Setembro Outubro 3 Novembro Dezembro
T T T T T Z B s e e e Z [ o e e e Z A T T T T
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Figura 2 - Histograma das precipitacdes mensais e densidade EGE ajustada.
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Figura 3 - “Quantil-Quantil Plot” para a distribuicdo EGE ajustada.
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Tabela 4: Estimativas dos niveis de retorno , nos periodos de um meés em 9 niveis de probabilidade, calculadas pela distribui¢do EGE, utilizando
os estimadores de maxima verossimilhanga A e y em Presidente Prudente-SP.

Estacoes Nivel de Probabilidade
1% 2.5% 5% 10% 50% 90% 95% 97.5% 99%

Verio 435.88 | 380.03 | 336.98 | 292.37 | 164.05 57.30 33.82 18.84 8.14
Janeiro 495.42 | 434.89 | 388.22 | 339.82 | 199.69 77.34 47.69 27.54 12.27
Fevereiro 426.20 | 374.15 | 334.02 | 292.40 | 171.89 66.63 41.11 23.74 10.58
Marco 32442 | 28391 | 252.67 | 220.29 | 126.79 46.85 28.31 16.06 7.05
Outono 228.88 | 191.45 | 162.76 | 133.36 55.02 11.30 5.74 2.90 1.17
Abril 191.79 | 164.69 | 143.84 | 122.29 61.56 17.25 9.44 4.98 2.06
Maio 242.51 | 204.04 | 174.52 | 144.20 62.21 13.56 6.97 3.54 1.43
Junho 259.20 | 208.46 | 170.01 | 131.46 40.66 6.30 3.07 1.52 0.60
Inverno 237.09 | 184.13 | 144.64 | 106.16 26.42 3.60 1.73 0.85 0.34
Julho 222.66 | 163.51 | 121.00 82.02 15.78 1.95 0.93 0.45 0.18
Agosto 229.06 | 167.49 | 123.39 83.16 15.75 1.93 0.92 0.45 0.18
Setembro 222.87 | 186.28 | 158.23 | 129.50 53.11 10.82 5.49 2.77 1.12
Primavera 366.71 | 317.45 | 279.50 | 240.23 | 128.22 40.28 22.86 12.37 5.22
Outubro 313.72 | 271.95 | 239.76 | 206.45 | 111.26 35.66 20.38 11.08 4.70
Novembro 313.99 | 274.52 | 244.09 | 212.55 | 121.55 44.28 26.59 15.01 6.56
Dezembro 448.23 | 388.11 | 341.80 | 293.86 | 157.10 49.53 28.14 15.23 6.44
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em Presidente Prudente, para o més de janeiro, existe a chance
de 50% de a precipitagdo acumulada ser igual ou superior a
199.69 mm, ou seja, espera-se que a cada dois anos ocorra pelo
menos 199.69 mm no més de janeiro.

4. CONCLUSOES

Os resultados mostram que houve um 6timo ajuste da
distribuicdo EGE para os dados de precipitacao total mensal
para a regido de Presidente Prudente, tornando-se um importante
modelo para se ajustar aos dados climatologicos, particularmente
aos dados de precipitagdo pluviométrica total mensal.

A facilidade na obteng¢do do nivel de retorno e os 6timos
ajustes obtidos sdo vantagens do uso da EGE em relagdo as
distribui¢des Gama, Weibull e Lognormal, podendo ser aplicada
com sucesso em analises de fenomenos meteorologicos.

E importante ressaltar que o conhecimento dos periodos
secos ¢ chuvosos ¢ de grande importancia econdmica ¢
estratégica para o desenvolvimento regional, de forma que este
trabalho possa servir como um guia para o planejamento dos
recursos hidricos da regido de Presidente Prudente.
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